BALINT AGNES
TATRAI FERENC

GYAKORLATI
STATISZTIKAI
SZAMITASOK

ol

N2

NOVOTRADE




BALINT AGNES — TATRAI FERENC

Statisztikai eljarasok
Commodore 64-esen

Novotrade, 1989



Lektoralta: Soltész Péter
Dr. Veress Gabor

A programok kidolgozasaban részt vett:

Répas Zsuzsanna

Kiadasért felel RENYI GABOR, a Novotrade Rt. vezérigazgatdja
Budapest, 1989

Miiszaki szerkesztd: Erddsi Zoltan

Késziilt a Szegedi Nyomdaban (13 A/S iv)
FelelSs vezetd: SURANYI TIBOR igazgatd

ISBN 963 585 003 4

Copyright © Dr. Balint Agnes, Dr. Tatrai Ferenc, 1989



TARTALOMJEGYZEK

BISSI0, st sk ai ook s oot -Gl e e s T s v S e % ot 7

Utmutatd konyviink hasznalatdhoz . ... .ovt ittt e e e 9

1. A programesoriag feleplicse ds K OASSE oo ommvs s s b v muEemesfe b 56 5o BasTad 4 Fas 11

2, Valb6szinliséeszamitas] alapfogalmak - .. cv v vivivurviresns sarssanmesssesaermpnsss s 17

2.1, AVEICHPH TOFANEIR. = « o s g 5.0 5 88 sus w5 Sy 5 DRI 35 e, A5 S s By 17

2.2. A valoszinliség axidmai, valdszintiségeloszlas, valoszintségi mezd .................. 18

D ViThato ERiele, MaETNE  vusoimeumne o o0 b 400 s fs e TN OIS T 1S S BN I 21

2.4, Forteaib ClatilasiR  .uiwnis o te s asiiicn S o WeRREETEE 59 DL SUTURE N S 23

2.4 .. THSZKFEtBIOSZIASOKE.  cinni b e idhusimsromte v om0 M oo a8, s Sveoiiessi G tabe s 23

27, PoltaiiBs SloSzlastlE & v v oo v s wmsmmonmits v vt wi s o o Bk ameg o o o 28

8. Materpatikal stalisztilaal AlaPIOFAlIIER & osumrpain o5 v s 56 S5 aeng s 54 e e s 1 41

3.1, A statisetikal SolESAE. TOINET o vuvervs o9 vus 50 @ 54 9884 pRECRRET ¢« § $90EREE R S 41
3.2. A minta feldolgozasa: (rendezett minta) osztalykozokbe sorolas, a gyakorisdgok és

pelatiy gyalkotisdobl KISTAMTITABA. . ..o «rmors s mammmmes v s mmres e womanss ot oo smmismmsn s 42

3.3. A minta jellemzése (kozépértékek, tapasztalati SZOTas) . ......oviviiiir s 48

4. STl DEODAK 5 vm s o0 ter 10 i o a5 B e B O RN (Ao B o s 53

4.1. A statisztikal Probakio] AHATABAN  « c o« oumivson on s wmmmare e fe o 5 asmm s o s 5§ 53

4.2, Flhigeetlenseovizsoalal 7% DYODAVEL . oo s wmvmers v s oo shmsm e s o s s 560w e 55

4.5, NormaANTESVIZETATAL . o o vo wonm v v omamman e v e s we ey o 08 TP g @ & s 60

4.4, A varhatd érték vizsgilata az u €s t statisztika hasznalataval ........vevsevvescrvis 67

4:4.1. EgymIntas U=DrODa: soomus=iw s s ammmsem ey o s $8 90 Sisme vt o s 9 68

4.4 2. KEMINTAS N-DEODA. st 5w i sismsus @ 6 o 5% 55 0w R s 5 36 50 ess ool s sshd 70

oA 3. FOVINIATAS BDUODE. souimmimmes cms S e sinies cwd e i S0 s PR — 73

4.4.4. Kétmintas t-proba €s Welch-proba . ... ot 75

4.4.5. Konfidencia intervallom KijelBlEse . ... cmvvvvvmvinsins rvassns smssnsess o s 77

4.5. SzOrasok OSSZENASONIIASA v« v ot v vvvmcyvpnmnvsessossasosas onysasssessyesessssss 82

4.5.1. Két sz6ras ogszevetese: F-proba (Flsher=pioba) . s o vs v sosmvnasmes b 05 3 82

4.5.2. Tobb szoras egyezésének vizsgalata: Bartlett-préoba ............. oo, 83

B S BT it sRipee B sl dbeiling Sruomei B s e TR el 89

5.1. Szoraselemzés egyszeres 0SztalyozAassal ... .o i e e e 91

5.2. Szoraselemzés kétszeres 0sztAlyozassal .. ... it e 95

6. Regresszi6 €s korrelaciOszamitas (SOrDEIIIESZIES) i i vummintivs s s as os mmasssnsssosisis 101

6.1. Egyvaltozos lineéris regresszid a legkisebb négyzetek modszerével .................. 102

6.2. Egyvaltozoés linearis regresszio a fliggetlen valtozo vagy a fliggvény transzforméalasaval . 111

6.3. TObbVAIt0ZOS lINCArIS TEETESSZIO ...t i ittt ettt et et et aeennen 118

6.4. Tobbvaltozds linearis regresszid a valtozok transzformacidjaval ... ... oo, 121

6.5 A KorrelaciOs A TIXISZAMITASAL o5 s ammumrmmis s o 55 0 b Eaa e e b i fe 5 e R B e 128

. A7 SANETE I TIOR3 iy s B 60 o B e o B Sl A 4 B i e 131

oV = L] £ S AR K S T TR e D 139



ELOSZ0

Egy hazai, statisztikdval (is) foglalkozé tekintélyes professzorunk igy kezdte elsé
eldadésat:
»Jelenlegi ismereteink szerint a hazugség 3 kategoridja 1étezik:

— kis hazugsag,
— nagy hazugsag,
— statisztika.”

Valoban, a statisztika tudomdanyaval akarva-akaratlanul sokan visszaéltek mar,
Mindezen visszaélések természetesen nem a statisztika credendd biinei: a statisztika
»avatott” hasznalataval dontéseink, helyzetiink és a valtozasok trendjének megitélése
megalapozottabb, biztosabb lehet.

A statisztika, a statisztikali modszerek ma mar szamitogépes kulturank szerves
részévé valtak.

A Novotrade Rt. gondozasaban 1986-ban megjelent Voss professzor kit{iné konyve,
a Bevezetés a statisztikai szamitasokba C 64-esen. Ez a konyv szdmos, igen értékes
alapfoku statisztikai eljaras BASIC nyelv{i programjat tartalmazza. Jelen konyviink
megirasaval nem a statisztikal témakorben megjelend miivek szamat kivantuk eggyel
szaporitani. Konyviink alapjaiban cltér Voss kdnyvétdl, de egyszersmind annak
folytatasaként is felfoghato.

El6szor is ¢ kdnyvben a hangsulyt nem a statisztikai modszerek programozasanak
részleteire fektettitk, hanem a mélyebb statisztikai tartalomra. Konyviink kozép-
fokinak mondhaté. Nem az a célunk tehat, hogy a C 64-es kezelésében jaratos
Olvasét sajat céljainak megfeleld, statisztikai programok készitésére tanitsuk meg,
hanem kész programokat bocsatunk az Glvasoé rendelkezésére, amellyel statisztikai
adathalmaza feldolgozaséaval kapcsolatos kérdéseire valaszt tud kapni.

A konyv megirdsakor olyan felhasznaldt tekintettiink ,,modellnek”, aki nem akar
programozasi munkdval bibelddni, a munka ¢érdemi részével szeretne torédni. Van-
nak mar adatai (ezeket méréssel, kérdbives feldolgozassal vagy barmilyen mas adat-
oy(ijtést mddszerrel szerezhette), €s most minél kevesebb felesleges munkaval szeretné
az adataiban rejlé informécidkat megismerni, ¢s ennek alapjan esetleg dontéseket
hozni. Természetesen nem sajnalja az id6t a statisztikai tartalom megismerésére:
nem akar téves dontéseket hozni. Milyen dontésekrdl van itt sz6? A teljesség igénye
nélkiil felsorolunk néhéany tipikus statisztikait dontési helyzetet.

I. Mezb6gazdasigi szakemberiink egy buzaszallitmany atvételérdl vagy visszakiil-
désérdl akar donteni. Laboratoriumi mérésekkel, véletlen mintak alapjan ismeri a
buza mindségi jellemzdinek étlagértékét és szorasat, ¢és fénokel meghataroztik ezen
jellemzdk eldirt értékeit. Az eldirt és mért Jcllemmk természetesen eltérnek egymastol.
Ha a szallitmanyt atveszi, de a buza mindsége rossz, megbiintetik. Ha nem veszi at,
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de a szallitmany mégis jo volt, vallalatanak kart okozott: alltak a takarméanykeverd
gépek, a szallitoé pereskedik stb. Hogyan dontson?

I1. Egy kornyezetvédelmi eléadé szennyvizbirsadgot akar kiréni termelészovetkeze-
tinkre, mert a kozeli folyd vizének foszfattartalma meghaladja a megengedettct.
Ezt természetesen nem folyamatos méréssel, hanem adott szamu mintabdl allapitotta
meg. Sajit méréseink mast mutatnak. A mérési modszer szérasa és a két mérés
atlaganak eltérése ismert. Reménykedhetiink-e benne, hogy az eltérés csak a véletlen
miive volt, €s 10j ellendrzést kérve, megulssza szdvetkezetiink a biintetést, vagy jobb,
ha nem szolunk cgy szt sem, nehogy ndvekedjék a birsag?

III. Egy allami gazdasag két tehenészetében 15-15 tehén tejét elemezve a tcj
zsirtartalma kismértékben eltér. A mérési modszernek természetesen van szordsa,
a mért értékek is bizonyos szérast mutatnak. Hany tehén tejét kell megvizsgalnunk
ahhoz, hogy az ismert korlatokkal rendelkezd mérések alapjan az egyik istalloban
adott takarményt jobbnak itélhessiik a masiknal?

IV. Szinhelyiink egy épiiletkeramia-gyar. Tudjuk elméleti megfontolasokbdl, hogy
a fagyallo padldlap égetés kozben bekodvetkezd zsugorodasa a felhasznalt agyagkeve-
rék szamos tulajdonsagatol fiigg:

— az agyagésvany kalcium/aluminium aranyatoél,

— az agyagkeverék nedvességtartalmatol,

— az eldszaritas hdmérsekletétdl ¢s idStartamatol stb.

Az agyagkeverék ismert tulajdonsagai alapjin szeretnénk megdllapitani a varhatd
zsugorodast, hogy ennek fiiggvényében tudjuk a formazd automatan a kipréselendé
lapok méretét beallitani. Ehhez sziikség van az emlitett valtozok és a zsugorodis
kozotti fuggvénykapcesolat megkeresésére és a fiiggvény dllanddinak kiszamitasara.
A fiiggvény konstansai azonban fiiggenek a késébbi égetés ,,szigorisagatol”, azaz
hémérsékletétdl, idejétdl stb. Ezért idérdl idére ujra meg kell azokat hatarozni.
Ez a feladat szamitogépes paraméterbecslést igényel (a regresszids egyenlet para-
métereinek becslését).

Konyviink €s a benne levé programcsomag ilyen €s ehhez hasonld kérdésckre
adja meg a valaszt. A programcsomag felépitése olyan, hogy a felhasznal6 a program
altal feltett kérdésekre adott valaszokkal ki tudja vdlasztani a szamara megfelel
programot, sét az eredményeket is értelmezni tudja.

A konyv fejezetei egymasra éplilnek. Alkalmas koézépfoku statisztikai tanfolyamok
segédkonyveként épplgy, mint egyéni tanuldshoz, vagy a benne levé programok
futtatdsaval konkrét problémak megoldédséra.



UTMUTATO KONYVUNK
HASZNALATAHOZ

Konyviink elsé fejezetében ismertetjitk a statisztikai programcsomag felépitését és
hasznalatat. A tovabbi fejezetekben az egyes programok matematikai statisztikai
tartalmaval ismertetjiik meg az Olvasot.

A kiilonbo6z6 fejezetekbdl kideriil, hogy az egyes programok milyen kérdés, ill.
probléma megvalaszoldsara alkalmasak. Az elméleti ismereteken kiviil a fejezetek
mindegyike tartalmaz mintapéldat is, amelyeket az elsé fejezetben bemutatott prog-
ramcsomag segitségével meg is oldottunk.

A programcsomag felépitését ismerd olvaso szdmadra tehat vildgosak lesznek a
kiilonbozd fejezetekben eléforduld, sokszor ismétlédd felszohtasok mint pl.: ,,Va-
lasszuk ki a POMENU b6l az ELOSZLASOK meniit!” vagy pl. ,,Hiviuk be az
ELOSZLAS MENUBOL a Poisson closzlds programjat!” stb.

Minden bemutatott példanal kozoljiik a program altal szamitott eredményt, ill.
eredményeket, és ahol sziikséges az eredmények magyarazatit is megadjuk.

Hogyan kell tehat hasznalni ezt a kdnyvet?

Egyéni tanulds, a statisztikal alapismeretek elsajdatitdsa és gyakorldsa a kényv
segitségével

A tovabbiakban feltételezziik, hogy az Olvasé ismeri a Commodore 64-es és a
lemezmeghajtd egység hasznalatat, legalabbis képes behivni a lemezrdl a programo-
kat LOAD paranccsal és azokat el tudja inditani a RUN paranccsal. Ez esetben
eldszor célszerll a gép mellett iilve elolvasni a programcsomag ismertetését tartalmazo
clsé fejezetet, €s mlndjart be 1s hivni a fémeniit, majd az egyes almeniiket. Az al-
meniik utolsé agan visszatérhetiink a POMEI\U héz. Ezzel képet kaphatunk a
feldolgozott, elméleti alapokkal is aldtamasztott anyagrél. Ne inditsuk el egyelére
egyik részprogramot sem, csupan azt nézziik at, hogy az egyes programok (menii-
agak) milyen részfeladatok megolddsat kinéljék.

Ezutdn olvassuk el az adatkezelést leird fejezetet. Ezt a statisztikal anyagtol el-
kiilonitve, a konyv utolsé fejezete tartalmazza. Megértése nem kivan statisztikai
alapismereteket, de mivel a statisztikai adatfeldolgozds soran altalaban nagyobb
adathalmaz ismételt feldolgozasarol van szd, célszerii adatainkat egyszer s minden-
korra felvinni a mégneslemezre és a tovdbbiakban onnan lekérdezni. Sokat segit-
het a tanulasban, ha az Olvasé az egyes chzmkben kozolt futtatasi eredményeket
csak akkor nézi meg, amikor a mintapéldat mar énalldan (természetesen nem kézi-
szamitassal, hanem az idevonatkozd program lefuttatdsaval) megoldotta. A kapott
¢s az altalunk ko6zolt eredmények Osszehasonlitdsa hasznos tanulsagokkal jarhat.



A kényv haszndlata statisztikai tanfolyamok oktatdsi segédleteként

Sajat oktatasi tapasztalataink azt mutattik, hogy a ,szaraz” statisztikai ismere-
tek oktatdsiban a példdk megolddsianak nagy meggy6z06 ereje van. A legtdbb sta-
tisztikai példa megoldasa azonban egyszerfi, am sokszor ismétlendé szamtani mii-
veletek elvégzését igényli. Ez az el6adédsokat kellemetlen mddon széttordeli, elvész
az eredeti, megértetni kivint gondolatmenet. Konyviinkben ezt gy probaltuk &t-
hidalni, hogy az eléadandd eclméleti anyagot rogton koveti a példa megoldasa.
Az credmény a demonstriacios eszkOzként hasznalt szamitogéppel a képernybre
masodpercek toredéke alatt kiirhato, s6t a sornyomtatén kiirt eredményckbél
minden hallgaténak adhatunk. Ezt a demonstraciot eldsegiti, hogy az elméleti is-
mertetében €s a programban ugyanazokat a szakkifejezéseket haszndljuk, igy nem
kell ,,leforditani” a szamitogép altal kiirt eredményeket.

A konyv haszndlata statisztikai szamitdasok megoldadsaban

Tételezziik most fel, hogy az Olvasé tisztaban van a konyvben feldolgozott sta-
tisztikai fogalmakkal, és konkrét, napi problémaiban akarja a konyvet és a progra-
mot felhasznalni. Ez esetben azt javasoljuk, hogy az egész programot ismertetd
elsé fejezet és az adatkezelést ismertetd fejezet elolvasasa utan vegye fel adatait
magneslemezre, €s keresse meg azt a meniidgat, amely feladatai megoldasara alkal-
mazhaté. Ha a moddszer Iényegével tisztaban vagyunk, a megfelelé program kiva-
lasztasa, futtatdsa és az eredmények értékelése nem okozhat gondot. Magneslemezen
tarolva az adatokat egyszerlien valogathatunk, modosithatunk, ill. b&évithetiink stb.
adatallomanyunkban.

K¢ét jotanacs: A programok legelsd futtatasa eldtt irassuk ki a programismertetdt
a képernydre. Adattaroldsra kiillon mégneslemezt hasznaljunk.

A programcsomag tovabbfejlesztése

Onyv mit cjezete tartalmazza a vonatkozo ram ismertctését, a valtozok
Ak 1den fejezete tartalmazza a vonatk rogram ismertetését, a valtozok
listajat és a programlista ,,izgalmas”™ részeit. Ezek alapos atnézése lehetéséget ad a
program bdvitésére, hiszen minden specidlis feladat megoldasara programunk nincs
felkészitve, nem is lehet. Javasoljuk azonban, hogy programmoddositassal csak az
prébalkozzon, aki jaratos a BASIC programozasban, és a statisztikai mddszerek
hasznalataban is.

Konyviink hasznalatahoz sok sikert kivanunk.

A szerzdk
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1. APROGRAMCSOMAG FELEPITESE
£ES MUKODESE

A programokat BASIC nyelven, Commodore 64-es tipusu szamitogépre irtuk.
A konnyebb hasznalhatdsidg €s egyiittes kezelhetéség érdekében a programokat
programcsomagga szerveztiik.

A programcsomag Osszeallitasanal torekedtiink az interaktivitdsra, igy a prog-
ramok futtatdsa azok szamdra sem okoz gondot, akik kevéssé jaratosak a statisztika-
ban és a programozasban. Valamennyl programot parbeszédes iizemmodban készi-
tettiik, s6t, néhol kiilon interaktiv programok segitik a megfeleld programok kiva-
lasztasat. Ilyen példaul az INTERAKT iv PROGRAM A MEGFELELO STA-
TISZTIKAI PROBA KIVALASZTASARA cimii, amellyel az is kénnyen eldont-
heti, melyik statisztikai probat kell alkalmazni az adott esetben, aki nem ismerl
ezeket a probakat.

A felhasznalonak valamennyi programban kérdésekre kell valaszolnia, igy viheti
be az adatokat, vélaszthatja ki a megfelel6 meniidgat vagy irathatja ki az eredmcnyt

A felhasznalénak csak a FOMENU cimii programot kell behivnia és clinditania,
ezutdn maga a FOMENU program hivja be azt a programot, amelyet klvalabztot-
tunk, majd a program lefutdsa utdn visszatér a FOMENU-re. Ha behivjuk és el-
inditjuk a FOMENU cimii programot, akkor a kovetkezd felirat jelenik meg a
képernydn :

FOMENU
STATISZTIKAI PROGRAMCSOMAGHOZ

AZ ALABBI LEHETOSEGEK KOZUL VALASZTHAT:

ADATFILE MUVELETEK (1)
ALAPVETO STATISZTIKAI JELLEMZOK  (2)
ELOSZLASOK (3)
STATISZTIKAI PROBAK 4)
SZORASELEMZES (5)
REGRESSZIOSZAMITAS (6)
VEGE (7)

Vegyiik sorra, mi torténik, ha az egyes meniidgakat valasztjuk! Barmely vélasztas
esetén, a program el&szor 1s azt kéri, hogy tegyuk be a lemez megfeleld oldalat, a
programcsomag ugyanis két lemczolddlon talalhaté. Ha az ADATFILE MUVELE-
TEK-et valasztottuk, a program behivja az adqtfeldolgozo programot.

Mivel a statisztikai programokkal altalaban Igen sok adatot dolgozunk fel egy-
szerre, célszerli azokat hattértarolon rog21ten1 és elOkésziteni. Az adatfile-okat a
programcsomag valamennyl programja hasznélja, ill. haszndlhatja, fontossagdra
valé tekintettel az ADATFILE MUVELETEK programot a fejezet végén kiilon

11



pontban a tobbinél részletesebben ismertetjiik. Ha az ALAPVETO STATISZTIKAI
JELLEMZOK -et valasztottuk a kovetkezdket lathatjuk a képernydn:

ALAPVETO STATISZTIKAI JELLEMZOK
AZ ALABBI LEHETOSEGEK KOZUL VALASZTHAT:

ATLAG-, MEDIAN- ES SZORASSZAMITAS (1)
MINTAFELDOLG. OSZTALYBA SOROLASSAL (2)
VISSZA A FOMENUHOZ (3)

(Az osztilyozds a koényvben sziikebb értelemben a minta elemeinek szdmszer(
tulajdonsdgok szerinti csoportositasit jelenti. A mennyiségi osztalyok alsé és felsé
hatarértékkel rendelkeznek, a kettd kiilonbsége az osztalykdz (osztaskoz).)

Hivassuk be az atlag-, median- €s szordsszamité programot! El8sz6r a program
cime jelenik meg, majd kivansag szerint kiirathatjuk az ismertetést. A program
ezutan az adatokat kéri, és azokat igény szerint lemezrél (ha eléz8leg rogzitettiik)
vagy billenty{izetr6l olvassa be. Ha ez megtortént, a program kiszdmitja a szam-
tani, mértani, harmonikus, négyzetes és logaritmikus dtlagot, a medidnt, a korrigalt
tapasztalati szOérdst és a szordsnégyzetet. Az eredmények kiirdsa utidn djabb ada-
tokkal ismételhetjitk meg ugyanezt vagy visszatérhetiink a FOMENU-hoz.

Ez a program azért nagyon hasznos szdmunkra, mert a statisztikai prébakat
végz$ programokban lehetéség van arra, hogy ne a teljes adatsort, hanem csak a
mar el6re kiszamitott dtlagot és szorést vigyiik be. Ez nagymértékben megkdnnyiti
és meggyorsitja munkéankat és csdkkenti a helyfoglalast a bels4 tarban.

Most hivassuk be a MINTAFELDOLGOZAS OSZTALYBA SOROLASSAL
cimfi programot! A cim €s az ismertetés kivansag szerinti kiiratdsa utan az adatokat
kéri a program, amelyeket lemezrél is, billentyiizetrdl is bevihetiink. Ezutdn nagy-
sig szerint sorba rendezi az adatokat és kifrja, melyik a legkisebb és a legnagyobb
elem, megkérdezi, hdny osztédskozbe kivadnjuk sorolni az adatokat, majd kéri az
osztask6zok felsd hatarat. Az osztilyba sorolas utin lehet&ség van a javitasra, majd
a menii jelenik meg a képernydn, ahol kérhetjitk a gyakorisagi tablazat kiirdsat,
a médusz kiszamitasat, a tapasztalati eloszlasfiiggvény, ill. a hisztogram felrajzolé-
sat vagy Kkiléphetiink a programbdl. Barmely mentiagat valasztottuk, utdna ehhez a
meniith6z tér vissza a program.

Ha a FOMENU-ben az ELOSZLASOK cimfi meniidgat valasztottuk. a kovet-
kezbket 1athatjuk a képernydn:

ELOSZILASOK
AZ ALABBI LEHETOSEGEK KOZUL VALASZTHAT:
DISZKRET ELOSZLASOK :

BINOMIALIS ELOSZLAS 1)
POISSON ELOSZLAS 2)
FOLYTONOS ELOSZLASOK :
NORMALIS ELOSZLAS (3)
EXPONENCIALIS ELOSZLAS (4)
KHI-NEGYZET ELOSZLAS (5)
STUDENT ELOSZLAS (6)
FISCHER ELOSZLAS (D
ELOSZLASFUGGVENYEK KIRAJZOLASA (8)
VISSZA A FOMENUHOZ 9)
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Itt az ELOSZLASFUGGVENYEK KIRAJZOLASA Kkivételével valamennyi prog-
ram azonos modon épiil fel, ezért ezeket egyiitt ismertetjilk. A programok elején
kérhetjiik az ismertetés kiirdsat, majd meg kell adni az eloszlas paramétereit és a
valosziniiségl valtozd értékét (ezek helyességét a program ellendrzi). Ezutan kisza-
mitja az ehhez tartozo valodszinliséget (normalis eloszlas esetén az eloszlas- és a
stirtiségfiiggvény értékét), majd kiirja a képernyobre. Lehetéség van arra, hogy mas
ertékekkel megismételjiik a szamolast.

Ha az ELOSZLASFUGGVENYEK KIRAJZOLASA-t valasztottuk, az el6bbi
diszkrét eloszlasok hisztogramjait, ill. a folytonos eloszlasok eloszlas- ¢és siirliség-
fiiggvényeit rajzolhatjuk ki a képernylre vagy a nyomtatora. A program alapjan a
meniibdl kell kivalasztani az eloszlast, majd a felrajzolas utan ide tériink vissza,
hogy ujabb eloszlasfiiggvény fClI’ﬂ_]ZOlant kérjik, vagy kllepjunk a programbol.

Ha a FOMENU-ben a STATISZTIKAI PROBAK cimii meniidgat valasztottuk,
a kovetkezd jelenik meg a képernyon:

STATISZTIKAI PROBAK

AZ ALABBI LEHETOSEGEK KOZUL VALASZTHAT:
A MEGFELELO PROBA INTERAKTIV

KIVALASZTASA ) 1)
U STATISZTIKA HASZNALATA 2)
T STATISZTIKA HASZNALATA (3)
F-PROBA ES BARTLETT-PROBA (4)
FUGGETLENSEGVIZSGALAT
KHI-NEGYZET PROBAVAL ®)
NORMALITAS VIZSGALAT
KHI-NEGYZET PROBAVAL (6)
VISSZA A FOMENUHOZ (7)

A MEGFELELO PROBA INTERAKTIV KIVALASZTASA cimii programot
mar az elébb emlitettiik. Ez a program kérdések feltevésével segiti a problémankra
valaszt ado statisztikai proba kivdlasztasat, és be is hivja a kivalasztott progra-
mot.

Az U STATISZTIKA HASZNALATA cimii program a varhaté értékekre vo-
natkozé hipotézis vizsgalatat végzi el, amennyiben ismerjitk a szorast. Eldszor a
menii jelenik meg, ahol valaszthatunk, hogy egy- vagy kétmintds probat akarunk-e
végezni, az ismertetést szeretnénk-e clolvasni vagy ki szeretnénk 1épni a programbol.
Ezutan az adatokat kéri a program, amelyeket természetesen itt is akar lemezrdl,
akar billentylizetr6l is bevihetiink. Ha billentyfizetrdl vissziik be az adatokat va-
laszthatunk, hogy a teljes adatsor(oka)t akarjuk-e beolvasni vagy a mar elére ki-
szamitott atlago(ka)t.

Ezutdn kovetkeznek a szdmitasok. Ha az egymintds u-probat valasztottuk, meg-
jelenik az egymintas u-préba almeniije, ahol a kovetkezd lehetSségeink vannak:
az u-érték kiszamitdsa, a megbizhatdsagi intervallum kiszamitdsa, a mérések sza-
manak meghatdrozésa, visszatérés a program fémeniijé¢hez vagy kilépés a program-
boél (v1sszateres a FOMENU programhoz). A szamitdsok elvégzése utdn mind az
egymintds, mind a kétmintds valtozatndl a program megkérdezi, hogy egyoldali
vagy ketoldali hipotézisr6l van-e szo, €s hogy hany szdzalékos megbizhatdsagi
szintet valasztunk, majd kiirja az eredményt. Ezutdn visszatériink a meniihoz (ha
egymintas prébat szamoltunk, akkor az egymintas préba almeniijéhez, ha kétmintés
probat szamoltunk, akkor a program fémeniijéhez).
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A T STATISZTIKA HASZNALATA cimii program szintén a varhat6 értékekre
vonatkozé hipotézist vizsgélja abban az esetben, ha nem ismerjiik az clméleti szdérd-
sokat. A program hasonl6képpen épiil fel, mint az EGY- ES KETMINTAS U-
PROBA. Az clséként megjclené meniiben a kovetkezd lehetéségek koziil valaszt-
hatunk: egymintas t-préoba, kétmintds t-proba, Welch-préba, az ismertetés kiira-
tasa, kilépés a programbodl. Az adatbevitelre ugyanazok a Ichetésegek, mint az u-pro-
bandl Az egymintds t-préba almeniije megegyezik az egymintas u-probaeval Ez a
program is megkérdezi, hogy egyoldali vagy kétoldali hipotézisrél van-¢ sz, és hogy
hany sz&zalékos meﬂbizhatés&s,i szintet valasztunk. Az eredmény kiirdsanak modja,
majd a tovabbi I€pcsek megegyeznek az el6z6 proordmn'll leirtakkal.

Az F-PROBA ES BARTLETT-PROBA cimii program a szérasok cgyczeset
vizsgalja, két és tobb valtozo esctén. El6szor szintén a menii jelenik meg, ahol va-
laszthatunk, hogy F-prébat vagy Bartlett-probat akarunk-e végezni, az ismertetést
akarjuk-e kiiratni vagy ki szeretnénk Iépni a programbol. Ezutan az adatokat kell
bevinni, a teljes adatsort vagy a mar kiszamitott szérasokat. A program nemcsak
az F-értéket, ill. a y? értékét szamitja ki, hanem az azokhoz tartozo szignifikancia
szintet, 1ll. valoszmuseget is. Az eredmcnyek kiirdsa utan a meniire tériink vissza.

FUGGETLENSEGVIZSGALAT KHI-NEGYZET PROBAVAL olyan vizsga-
lat, amelyben arra a kérdésre keresiink valaszt, hogy két vagy tobb esemény valo-
szim’isége megegyezik-e. A program legelején kivansig szerint kiirathatjuk az ismer-
tetést, majd az adatokat kell bevinniink. Az adatokat ebben az esetben az in. kon-
tingencia-tiblazat tartalmazza. Ezutdn kovetkeznek a szdmitdsok, az eredmények
kiiratasa, majd Ujabb szamitast végezhctiink vagy visszatérhetiink a FOMENU-re.

Ha a NORMALI’I ASVIZSGALAT KHI-NEGYZET PROBAVAL cimii prog-
ramot valasztottuk, arra a kérdésre kaphatunk vdlaszt, hogy egy adott adatsor
normalis eloszlast-e. Az esetleges ismertetés kérése utan kovetkezik az adatok
bevitele. Lehetdségiink van a teljes adatsor elékészités nélkiili bevitelére 1s. Ebben
az esetben a program nagysag szerint sorba rendezi az adatokat, kiirja melyik a
legkisebb és legnagyobb elem, majd megkérdezi, hiny osztalykozbe akarjuk sorolni
az adatokat, és kéri az osztalyko6zok felsé hatarait.

Lehetéség van arra is, hogy mar osztalyba sorolt adatokat vigyiink be, de akkor
1s meg kell adnunk az osztalykozok felsé hatarait és az egyes osztalykozokhoz tar-
tozé gyakorisagokat, valamint az atlagot és a sz(')ra'zst. Ezutan kovetkeznek a sza-
mitasok, majd az eredmény kiiratdsa. Nemcsak a y? értékét irja ki a program, ha-
nem a hozza tartozé valoszintiséget is. Lehet6ség van tjabb normalitasvizsgalat
elvégzésére vagy visszatérhetink a FOMENU programra. Ha a FOMENU-ben
a SZORASELEMZES cimii meniidgat valasztottuk, a kovetkezd jelenik meg a
képernyén:

SZORASELEMZES

Az ALABBI LEHETOSEGEK KOZUL VALASZTHAT:

INTERAKTIV PROGRAM A MEGFELELO
ALPROGRAM KIVALASZTASARA (1)

SZORASELEMZES EGYSZERES OSZTALYOZASSAL (2)

SZORASELEMZES KETSZERES OSZTALYOZASSAL (3)

VISSZA A FOMENUHOZ 4)

Az INTERAKTIV PROGRAM A MEGFELELO ALPROGRAM KIVALASZ-
TASARA cimii program rovid magyarazattal segitséget nyudjt a megfelelé program
kivalasztasara, és be is hivja azt. )

A SZORASELEMZES EGYSZERES OSZTALYOZASSAL ¢és SZORASELEM-
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ZES KETSZERES OSZTALYOZASSAL cimii programok felépitése gyakorlatilag
megegyezik. Mindkét programban el8szor ismertetést kérhetiink, majd az adatokat
kell bevinniink, amit lemezrdl is, billentylizetr6l is megtehetiink. Ezutan kovetkez-
nek a szamitdsok, majd az eredmény kiirdsa. A program kiirja a szorasfelbontod
tablazatot €s az F-€értéket is, majd tGjabb elemzést végezhetiink vagy visszatérhetiink
a FOMENU programra. Ha a FOMENU-ben a REGRESSZIOSZAMITAS cimii
mentiagat valasztottuk, a kovetkezdket lathatjuk a képernydn:

REGRESSZIOSZAMITAS

AZ ALABBI LEHETOSEGEK KOZUL VALASZTHAT:
INTERAKTIV PROGRAM A MEGFELELO

ALPROGRAM KIVALASZTASARA (1)
EGYVALTOZOS REGRESSZIO:
LINEARIS 2)
EXPONENCIALIS (3)
GEOMETRIAI (4)
LOGARITMIKUS (5)
ANTOINE-TIPUSU (6)
N-ED RENDU HATVANYSORRAL

VALO KOZELITES (7)

TOBBVALTOZOS LINEARIS:
A VALTOZOK TRANSZFORMACIOJA

NELKUL S ®

A VALTOZOK TRANSZFORMACIO-

JAVAL ) o 9)
KOVARIANCIAMATRIX SZAMITASA  (A)
VISSZA A FOMENUHOZ (B)

Az INTERAKTIV PROGRAM A MEGFELELO ALPROGRAM KIVALASZ-
TASARA cimii program itt is kérdésck feltevésével segiti a megfeleld program ki-
valasztasat, majd be 1s hivja azt.

Valamennyi egyvaltozos regresszids, és a tobbvaltozds linedris regressziot végzo
program is azonos modon épiil fel. El6szOr az ismertetést irathatjuk ki, majd az
adatokat kell bevinniink, amit lemezrdl is, billentylizetrdl is megtehetiink. Az adat-
bevitel utan ellendrzésre kiirathatjuk az adatokat a képernydre. Ezutdn a program
elvégzi a szamitdsokat, majd kiirja a regresszios modell egyiitthatoit.

Kivansag szerint a regresszios tablazatot is kiirathatjuk, majd kérhetjik a meérési
pontok mért és szamitott érté€keinek listajat. (A regresszios tablazat a regresszio-
szamitasnal fellépd négyzetosszeg felbontasat, az illesztett fiiggvény illeszkedésének
jellemzésére szolgald T értéket, a korrelacios koefliciens szamitott értékét tartalmazza.)

Ezutan az adott intervallumon beliil a fiiggetlen valtozé barmely értékéhez ki-
szamithatjuk a fiiggé valtozot az illesztett gbrbe alapjan. Végiil ujabb szdmitéast
kérhetiink vagy visszatérhetiink a FOMENU-re.

Ha a KOVARIANCIAMATRIX SZAMITASA cimii programot vélasztottuk,
el6szor az 1smertetés kiirasat kérhetjitk, majd az adatokat kell bevinniink, lemezrél
vagy billenty{izetr6l. Az adatok helyességét ellenérizhetjiik a képernydre vald kiira-
tassal. Ezutin kovetkeznek a szdmitasok, majd a program kiirja az eredményeket,
végiil Gjabb szamitast kérhetiink vagy visszatérhetiink a FOMENU-re. Természetesen
valamennyi programban lehetdség van arra, hogy az eredményeket ne a képernyore,
hanem a nyomtatoéra irassuk ki.
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2. VALOSZINUSEGSZAMITASI
ALAPFOGALMAK

2.1. A véletlen fogalma

Ha azt mondjuk, hogy egy jelenség véletlenszerii, ezen nem azt értjiik, hogy annak,
ami végbemegy, nincs oka. Oka mindennek van, csupan arrél lehet szo, hogy ez az
ok szamunkra részben ismerctlen. Minden jelenséget az okok bizonyos rendszere
hoz 1étre, s ha ezeknek csak egy részét vessziik tekintetbe, a jelenség véletlenszerdi.
A mezbgazdasiagban, a gazdasdgi elemz& munkaban, kérnyezetvédelemben stb.
igen sok véletlenszerli jelenséggel taldlkozunk. Ez indokolja a fenti tudomanyag
alkalmazasat mindennapi, gyakorlati munkéank tervezésénél és értékelésénél.

Véletlen kisérlet, véletlen esemény

Minden valdszin{iségi probléma valamilyen véletlen kisérlettel kapcsolatos. Vé-
letlen kisérleten az olyan kisérletet értjiik, amelynek kimenetelét az altalunk figye-
lembe vett kisérleti koriilmények nem hatdrozzdk meg egyértelmiien. Megéllapodas
szerint kisérletnek nem csupan egy jelenség mesterséges eldallitasat nevezziik, hanem
altalanossagban egy jelenség megfigyelését fiiggetleniil attdl, hogy azt mi vagy raj-
tunk kiviilallé okok hoztak 1étre. Véletlen kisérlet pl.: egy foly6 vizallasanak meg-
figyelése egy meghatarozott helyen és idépontban; az atlagos napi kézéphdmérséklet
megfigyelése cgy meghatarozott napon stb.

Minden véletlen kisérletnek tobb, esetleg végtelen sok lehetséges kimenetele van.
Az Osszes lehetséges kimenetelt egylittesen esemiénytérnek nevezziik (). Dobokoc-
kaval dobva nyilvan csak a kovetkezd csetek lehetségesek: a dobas eredménye
vagy 1, vagy 2, vagy 3, vagy 4, vagy 5, vagy 6. Ezek az eredmények azonban cso-
portosithatdk. Pl.: vannak ko6zo6ttiik paros szamok (2, 4, 6), paratlan szamok (1, 3, 5),
vannak 3-nal kisebbek (1, 2) stb. Ezeket a csoportokat az osztdlyozéds alapjaul
valasztott k6zos tulajdonsaguk definidlja.

Az eseménytérnek valamilyen koz0s tulajdonsidg alapjan kivalasztott pontjait
egyiittesen eseménynek nevezziik. Esemény példaul az, hogy a dobas eredménye
paros, ill. paratlan. Vizsgdlhatjuk azt az eseményt, hogy egy folyo vizallasa egy
adott helyen nagyobb-e, mint 600 cm.

Gyakorisdg, relativ gyakorisdag, valdsziniiség

Ha egy véletlen kisérletet egyszer elvégziink, akkor lehetséges kimenetelére sem-
milyen bizonyossagunk nincs, azaz semmilyen alapunk nincs arra, hogy a kisérlet
egy jovébeni kimenetelét megjésoljuk. A kisérletet tobbszor megismételve fel lehet
fedezni a véletlen események bekovetkezésében bizonyos torvényszeriiségeket. Ez
abban &ll, hogy ha figyelembe vessziik az egyes események gyakorisdgdt, azaz azt,
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hogy az illetd esemény a kisérletsorozatban hanyszor fordult eld, akkor az egyes
események gyakorisagainak hdnyadosa bizonyos stabilitast mutat. Ez a stabilitas a
kovetkezdképpen értendd.

Jelolje A az egyik eseményt, B a maésik eseményt, k, az A esemény gyakorisagat,
ks a B esemény gyakorisagat. Ekkor a k,/kz hanyados viszonylag kis ingadozast
mutat. Ez azt a feltételezést sugallja, hogy a k,/kg hanyados a kisérletek szamanak
minden hatdron tuli novelésekor egy meghatarozott szamértékhez tart.

A valdsigban természetesen nem lehet minden hataron til novelni a kisérletek
szamat. Ezért megelégsziink azzal, hogy nagy szamu kisérlet esetén a k,/kp hanya-
dos gyakorlatilag allandé.

Ezen az alapon azt mondhatjuk, hogy a kisérlettel kapcsolatos egyes események
meghatarozott, egymashoz viszonyitott relativ sullyal kovetkeznek be, és ha vala-
melyik eseménnyel kapcsolatban ezt a szamot Onkényesen rogzitjilkk, akkor minden
tovabbi eseményhez tartozo szamérték egyértelmiien meghatarozotta valik. Az A
eseményhez ily mddon tartozo szamértéket az A esemény valdsziniiségének nevezziik.

Megallapodunk abban, hogy a biztos esemény valoszintisége 1. (Azaz annak a
valosziniisége, hogy a kisérlet eredménye eleme az Q teljes eseménytérnek, éppen 1.)
Ha éppen n szamu kisérletet végziink, akkor a biztos esemény gyakorisiga kg=n.
Abbdl, hogy a k,/ky hanyados stabilitast mutat kdvetkezik, hogy a k,/n hanya-
dos is stabilitast mutat.

Egy A eseménnyel kapcsolatban a k, gyakorisignak és a kisérletek szamanak
(n) hanyadosat, a k,/n értéket az A esemény relativ gyakorisdganak nevezziik.
Gondoljuk végig, hogy ezzel a valoszinlség skalaja rogzitett. Ugyanis a megalla-
podés szerint az Q biztos esemény valoszinlisége 1, az A esemény k,/n relativ
gyakorisaga az A esemény valdszinlis€gének kozelito értéke. Ha az A esemény valo-
szinfiségét P(A)-val jeldljiik, az Q eseményét P(Q2)-val, ami a megallapodas szerint
P(Q)=1, akkor minden esemény valdsziniisége O és 1 k6zé esik

0= PA)=1.

2.2. A valdsziniiség axiomai, valdsziniiségeloszlas,
valésziniiségi mezo

Legyen A és B két egymadst kizard esemény. (Ez fontos, mert nem minden esemény-
par zarja ki egymast. Gondoljunk csak arra, hogy az a két esemény, hogy a kocka-
dobds eredménye kettének hatvanya, ill. paros, nem zarjak ki egymast.) Ha az
A és B két egymast kizaré esemény, azt ugy jeloljilk, hogy AB=0. Ekkor

kA+B == kA+kB:
Ebbdl kovetkezik, hogy

katn _ ka + kg

n n n
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és igy
P(A+B) = P(A)+P(B).

Egymast kizaréd eseményck valoszinlisége techat egyenld az egyes valdsziniiségek
osszegével. Ha két esemény helyctt tetszGlegesen sok, cgymast kizard eseményt tekin-
tiink, az Osszegesemény valdszinlisége akkor is egyenld az egyes valdszintiségek
osszecgevel.

A valoszinliségszamitds axiémadit ezek utan a kovetkezOképpen értelmezhetjiik:
legyen adott az eseménytér, értelmezziik ennek részhalmazain, az & halmaz A ese-
ményein a P(A) fliggvényt. Ezt valoszinliségnek nevezziik, ha erre teljesiilnek az
alabbi axiémak :

I. 0= P(A) =1,
1. P(Q) = 1.
I1I. Ha A,,A,, ...

egymast paronként kizaré eseményekbdl allo véges vagy végtelen sorozat, vagyis
ha A;A,=0 ha i##k, akkor

P(; Ak) = %' P(Ak)-

P(A)) jeloli tehat az A; esemény valdszintiségét. A P(Ay), P(Ay), ... az Ay, A, ...
eseményrendszer valdszintiségeloszldsa.

A P(A) fiiggvényt ekkor az Ay, A,, ... eseményrendszer valdsziniiségeloszldsanak
nevezziik. (Igy most a P(A) fuggvény is, €s P(A)-val jeloljik a konkrét szimot is,
ami mint valdszinliség az A eseményhez tartozik. Ez nem okoz félreértést, hiszen
kozonséges fiiggvényeknél is y(x)-szel jeloljiikk a fliggvényt is, és a konkrét szamot
is, amit a fiiggvény az x fiiggetlen viltozé értékhez rendel).

Valosziniiségi vdltozo

Az olyan valtozot, amelynek aktualis értéke a véletlentdl fiigg, valdszin(iségi
valtozénak nevezziik. Ez igy meglehetdsen vulgaris, de szemléletes megfogalmazas.

Valdszintiségi vdltozok eloszldsai

Minden ¢ valoszintiségi valtozd 1étesit a szamegyenesen egy valoszintliségeloszlast,
abban az értelemben, hogy a szamegyenes minden részhalmazahoz hozzd lehet
rendelni azt a valdsziniiséget, amellyel a valoszintiségi valtozd szamértéke az illetd
részhalmazba esik. Legyen X a szamegyenes egy rogzitett pontja, és tekintsitk az

F(X) = P(¢ = X)

valoszinliséget. Ha az X-et — «-t6l + «-1g futtatjuk, akkor egy x-t6l fiiggd fiigg-
vényt kapunk. Ezt a fiiggvényt a & valdszinliségi valtozo eloszlasfiiggvényének ne-
vezziik.

Arra a kérdésre tehat, hogy mi a valdszinlisége annak, hogy egy valdszin{iségi
valtozoé egy adott értéknél kisebb (vagy nagyobb) értéket vesz fel, az closzlasfiiggvény
ad vdélaszt.
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Az eloszlasfiiggvény egyszer(i tulajdonsdgai a kovetkezbk:
1) F(x;) = F(x,) ha x; <x, azaz az eloszlasfiiggvény monoton.

2) lim F(x)=0

X—>=—00

3) lim F(x) = 1.

x—»—]—oo

A valosziniiségek az eloszlasfiiggvényekbdl szarmaztathatok.
Mivel
Pl <a)+Pla=l<b)=P(El~<b), ha a<b,
ezért
P(a = ¢ < b) = F(b)— F(a).

Eloszlasok osztdlyozdsa, stirliségfiiggvény

A valosziniiségi valtozdknak és eloszlasaiknak tobb fajtajat kiilonboztethetjiik
meg.
a) Diszkrét valoszintiségi vdltozd. Diszkrétnek nevezziik a & valdszintiségi valtozot
€s annak eloszlasat, ha lehetséges értékei egy véges vagy végtelen X, X,, ... Soro-

zatot alkotnak. Ekkor az F(x) closzlasfiiggvény helyett szivesen dolgozunk a
p,=P(¢=x,), n=1, 2, ... valészinliségekkel. Ezek egyértelmiien meghatarozzak a &

eloszlasat.
F(x) =Pl <=x)= 2 P =x).

Xp=<X

b) Folytonos eset. Folytonosnak nevezziik a & valdsziniiségi valtozét és annak
eloszlasat, ha van olyan f(x)=0 filiggvény, hogy a szamegyenesen minden (a, b)
intervalluma esetén

b
F(b)—F(@) =P(a=&<b) = [ f(x)dx.
Az f(x) fiiggvényt a & valdszinliségi valtozo siiriiségfiiggvényének nevezziik. Az a és

b hatdrok lehetnek — co-nel és + oo-nel is egyenlOk, az a=—<, b=x esetben
az elézd képlet éppen az eloszlasfiiggvényt adja

Fx) = [ fde

Az egész szamegyenesen integralva pedig

+ o
| feydx=1.

Fel kell hivni a figyelmet itt néhany fontos dologra. Folytonos eloszlas esetén az
F(x) az x valtozo folytonos fiiggvénye, £ tehat minden értéket @ valosziniiséggel
vesz fel! Ha F(x) nemcsak folytonos, de differencidlhaté is, akkor derivaltja éppen a

stirtiségfiiggvény P
X)= F{x)

Végiil hangsilyozni kivanjuk, hogy sfirliségfiiggvénye csak folytonos valdsziniiségi
valtozonak van.
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A szemléletesség kedvéért a kovetkezd abrak a diszkrét és folytonos eset eloszlas-
fiiggvényeit, ill. a folytonos eloszldsu valoszintiségi valtozo siirtiségfiiggvényét mu-
tatjak:

F(x) ‘
1k —— ——
X x
1. abra. Diszkrét valosziniliségi valtozo 2. abra. Fo]ytonqs \fglésginﬁségi valtozo
eloszlasfiiggvénye eloszlasfliggvénye

0=f

_-—/

X 3. abra. SarUségliliggvény

c) Kevert eset. A gyakorlatban eléfordul olyan valdszinliségi valtozo is, amelynek
closzlasa az elébbi két tipus keverékének tekinthetd. Bizonyos x;, X, ... €értékeket
pozitiv valdsziniiséggel felvesz, de vannak az eloszlasnak folytonos részei is. Pon-

tosabban van olyan f(x)=0 fiiggvény, amelynek az egész szamegyenesen vett in-
tegralja véges és pozitiv

Plast<b) = [ f(x)dx+ 3 P(¢=x).

a=x,<b

2.3. Varhato érték, szoras

A varhato érték értelmezése a valosziniiség és a valdszintiségi valtozo értelmezésén
alapul. Célszerd kiilonvalasztani a diszkrét, folytonos és kevert valdsziniiségi val-
tozok esetét. Jeldljik M (&)-vel a & valdszinfiségi valtozé varhatd értékét. Ekkor:

a) Diszkrét eset

Ha & lehetséges értékel x;, xs, ... X, €s ezeket py, po, ..., p, valoszintliségekkel veszi
fel, akkor
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M) = inpi'

Végtelen sok x; esetén a definicié csak akkor értelmes (azaz a varhato érték csak
akkor Iétezik), ha az elobbi képlet jobb oldalan 4llé sor abszolit konvergens, azaz ha

2 1% py = o0,

Ha £¢=allandé, akkor p(é=c)=1, tehat M(E)=c, azaz konstans varhato értéke
onmaga.

b) Folytonos eset
Ha ¢ folytonos eloszlasu, akkor van slirtiségfiiggvénye f(x). Ekkor

-+ co

M@= [ y(x)dx.

— oo

A diszkrét escthez hasonldan fel kell tételezni, hogy az integral abszolat konver-

gens, azaz
-+ co

[ X0 dx < s,

—c

ellenkezd esctben azt mondjuk, hogy nincs varhato értéke E-nek.

¢) Kevert esct
Ha & kevert eloszldsi valoszintliségi valtozo és p;=P(E=x;), akkor

‘!—OO

M) = f xf(x) dx+ 3 x; p;

feltéve, hogy
-+ oo

[ XA dx+ 3 (x) pi < +ee,

— 00

kiilonben a varhaté értéket nem értelmezziik.

Mivel a varhatd érték nem fiigg a valodszinliségi valtozd konkrét jelentésétol,
csupan eloszlasatdl, ezért a varhato értéket a valdszinliségi valtozo Altal a szam-
egycnesen létesitett eloszlas varhato értékénck nevezziik. Csupan a varhatd érték
még eléggé kevés informaciét ad egy valdszinliségi valtozd eloszlasara. Adott var-
hat6 értékl valdszinliségl valtozd closzlasa még igen sokféle Iehet. Pl. minden @
pontra szimmetrikus closzlasu valdsziniiségi valtozd varhato értéke 0. S6t vannak
olyan valoszinfiiségi valtozok, amelyek eloszlasa nem is szimmetrikus a 0 pontra
varhato értékiik mégis 0.

A varhato érték egy & valdszintiségi valtozo eloszlasanak centrumat adja meg.
A szords az closzlas centrum koriili szérddasat hivatott mérni.

A & valdszinliségi valtozd szorasa a &— M (&) valoszin{iségi valtozd négyzetének
varhato érték¢ébdl vont pozitiv négyzetgydk, jele o (&),

o (&) =V M{(E—M)}.

Ahhoz, hogy szorasrol beszélhessiink, eleve fel kell tételezni, hogy & varhato értéke
létezik és
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M{(E— MO} +M*(&) <.
A széras kifejezhetd a &% és & valodszinliségi valtozok varhatd értékeivel 1s

02(8) = M(Z%)— M*(Z).

2.4. Fontosabb eloszlasok

2.4.1. Diszkrét eloszlasok

Binomidlis eloszlds

Tegyiik fel, hogy n fiiggetlen kisérletet végziink, ¢s a kisérletnek két lehetséges
kimenetele van: a sikeres, amely p valdszintis€¢ggel kovetkezik be €s a sikertelen,
1—p valdszinfiséggel. A sikeres kisérletek szama @ és n koz€ esik. Belathato, hogy
annak a valoszin(isége, hogy a kisérletbdl éppen k szamu legyen sikeres,

Pr=k= (2] pr(l—p)r—F.

Ezzel a kifejezéssel tulajdonképpen egy diszkrét eloszlast definialtunk, ez az un.
binomialis eloszlas.

A binomialis closzlas két paramétere n és p.

Varhato értéke M(E)=np.

Szorasa a2(E)=np(1—p).

Az eloszlds csak akkor szimmetrikus, ha p=0,5. Egy ilyen esetet szemléltet a

I ’O’MENI';T-b(':?I kivalasztott

ELOSZLASOK menil

ELOSZLASFUGGVENYEK KIRAJZOLASA almeniijének
BINOMIALIS ELOSZLAS programja (n=8, p=0,5)

L i
Binomialis eloszlas
AR - Sra M R T T L
n=f . pe 5

i |

|
[ l ‘

S S S S

4. abra. A binomialis eloszlas hisztogramja n=8, p=0,5 esetén
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(A program behivasit, elinditdsat €s a programcsomag hasznalatit részletesen is-
mertetjiik az 1. fejezetben.)
A binomialis eloszlas hasznalatanak mélyebb megértéséhez tekintsiik a kovetkezd
példat:
3 kockaval dobunk, vagyis a kisérletek szdma 3. Legyen célunk a 6-os dobas, azaz
nevezziitk sikeresnek azt az eseményt, amikor 6-ost dobtunk valamelyik kockdval.
Ennek valdszinfisége nyilvan barmely kocka esetén 1/6. Lehetséges, hogy egyik
kockaval sem dobunk hatost, ez nem sikeres (k=0) lehet, hogy cgy kockaval (k=1),
lehet, hogy kettével (k=2) és lehet, hogy mindhdrommal hatost dobunk (k=3).
Szamitsuk ki, melyik esemény milyen valdszintiséggel kovetkezik be a fenti négy
esemény koziil.

Mivel 3 kockaval dobunk, n=3, és az elébbick szerint p=1/6. Ki kell szamita-
nunk a valésziniiségeket k=0, 1, 2, 3 esetekre. i
Valasszuk ki tehat az ELOSZLASOK meniijébsl a BINOMIALIS ELOSZLAS-t.
Err6l kérhetiink ismertetést, vagy egyenesen ratérhetiink a szamolasra. Adjuk meg
az eloszlas paramétereit €s a figyelembe veendd sikeres események szdmat.

Elsd esetben

1

0,
3,
0,16666 P(0) = 0,578 ~0,58.

Masodik esetben

3

i

>

1
3
= 0,16666  P(1) = 0,347~0,35.
2

Harmadik esetben

Bl

i)

i1l ||

3
0,16666  P(2) = 0,0694 ~ 0,07.
Negyedik esetben 3,
3
0

~»

NZR WX "UZN N

It

,16666 P(3) = 0,0046 —0,005.

A negyedik szamolds utan, ha minden lehet8séget korrektiil szamba vettiink, az
eddig kiszamolt valdszintiségek dsszege 1,00... lesz, természetesen a kerekitési hibdk-
tol eltekintve.

Megjegyzés: a binomidlis eloszlas p=0,5 valoszin{iségl, két lehetséges kimenc-
telli, egymastdl fiiggetlen véletlen eseményekre igen nagy N értékekre (N =1000)
jol kozelithetd a normalis eloszlassal (1. Folytonos closzlasok).

BINOMIALIS ELOSZLAS

A vdltozok listdja:

— kiszamitott valoszintiség,

— kiszamitott valdsziniiségek Osszege,

AS — meniinél valasztas,

ID, O — kiiratdsndl valasztis (képernyd vagy printer).

K — a valoszintiségi valtozé aktudlis értéke,
N, P — az eloszlds paraméterei,

S — részeredmények,

J

T
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Programmagyardzat:

100: Programcsomagszervezes.
110—270: A program neve.
280—530: A program altal nyuijtott lehetdségek rovid ismertetése.
540—800: Adatbevitel, szamitasok.
810—1000: Eredmény kiirasa valasztas szerint képernyOre vagy nyomtatora.
1010: Visszatérés a FOMENU c. programra.
1020—1090: Varakozés Igen-Nem valaszra.

S46 REM¥$#8AEMREREEEEEEEEEREEEREE

556 REEM#% #*

SE8 REM# SZAMITASOK *

578 REM#

=1} FEN*+#*+++¥¥¥+#++##€##+#+++#**

558 T=6

BEE FRIMY CHR$(147 0

518 PRIMT"ADJA MEG R YALTOZOK ES PARAMETEREER ERTEKEITI®
E28 PRIMT

38 INPUTYK ="K

540 IF K48 THEWM PRIMT"E FOZTTIN SZAMIIGODTO 36

£58 IF K<OINTOKD THEM PRINT"K EGESZ SZAM!':G0TO £38

63 INPUT"H =", H

670 IF MIA THEW PRINT"M POZITIV S2AMI":GOTD G666

e IF MIPIMTCMY THEWM PRINT"H EGESZ SZAM!":GOTO &5i

630 IF H:39322 THEW PRIMT"M MAX. ERTEKE 299331 9:50T0 566
78 IF K>H THEMN FRIMT"K HEM LEHET MAGYDBE HW-MNEL!":GOTD &39

718 INPUT"P =";P

ﬁfg éFlP{xa OR P>=1 THEM PRINT"P 86 E5 1 KOZE ESIKIY:G0TO 719
P o=

748 IF (H=830RCK=8)0RIE=MNY THEH 730

5@ FOR I=1 TO K

TEE S=SECH-I+1071

77A HEAT 1

¥38 S=LL.0GcS

VR J=ERF(SHEELOGIR 4+ CH~k ) ¥LOGC 1-F )

sEa T=T+J

Poisson eloszlas

A masik fontos diszkrét eloszlastipus a Poisson eloszlas. A Poisson closzldsu
valosziniiségi valtozd eloszlasfiiggvénye a kovetkezé képlettel adhatd meg:

—A

P(r) = —ﬁi‘— (r=0,1,2, ..., > 0).

A valodsziniiségek természetesen pozitiv értékiiek, és Osszegiik (r=0-t61 végtelenig
értve az Osszegzeést) éppen 1. Egyetlen jellemz8 paramétere u. Bizonyithatdé ugyanis,
hogy a Poisson eloszlas varhatd értéke M (X)=A, szorasnégyzecte o?(X) = A. Leg-
egyszeriibben a kovetkezd rekurziés formuldval lehet kiszamitani:

P0) =e~

AP(r)

P(r+1) = =
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A Poisson eloszlasnak két fontos alkalmazasi teriilete van: egyrészt hasznaljak az
egy adott iddintervallumban véletlenszertien bekodvetkezd események (pl. balesetek)
szamanak becslésére, masrészt egyszerili eszk6z a binomidlis eloszlas kozelitésére,
ha a binomidlis eloszlas p paramétere (a kedvezd kimenetel valdszinilisége) kicsi.

A Poisson eloszldssal valo ismerkedés érdekében rajzoltassuk fel a képernyGre
jellegzetes képét! A rajzolast a FOMENU ELOSZLASOK meniijének ELOSZLAS-
FUGGVENYEK KIRAJZOLASA almeniijének (8) valasztasaval, és ott a POISSON
ELOSZLAS (2) valasztasaval érhetjiik el. A felrajzolt kép az 5 varhaté értékii Poisson
closzlas hisztogramjanak jellegzetes képe.

5T
proyd sy el ool A
MisZztOogr-am ji
1ambda=5

5

[
P
HAS

5. abra. A Poisson eloszlas hisztogramja

A Poisson eloszlas haszndlatanak illusztralasara tekintsiik a kovetkezd példat:
Tegyiik fel, hogy egy adott 4svanyban a meddd részecskék eloszlisa véletlenszerti,
és a Poisson eloszlast koveti, tapasztalatok szerint pedig atlagosan 6 meddd szemcse
van egységnyi tomegli dsvanyban. Automatikus mintavev® berendezéssel egységnyi
tomegli asvanyt osszegylijtve, megszamlaljuk a medd6 szemcséket. Mi a valdszin{i-
sége annak, hogy 2-n¢l kevesebb meddoé szemcsét talalunk az asvanyban?

POX = 9) = P¥ = O)+P(X = 1).

A szimolast természetesen keézzel is elvégezhetjiik, de gyakorldsképpen hivjuk meg
az ELOSZLASOK menii POISSON ELOSZLAS programjat (2).
A képerny6n megjelenik a hasznalando szamitasi formula és a kovetkezd felirat

ADJA MEG A VALTOZOK ES PARAMETEREK ERTEKEIT:
K=2?
L =27

A kiirt képletbdl egyértelmiien latszik, hogy K a vizsgalt esetben az egységnyi
tomegli asvanyban feltételezett meddd szemcsék szama, azaz K=0-ra és K=1-re
kell elvégezni a szamitdst. K=0 és L=6 paraméterezéssel

P(X =0) = 2478751072,
ill.
K=1 é L =6 paraméterezéssel

P(X = 1) = 0,014872.
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Ezek meghatarozasa utan, az eddig kiszamolt valodszintiségek Osszege:

PUX <2 2) = 001755,

POISSON ELOSZLAS

A vdltozdk listdja:

K — a valoszinliségi valtozo aktudlis értéke,
L — az eloszlas paramétere,

1 — segédvaltozo,

J — kiszamitott valdszinilség,

T — kiszamitott valdsziniiségek Osszege,
AS$ — meniinél valasztas,

ID, O — Kkiiratasnal valasztas (képernyd vagy printer).

Programmagyardzat:

100:

110—270:
280—510:
520—740:
750—940:
950:
960—1030:

Programcsomag-szervezes.

A program neve.

A program altal nyujtott lehetdségek rovid ismertetése.
Adatbevitel, szdmitasok.

Eredmény kiirasa valasztds szerint képernyére vagy nyomtatora.
Visszatérés a ,, FOMENU?” c. programra.

Varakozas Igen-Nem valaszra.

528 PEM**#***#**#****###***##**##*

538 REM#%
548 REM#
359 REM¥

SZAMITASOK *

568 REM!##*##**##****#**##*##**#**

578 T=0

588 PRINT CHR#£:01475
598 PRIMT"ADJA MEG A VALTOZIK ES FARAMETEREK ERTEKEITI™

628 PRIMT
618 IWPUT"K ="
RzH IF K<B OR

K
KALFINTCR 2 THEH PRINT"K POZITIY EGESZ SZAM!IY:G0TD 618

£3@ IF K>993 THEM PRIMT"K MAXIMALIS ERTEKE 993" :GOTO €16

£4@ FRINT
658 INPUT'L =W

L

€60 IF LD THEH FRINT"LAMBDH POZITIY SZHEM!PIGOTO &50

678 J=0

£88 IF K=8 THEM 738
€98 FOR I=1 TO K

7aE J=J+L0OGCI)
718 MNEXT I

7l J=EXP(-L+K&LOGC(L -T2

740 T=T+J
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2.4.2. Folvtonos eloszlasok

Normadlis eloszlds (Gauss eloszlas)

A valdsag véletlen jelenségeinek modellezése soran gyakran éliink azzal a feltevéssel,
hogy a valdsziniiségi valtozé normalis eloszlasu. A feltevés azon a matematikai
tételen alapszik, miszerint nagyszamu, egymastdl fiiggetlen valdsziniiségi valtozo
Osszege az egyes valtozok eloszldsatol fiiggetleniil mindig normalis eloszlasu, ha
az egyces valtozok véletlen ingadozdsa az Osszeg ingadozasahoz képest kicsi. Tapasz-
talat szerint az aranyos skalan mért mennyiségek véletlen mérési hibai igen gyakran
a normalis eloszlas torvényét kovetik.

Folytonos eloszlas, szdrasa és varhatd értéke egyértelmilien meghatdrozza. A kony-
nyebb kezelhetéség kedvéért standardizdljak M =0 és o=1 paraméteriivé. Elosz-
lasfliggvénye (és slrliségfiiggvénye) csak az M-t6l és o-tdl fiigg. Ezért ha a standar-
dizalt alakot hasznaljuk, ez mar csak a valdsziniiségi valtozo értékétdl (x) fiigg.
Ez teszi éppen lehet6vé a tdblazatos megadést és az egységes atszamolast.

Jellegzetes képét ki is rajzoltathatjuk a képernydn, ill. a sornyomtaton Ehhez
(feltételezve, hogy a statisztikai programcsomag FOMENU nevii programjit mar
betoltottitk és a RUN parancesal elinditottuk) a kovetkezSket kell tenniink:

— Vialasszuk ki a meniibsl az ELOSZLASOK programagat a (3) gomb benyomé-
saval. Ekkor megjelenik a képernydén a kdvetkezd felirat:

TEGYE BE A LEMEZ ”A” OLDALAT!

— Ha a lemez a meghajtoban volt, a RETURN gomb megnyomadsira megjelenik
az ELOSZLASOK program almeniije. Ebbél a (8) gomb lenyomasaval kivalaszt-
juk az ELOSZLASFUGGVENYEK KIRAJZOLASA (8) programaégat.

— A kepcmyon megjelenik az ELOSZLA‘%FUGGVENYEK KIRAJZOLASA al-
meniije. Ebbdl a NORMALIS ELOSZLAS kirajzolasat a (3) gomb megnyoméasa-
val valaszthatjuk ki.

A program el8szor a képernydre rajzolja fel a standard normalis eloszlas eloszlds-
és slirtiségfiiggvényét (6. abra). Jol megfigyelhetjiik a siirliségfiiggvény jellegzetes ha-
ranggorbe alakjat, és az eloszlasfiiggvény tipikus S gorbéjét. Az elébbi az Y ten-
gelyre szimmetrikus, az utobbi a (0; 0,5) pontra. A gorbék felrajzolasa utan a
képernyon a kovetkezd kérdés jelenik meg.

KIRAJZOLJUK PRINTERRE IS? (I/N)

Az I betli gombjanak lenyomasara a sornyomtatéra is kirajzolédik mindkét fiigg-
vény.

A normalis closzldsrél tobbet is megtudhatunk a programcsomag segitségével.
Ha ugyanis az ELOSZLASOK meniijébdl nem az eloszlasfiiggvények kirajzol4sa
dgat valasztjuk, hanem a

NORMALIS ELOSZLAS (3)

meniiagat, akkor lehet6ség van a fiiggvények jellemzé értékeinek kiirasara is. Pon-
tosabban mind standardizalt, mind nem standardizalt normalis eloszlashoz meg-
adhatjuk a valdsziniiségi valtozo értékét, €s ehhez a program megadja a slrliség- és
closziasfiiggvény értékeket. Ennck jelent(ﬁségét megérthetjitk, ha arra gondolunk,
hogy a valdszinliségek az eloszlasfiiggvény-€értékekbdl szarmaztathatok. Olyan kér-
désekre Ichet igy valaszt kapni, mint pl.:
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6. abra. A normalis eloszlas strliség- ¢s eloszlasfliggvenye

— mi a valdszinlisége annak, hogy egy adott varhatd értékii és szérasu normalis
eloszlasu valdsziniiségi valtozod értéke kisebb, mint a varhatd érték és a szoras
Osszege, a varhatd érték és a szoras kétszercsének Osszege, a varhato érték ¢€s a
szoras haromszorosanak Osszege.

Vilaszoljuk meg ezeket a kérdéseket! Legyen a varhato érték M (£)=10 és a szo-

ras D(£)=2. Ha nem kértiink a programtdl ismertetést, akkor megjelenik a kép-

ernyon a kovetkezd kérdés:

STANDARDIZALT (S) VAGY NEM STANDARDIZALT (N)
VALTOZOROL VAN SzG0?

Az (N) billentyti lenyomdsdra a program kéri a vdltozé varhatd értékét (M (E))
és szorasat (D(&)), majd a valdszinliségi valtozé értékét (X). Ez utdbbi az clsé eset-
ben 10+2=12. Ezt beiitve, és a képernydt valasztva megjelenitd perifériaként,
kiirédik a képerny&re a valasz:

a strliségfiiggvény értéke 0,24197...
az closzlasfiiggvény értéke 0,84135...

Ez az eredmény azt jelenti, hogy 84,13% a valészin{isége annak, hogy a valdszintiségi
valtozo értéke kisebb, mint M (&) + D (E).
A harom feltett kérdésre adott valaszt osszefoglalva:

p(x = M(§)+D((f)) = 0,8413,
p(x = M@ +2D(E)) = 0,9772,
p(x = M(&)+3D(&) = 0,9986.

Megjegyzendd, hogy a vdalasz nem fiigg M (&) és D(E) konkrét értékétdl, azaz
ugyanezt a valaszt kapnank példaul a standardizalt normalis eloszlasu valdszin(iségi
valtozd esetére 1s. Madsrészt gondoljuk meg, hogy az closzlas siir{iségftiggvénye
szimmetrikus és az closzlasfiiggvény a stirtiségfiiggvény intcgralja. Ez azt is jelenti,
hogy normalis eloszldst valoszin{iségi valtozo esetén a varhato érték +1D (&) kor-
nyezetébe esik a valoszinlségi valtozo (0,84135—0,5)2=68,27%-os valdszinlség-
gel, az M(&)+2D(&) kornyezetbe esik (0,9772—0,5)2=95,44%-0s, és M(E)+t
+3D (&) kornyezetébe esik (0,9986 —0,5)2=99,72%-0s valdsziniliséggel.

A normalis closzlasbdl szarmaztathatd closzlastipusokhoz tartozik a y2 eloszlds,
a t eloszlas és az F eloszlas is.
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NORMALIS ELOSZLAS

A vdltozok listaja:

— stirtiségfiiggvény értéke,
— ecloszlasfiiggvény értéke,
A%, X$, HS — menunél valasztas,
ID, O — kiiratasnal valasztis (képernyd vagy nyomtatd).

M — varhato érték,

D — SzOras,

X — a valodsziniiségi valtozo aktualis értéke,
Z — segédvaltozo,

E

Q

Programmagyardzat:

100: Programcsomag-szervezes.
110—270: A program neve.
280—510: A program altal nyujtott lehetéségek rovid ismertetése.
520—800: Adatbevitel, szamitasok.
810—1020: Eredmény kiirasa véalasztas szerint képerny6re vagy nyomtatora.
1030: Visszatérés a FOMENU c. programra.
1040—1110: Varakozas Igen-Nem valaszra.

G20 REMERRERFEREREEEREFRFERERRER S

53 FEM# *
D4 EEM# EHMITARIOK Bh’
TiSd REM#¥

AEH PEHH%HHH*HH##HH#HH@
5FE PRINT CHRE$F147

S83 PRINTY ..-THNIIHFDIZH[-T I ALY
B9H PRIMTYHEM STAMNDARIIIZALT £HX

S A IHF‘HT""HLTJ”I OROL AN 220" HE
il FRINT

S0 TF HESTEY BHT HECITHY THEN S50
w3 IF H$~'"‘" THEH T8

648 FRINT:PRINT::PRINT

X500 PRINTYHDIf MEDG § WHARHATO ERTEKETIY
HER THPOT"M = "5

Y FREINT: FRIHT“HBTH HEG ¥ SZDEASTIY
SEE IHMFUTD = ;1D

O BOTO 71t

TR T=1:H=rt

vig PRINT:FRINT

v23 PRINTIFRIMT"ADIE MED 5 WALTOZD ERTEEETI"
TER IHFHI'"'/ = NI

A9 H={E~MisT

ThHE E“E’ AP L= Ae SR BAREEES

TEY Z=H

T 4-1 AR AEDETREBS

TRE f=1-E#(, 436 IEI0#E~-, 121675t DETESERA TR
783 IF 2= THEHW &1

BEE f=1-1t
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Exponencidlis eloszlds

Fontos folytonos eloszlds definicidja: a ¢ folytonos eloszlasu valdszintiségi val-
tozd exponencialis eloszlast, ha slirliségfiiggvénye a kovetkez8képpen irhato fel:

{Ae—ﬂx ha x=0 (L=29)
) =10 ha x=0.

Az clébbiekbdl kovetkezden closzlasfiiggvénye:

{1-—6‘“ ha x=0
F() =1, e =i

Egyetlen paramétere A. Varhatd értéke 1/4, szorasa ugyancsak 1/A4.

Az exponencidlis eloszlast elsésorban bizonyos gépi berendezések varhatd meg-
hibasodasi idejének becslésére hasznaljak. Olyan berendezéseknél, amelyeknél a meg-
hib4asodas valdszinlisége nem fiigg a berendezés addigi ,,eldéletétdl”. Masik lényeges
alkalmazasi teriilete a sorbanalldsi problémak vizsgéalata. i

Jellegzetes képét az ELOSZLASOK menii ELOSZLASFUGGVENYEK KI-
RAJZOLASA (8) meniidgdbdl az EXPONENCIALIS ELOSZLAS kivdlasztdsaval
a képernyére (ill. nyomtatora is) kirajzoltathatjuk. A 7. dbran felrajzolt eset a A=1
paraméter(i exponencidlis eloszlas siirliség- €s eloszlasfiiggvényét mutatja.

i-.lu—-‘ " ’"._.____“_,,‘_,,__.___,,_ Bt T T P

elosrlasfugguveny

x 2Xponencialis 2loszlias
.9 FA lambda=1

e SUruUSegruggveny
T ! A TR S n 4 ; : '

SR A S e e M s weme ame e

7. abra. A=1 paraméter(l exponencialis eloszlas s(ir(iség- ¢és eloszlasfliggvénye

Alkalmazéasara illusztracidképpen oldjuk meg a kovetkezd feladatot:
Egy bizonyos elektronikus alkatrész élettartamardl tudjuk, hogy exponencidlis el-
oszlasu, élettartamdanak varhaté értéke 100 ora. Az ilyen alkatrészek hany szdzaléka
fog meghibdsodni az elsé 10 6raban, a masodik 10 ordban, ill. a harmadik 10 oras
periddusban?
Mivel az atlagos varhato ¢€lettartam 100 h, A=1/100.
A példa megoldasihoz az ELOSZLASOK meniijéb6l valasszuk ki az EXPONEN-
CIALIS ELOSZLAS-t. Kivalasztasa utan meg kell adni 4 értékét (=0,01), majd az
X értéket, amelynél az eloszlasfiiggvény értékét keressiik. Ez az els6 kérdés meg-
valaszolasakor 10. A képernyén megjelenik az eredmény:
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P(S < 10) = 0,09516,

azaz az clsé 10 oraban atlagban az alkatrészek 9,52 %-a hibasodik meg. Mit varha-
tunk a kovetkez6 10 oraban?

Mivel ismét az exponencidlis eloszlast fogjuk hasznalni, arra a kérdésre, hogy
AKAR UJABB SZAMITAST VEGEZNI? (I/N) az I billenty{i megnyoméasaval,
igennel valaszolunk. Ekkor Gjra meg kell adni 4 és X értékét (0,01 és 20). A kép-
ernyOn megjelend eredmény:

A VALOSZINUSEG: 0,1812....

Ebbdl levonva az elsé 10 ordban meghibasodott alkatrészek szdzalékos értékét, a
masodik 10 éraban meghibasodo alkatrészek szazalékban kifejezett mennyiségét kap-
juk:

P(10 < x = 20) = 0,18126—0,09516 = 0,0861.
Azaz az alkatrészek 8,61%-a fog varhatéan meghibasodni a masodik 10 draban.
Hasonlé modon az x=30-hoz tartozo eloszlasfiiggvény értékbol (0,25918) a har-
madik 10 6éraban meghibdsodo alkatrészek aranya

P(20 = x = 30) = 0,25918—-0,18126 = 0,07792,
azaz ~7,8%.

EXPONENCIALIS ELOSZLAS

A vdltozok listdja:

L, — lambda paraméter értéke,
X — a valoszintiségi valtozo értéke,
P — kiszdmitott valdszintiiség,
A%, X$ — meniinél valasztas,
ID, O — kiiratasnal valasztds (képerny6 vagy printer).
Programmagyardzat:
100: Programcsomag-szervezes.

110—270: A program neve.
280—630: A program altal nyujtott lehetoségek rovid ismertetése.
640—760: Adatbevitel, szamitasok.
770—980: Eredmény kiirdsa valasztas szerint képernySre vagy nyomtatora.
990: Visszatérés a FOMENU c. programra.

1000—1070: Varakozas Igen-Nem valaszra.

x2 eloszlds

Csak pozitiv valos szamokra van értelmezve. Definicidja: legyenek x;, X, ..., X,
egymastdl fiiggetlen standard (0 varhatd értékii és 1 szdérast) normalis eloszlasu
valoszinliségi valtozék. Ekkor a

7 =ad44 .2,

%2 eloszlastt valdszinfiségi valtozd, n szabadsigi fokkal (szabadsagfok: a filiggetlen
Osszeadandok szama). Paramétere n. Varhato értéke M (y*)=n, szorasnégyzete
ot=2n.
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B FEM$ddddsdddapeddadeeepibEdisd

3 REM¥ #

FEM# SZAMITARE0K #

FEM# *

REM#FEM S EESHEEEEFRFEREER T HHE

FRIMNT CHR$.1472

FRINT"AT A MEG A LAMEDR PARAMETER ERTEKETIY
IHPUT"LSLAMEDAY = "L

IF L<B THEH FRIMT"LAMEDAZ=0 KELL LEGYEM!":GZOTD 718
i PRIMT:PRIMT"ALJA MEG A YWALTOZO ERTERETIM
INPUT"Y = ® &

IF ¥<a THEM FPRIMT"XZ=8 KELL LEGYEM!":G0OTN 744
3 F=l~ESFC-L#s)

ol

1

e
36
4
569

A y2 closzlas jobb megismeréséhez valasszuk ismét a FOMENU-b81 az ELOSZLA-
SOK programdgat (3), majd az ELOSZLASOK meniij¢bdl az ELOSZLASFUGG-
VENYEK KIRAJZOLASA programrészt, végiil ennek almeniijébdl a

KHI-NEGYZET ELOSZLAS-t  (5).

Az (5) billenty({i lenyomasara kirajzolodik a képernydre az n=4 ¢és n=8 szabad-
sagi foku y2 eloszlas siirtiség- ¢s eloszlasfiiggvénye.

i s ‘_-..‘J_.“-@-r’"'d'ﬁ-- ..--m......--::-: :::::::::;;:::5;;1
4,'”‘-" ‘ f.f.-.‘-"' - | o
1] 4 N elogzlasfuggveny
= - .
.;‘(' :‘}i‘
|‘ n"-.-#
T o khi-neguzet
b - eloszlas
’”
L ﬁn.‘i... . -
i D n= SUrUSe Y FUGOUEnY
; P T b sk
‘:’“"""“J | T T -t o e

8. abra. A yx* eloszlas siirliség- és eloszlasfiiggvénye n=0, 1, 4, 8 esetre

Lathato, hogy ez az eloszlas csak pozitiv x értékekre van értelmezve, €s nem
szimmetrikus, s6t a varhato értéknél kisebb értékek valdszinlisége sem 0,5 (mint azt
elsé pillanatban varndnk). Errél konnyen meg is bizonyosodhatunk. Vélasszuk
ugyanis az ELOSZLASOK meniijébél a KHI-NEGYZET programégat, és az is-
mertetés kiiratasat mellézve, valasszuk mondjuk az n=35 szabadsagi fokt x* elosz-
last, és legyen a khi-négyzet eloszlasu valoszinliségi valtozo értéke éppen a varhatd
¢érték, azaz 5.
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A képernyOre (vagy printerre) kiiratott valasz a kovetkezo lesz:

5 KHI-NEGYZET = 5

N
P = 0,5841

Ez azt jelenti, hogy a varhato ért€¢knél kisebb értékek valoszinilisége n=35 szabad-
sagi foku khi-négyzet closzlas esetén 58,41%. Ez a valoszinliség természetesen fiigg
az eloszlas szabadsagi fokatol. A szabadsiagi fok ndvekedtével tart a 0,5 érték felé:

Srabadsist fok A varhato (f,rt,ékrllé!’ lgisebb értckek
valoszinlisége
5 0,5841
10 0,5595
20 0,542
30 0,5343
45 0,528

KHI-NEGYZET ELOSZLAS

A valtozdk listdja:

\'% — szabadsagi fok,
C — khi-négyzet értéke,
J,A,B,S, T — részeredmények,
W, 1 — segédvaltozok,
A%, X9 — meniinél valasztas,
ID, O — kiiratasnal valasztas (képernyé vagy nyomtato).
Programmagyardzat:
100: Programcsomag-szervezés.

110—270: A program neve.
280—540: A program altal nyujtott lehetdségek rovid ismertetése.
550—810: Adatbevitel, szamitasok.
810—1020: Eredmény kiirasa valasztas szerint képernyGre vagy nyomtatora.
1030: Visszatérés a FOMENU c. programra.
1040—1110: Varakozas Igen-Nem valaszra.
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550 FEMEEREdddisiiiebiespibebiies
568 FEM# 2
S5VA FEEM# SZAMITAS0K $
558 REM%

%] RFM+#$##+++++++++é++++¥¥*¢¥$+¥

G0 FRINT CHR$C1475

S1i THPUT"ADJA MEG B SZHBHDSHGI FOROT": W

2@ IF W<=@ THEH FRINT"A SZABADSAGY FOK PO2ITIVICE0TO SiA
§20 IF VESINTW) THEN PRINT'R SZAEADIAGT FOK ECESD SZAMI%:GATA S16
A4 FRINT : IMPUTYRDIA MEG KHI-HEGYZET ERTEEET;(:

6513 %Fji/m THEH PEIMT®EHI-HESYZET HEM HEMATIWIYGO0TO S48
Gy

ETH FOR I=" TO 2 STEP =

680 J=J%I

£33 MEST T

aa A= ITt[HTJfU+11/2;D+E Pr=CA25°3

189 IF INTY20=V"2 THEH 74@

2@ B=5@Ri2ﬁ£f3.141A52?3

T34 GOTO TS

748 E=1

HA S=1:Tel

e b=

TYE W=z

u—"f-:-\:g T—'T‘*‘Lpr n'

T oiE IF T~.B%GJ1 THEH 228

31d GDTD P

Student eloszlds (t eloszlds)

A Student eloszlas meghatdarozasa W. Gosset ir kémikustol szdrmazik. A kovet-
kezOképpen értelmezziik: legyenck Y, x;, X,, ..., x, fliggetlen, standard normalis
eloszlasu valodsziniiségl valtozok. Képezzilk az n szabadsagi fok

¥ = ¥ xi4... 2.

1% eloszlasu valosziniiségi valtozot. Osszuk el a szabadsagi fokok szamaval és von-
junk a hanyadosbol négyzetgyokot.

Igy
4 :
—~=— -hez jutunk.
n
’ . ’ i
Ha az Y standard normalis eloszlasu valdszintiiségi valtozot osztjuk a fenti .
nel, az n szabadsagi foku Student eloszlasu valdszintiségi valtozéhoz jutunk
VnY
= E
Vx2+x2+...+x2
Ertelmezési tartomanya: — eo<x< -+ oo, Paramétere: n, ahol n pozitiv egész szam.

Elég jol megkdzeliti a normalis eloszlast, kiillondsen, ha n elég nagy. n=20 esetén
gyakorlatilag egybeesik a normadlis eloszlassal.
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AZ ELOSZLASOK menii ELOSZLASFUGGVENYEK KIRAJZOLASA al-
meniijének STUDENT ELOSZLAS programjaval clészor az n=4 és az n=-oo
szabadsagi foku Student eloszlas siirliségfiiggvényeit rajzoltathatjuk ki. Ezt mutatja
a 9. abra is.

Lathato, hogy az n= < szabadsagi foku Student closzlas éppen a normalis el-
oszlas. Az eloszlas slirliségfiiggvényénck kirajzolasa utan a megfeleld eloszlasfiiggvé-
nyek jelennek meg a képernyén. Mindkettd kifrathaté nyomtatdon is. A legegysze-

student-closzlas

sUrTegfuggueny
~tNEvegtelen

| bLiagosos: e 4 l | | L . &
r = = | = el I
—4~~é—~1?1é44*
j'---r-dc. ."ll “: .....
studenit—-IlosTias o
n=-%
cloSElas FfUugaowenys

n=uvegtelen

e R N TEE R S S B

e

9. abra. A Student eloszlas slir(iség- és eloszlasfliggvénye n=4 és n=
szabadsagi fokok esetén

riibb kérdés, amit a Student eloszldssal megfogalmazhatunk, a kovetkez6: mi a
valdsziniisége annak, hogy egy 0 varhato értékii n szabadsagi foka Student eloszlasia
valoszinliségi valtozd értéke egy elére megadott értéknél nagyobb?

Legyen feladatunk példaul anrak kiszamitasa, hogy milyen valdszintiséggel lesz
egy ¢ 0 varhato értéki, 10 szabadsagi fokt Student closzlast valdszinlségi valtozo
értéke nagyobb mint 1. 3

Erre a kérdésre valaszt kaphatunk az ELOSZLASOK menii STUDENT EL-
OSZLAS programjanak hasznéalataval (6-os meniidg).

Az interaktiv program cl6szor megkérdezi, kériink-e ismertetést a programrol.
Ha igennel valaszolunk, megjelenik a képerny6n egy egyoldalas ismertetés. Ebbdl
(tobbek kozott) azt is megtudhatjuk, hogy a program un. kétoldali eloszlast szamol.
Ez azt jelenti, hogy a r=1 értékhez azt a valodsziniiséget szamolja ki, amellyel a
valoszinliségi valtozo értéke a [—1, 1] intervallumon kiviil esik. Ezért a feltett kér-
désre majd ugy kell helyesen valaszolnunk, hogy a kért valdszintiséget 2-vel osztjuk.
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Az ismertetd elolvasisanak nyugtazasa utdn a program megkérdezi a szabadsigi
fokot. Esetiinkben n=10. Utdna megjelenik a kérés: ADJA MEG A T ERTE-

KET!

Erre valaszképpen beirjuk az 1-et, majd a megjelenitésre kivdlaszthatjuk a kép-

erny6t (3) vagy a nyomtatot (4). Az eredmény:
P =0, 3427.
Ez ugy értendd, hogy az 1 értéknél nagyobb értékek valodsziniisége
Plc =1)=03427/2 =0,1713; azaz kb, 17%.

STUDENT ELOSZLAS
A vdltozok listdja:

¢ — t-érték,

D — szabadsagi fok,
A, B, Tl — segédvaltozok,
Al, B1, Z — részeredmények,

AS$, X$§ — meniinél valasztas,
ID, O — kiiratasnal valasztas (képernyd vagy nyomtato).
Programmagyardzat:

100: Programcsomag-szervezés.

110—270: A program neve.

280—590: A program altal nyutjtott lehetéségek révid ismertetése.
600—920: Adatbevitel, szamitasok.

930—1130: Eredmény kiirdsa valasztds szerint képernydre vagy nyomtatora.
1140: Visszatérés a FOMENU c. programra.
1150—1220: Varakozas Igen-Nem valaszra.

iy rﬁﬂ¢‘h#+++++*$+*+*v¢++++w++++w

CAMITASOE

REM#
: PtP++*++++++§?++4*++#+++++¢+

"¥"¥:'§'r:¢‘

%

FEINT CHE$(1

IHFLUT D

IF D=6 THEM FRINT"A SZABADSAGI FOK FOZITIV® I-UTH s
3 IF DINTOCDY THEH FRIMT"A ANGAGL FOE EGESS":GOTO &7
S PREINTOPRINTYADIA MEG (# T-ERTERE

! IHPUT T

) IF Tl THEM 335
aE A=M

FEE =D

1 T1=T

F GOTO S2e

L H=T

= :iuﬁib*TinlﬁﬁRmL+HibﬁﬁmﬁiﬁiiTiﬂn?ﬂo*4H1r
3 IF BEZ4 THEH S&86
- T?-wflif 2 196?HJ+?*{,i15134+H*i.ﬁ@@344+3$.Bi?ﬁ&?ﬁ?b)T#
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Fisher eloszlas (F eloszlds)
Legyen két fiiggetlen, x? eloszlasu, ny és n, szabadsagi foku valoszinliségi valto-
zonk, X, és X,. A kettd hanyadosabol képzett

_-de
Xo/ny

=

valoszinliségi valtozo eloszlasa a Fisher eloszlas. Két paramétere n, ¢és n,. Varhato
értéke:

M(F) = n:—z 5, feltéve, hogy my > 2.

Szorasnégyzete:
2n3(ny+ ny,—2)

) = L =B

ElsGsorban szérasok osszehasonlitasanal fogjuk alkalmazni.

AZ ELOSZLASOK menii ELOSZLASFUGGVENYEK KIRAJZOLASA al-
meniijénck FISHER ELOSZLAS programjaval a Fisher eloszlas sfirfiség- és eloszlas-
fliggvényének jellegzetes képét rajzoltathatjuk ki a képernydn, ill. nyomtathatjuk.
A kirajzolt fiiggvény olyan Fisher eloszlast mutat, amelynél a szamlalé szabadsagi
foka n;=15, anevezd szabadsagi foka n,=16. Ezt az esetet mutatjuk be a 10. dbran
1s. (Az abran jol lathatd, hogy ez az eloszlas nem szimmetrikus!)

1¢a _____________________
eloszlasfuscgventy
& v ¥ q fisher—eloszlas
.9 N -~ Pl=45,n2=16

T murusegfuggueny

PP 1

'y 5 5

10. abra. Fisher eloszlas siirGiség- és eloszlasfiiggvénye. n,=15; n,=16

AZ ELOSZLASOK KIRAJZOLASA meniidgbol visszatérhetiink a FOMENU-be.
A legegyszerlibb kérdés a Fisher eloszlas hasznalatdval kapcsolatban gy fogal-
mazhatdé meg: mi a valoszinlisége annak, hogy egy adott szabadsagi fokparhoz tar-
tozo Fisher closzlasu valdszinliségi valtozo értéke egy adott értéket meghalad. Le-
gyen példaul rn,=10; n,=8. Ekkor az elméleti bevezetébdl tudjuk, hogy a varhatéd
érték
8 8
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Szamitsuk ki annak a valdszintiségét, hogy a mondott tulajdonsagu valdszintiségi
valtozo €rtéke nagyobb, mint a varhato érték kétszerese, azaz 2,67.

Az ELOSZLASOK menii FISHER ELOSZLAS programjanak kivalasztasakor
clészor ismertetést kérhetiink az eloszlasrol, majd (akar kértiink ismertetdt, akar
nem) meg kell adni a képernydre kiirt kérdésekre adott vilaszok forméjaban a
kivalasztott F értéket (2,67), a szamlalo szabadsagi fokat (10) és a nevezd szabad-
sagl fokat (8). Az eredmény (képernydén vagy nyomtaton megjelenitve) a kovet-
kezd:

Nl=10, N2=28, F =267

P = 0,0888.
Ezt gy kell értelmezni, hogy 2,67-nél nagyobb értékek valdszinilisége 8,88 %.
FISHER ELOSZLAS

A valtozdk listdja:

F — f-érték,
N — szamlalé szabadsagi foka,
D — nevez6 szabadsagi foka,

R, B, F1 — segédvialtozodk,
R1, B1, Z — részeredmények,

P — kiszdmitott valdszintiiség,
A% — valasztas ismertetés kérésnél, ill. tovabbi szamolasnal.
Programmagyardazat:

100: Programcsomag-szervezes.

110—281: A program neve.

290—510: A program altal nyujtott lehetéségek rovid ismertetése.
520—850: Az adatok bevitele, szamitasok.
860—1060: Az eredményck kiirdsa vdlasztdas szerint képernydre vagy nyomta-
tora.
1070: Visszatérés a FOMENU c. programra,
1080—1150:  Varakozas Igen-Nem valaszra.
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3. MATEMATIKAI STATISZTIKAI
ALAPFOGALMAK

3.1. Statisztikai sokasag, minta

A statisztika tomegesen el6forduld jelenségek jellemzése mindségl vagy mennyiségi
adatokkal. Mindségi jellemzéssel ezen a helyen nem foglalkozunk. Az egyszeriiség
kedvéért tételezziik fel, hogy véletlen kisérletet végziink, ¢s megfigyelt kimenetelét
egyetlen szamadattal jellemezziik. A kisérletek elvégzésével és kimenetelitk meg-
figyelésével tulajdonképpen mintdt vesziink az Osszes lehetséges kimenetelek hal-
mazabdl. Ez utobbit gyakran statisztikai sokasdgnak nevezik. Mintat tulajdonképpen
azért vesziink, mert igen koltséges lenne minden lehetséges kisérletet elvégezni.
A statisztikakészités alapgondolata 1ényegében az, hogy a minta valamiképpen jel-
lemz6 a sokasagra, és lchetéséget ad a sokasagra vonatkozd becslések elvégzésére.
A mintavétel a sokasag n szamu elemének véletlenszerii kivalasztasabdl all. Jelol-
€k Xy, Xg, ..., x, a kivdlasztott elemekhez tartoz6 szamértékeket a kivalasztas sor-
rendjében. A kivalasztas minden egyes lépésben vélctlenszerl, ezért bar mindig n
konkrét szdmot kapunk, kaphattunk volna masokat is, ezért az x;, x5, ..., X,, valo-
szin{iségi valtozok.

Statisztikai vizsgdlatot a sokasag eloszlasira vonatkozo teljes vagy részleges in-
formacié szerzése érdekében végziink. Lchetséges, hogy a sokasag closzlasat, de
lehetséges, hogy ennck csak egyes paramétereit akarjuk meghatarozni. Ha ismer-
jiik a statisztikai sokasag eloszlasdnak tipusat, de nem ismerjiik az eloszIlas analitikus
kifejezésében szereplé paraméterck konkrét értékeit, akkor ezeket Un. statisztikai
becsléssel lehet az n elemi minta alapjan kozeliteni.

Ha feltételezziik, hogy csak egy paramétert kell becsiilniink, a sokasiag ecloszlas-
fliggvénye tehat egy F(x, a) fliggvény, akkor az a valds allando értékét becsiilhet-
jik az x;, X, ..., X, mintaclemek egy

8 =4 (s Fas w5 X,) Tggvénye alapjan.

Az xy, X5, ..., x, mintabeli valtozok egy tctszdleges fiiggvényét statisztikai fiigg-
vénynek vagy roviden statisztikanak nevezziik. Az a paraméter kozelitésére alkal-
mazott statisztikdt az a paraméter becslésének nevezziik, és az altala nyert konkrét a
értéket az a paraméter becsiilt értékénck nevezziik.
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3.2. A minta feldolgozasa: rendezett minta,
osztalykozokbe sorolas, a gyakorisagok
és relativ gyakorisagok kiszamitasa

Osztdalykézokbe sorolds alatt a kovetkezdket értjiik (a statisztikal irodalomban az
osztalybasorolas kifejezés terjedt cl, bar helyesebb lenne osztask6zokbe sorolasrol
beszélni). Nagytomegli adat (sokelem{i minta) esetén a statisztikai feldolgozas azzal
kezdddik, hogy adatainkat nagysag szerint sorba rendezziik (rendezett minta). Meg-
allapitjuk, hogy milyen intervallumba esnek az adatok és a teljes tartomanyon beliil
résztartomanyokat vesziink fel, azaz az eredeti intervallumot részekre osztjuk. Ezen
részek neve osztalykoz. Ezutian megnézziik, hogy az egyes osztalykozokbe hany
adat keriilt. Példaul, ha vesziink szaz levegébmintat, az SO, koncentriciét meg-
hatarozzuk minden mintdban és a legkisebb koncentracié 21 ppm, a legnagyobb
70, akkor meg lehet vizsgalni, hogy hany minta koncentracidja esett példaul a
21—30, 31—40, 41—50, 51—60, 61—70 ppm-es tartomanyokba. Gyakorisdagon az
egyes osztalykozokbe esé elemek szamit értjiik. Jele f;, ahol i az osztdlykdz sor-
szamat jelenti. Ha a gyakorisdgot osztjuk a minta teljes elemszamaval (esetiinkben
120-szal), akkor a relativ gyakorisdgot kapjuk. Jele: g;.

Az clébbi példankban legyenek adataink olyanok, hogy f; értékeiként a tablazat-
ban kozolt adatokat kapjuk. Ekkor gi-k (az f; gyakorisagokhoz tartozd relativ
gyakorisdgok) éppen a kovetkezd tablazatban megadott értékiiek lesznek.

Osztalykoz 1 g
I. 21—30 12 0,10
2. 31—40 24 0,20
3. 41—50 49 0,41
4. 51—60 23 0,19
5. 61—70 12 0,10

Tapasztalati eloszldsfiiggvény és hisztogram meghatdrozdsa

Az eloszlasfiiggvény tapasztalati Gton becsiilhetd, a minta adatainak elemzése
alapjan. Tegyiik fel, hogy a kisérletben meghataroztuk az x valoszin{iségi valtozd
értékeit:

X1s Xos ooey Xy

Ha kiszamitjuk az F,(x) értékeket (a t a tapasztalati szé jelolése) a kovetkezd kép-
letbdl:

Fp)=— 2 1

1
n xi-<:x

akkor megkapjuk az empirikus eloszlasi gérbe ordinadtaértékeit az adott x értékhez.
A képlet szerint tehat F(x) értéke az x-nél kisebb x; ért€kii eredmények darabszi-
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manak €s a kisérletek szamanak hanyadosa. F,(x) monoton ndvekvé (nem szigort
értelemben) €s 1€pcsos.

Természetesen minden folytonos elméleti eloszlasfiiggvényhez tartozik stir{iség-
fiiggvény. Tegyiik fel, hogy adatok eloszlasa jol kozelitheté valamilyen folytonos
eloszlassal. Folytonos eloszlas esetén, elég kis x-et valasztva, azt kapjuk, hogy

x+4dx

P(x=¢<(x+4x) = [ fHdr= fi(x)4x,

X

ahol f(x) a tapasztalati slirliségfliggvény, azaz a slrliségfiiggvény tapasztalati értéke.
Ez a formula lehetdévé teszi a siirliségfiiggvény empirikus kozelitését. Osszuk fel
azt az intervallumot, amelybe ¢ lehetséges értékei esnek sok kis, egyenként Ax
hosszusagu intervallum Osszegére. A kisérletet (amellyel ¢ kapcsolatos), végezziik el
n-szer €s jegyezziik fel a &-re kapott értékeket. Végezziik el az osztalykozokbe soro-
last és szamitsuk ki a relativ gyakorisagokat. Az egyes osztalykozok relativ gyako-
risiganak megfeleld magassagu téglalapot emelve az osztalykoz abszcissza inter-
valluma fol¢, és ezt minden osztalykozre elvégezve kapjuk az Un. hisztogramot.
Ez is Iépcsds fiiggvény. A hisztogramok vizsgalata az closzlas jellegének megallapi-
tasanal jo szolgalatot tehet. '

A legnagyobb gyakorisagi osztalykoznek kiilon nevet 1s adtak: ez a modusz.
Ez a fogalom mar atvezet a minta jcllemzé értékeinek szamitasahoz. El6bb azon-
ban nézziik meg, mit is jelent a minta osztalyba sorolasa a gyakorlatban.

Legyen feladatunk egy 50 clemi minta feldolgozasa. Az adatok az ¢let barmely
teriileteir6l szarmazhatnak: beszélhetnénk 50 tehén napi tejhozamardl, 50 felnott
férfi vérének koleszterinszintjérdl, egy nagyvaros egy forgalmas pontjan 50 egymast
kovetd napon a levegd kén-dioxid tartalmanak atlagértékérdl stb.

Legyenek adataink a kovetkezd szamértékekkel jellemezve:

Sorszam Erték
(1) (x) (n) (x) (n) (%) (n) (x) (n) (x)
1 10 11 12 21 10 31 6 41 21
2 12 12 11 22 15 32 16 42 12
3 11 13 13 23 16 33 13 43 16
4 18 14 13 24 16 34 16,5 44 15
5 16 15 14 25 15,5 35 15 45 16
6 17 16 15 26 12 36 15 46 17
i 15 17 i1 D 13 37 14 47 16
8 10 18 16 28 15 38 13 48 11
9 9 19 17 29 10 39 12 49 10
10 20 20 17 30 8 40 10 50 8

Adatainkat kényelmesen feldolgozhatjuk az ALAPVETO STATISZTIKAL JEL-
LEMZOK menii MINTAFELDOLGOZAS OSZTALYBA SOROLASSAL prog-
ramjaval (2. meniiag).

A program el&szor megkérdezi, hogy adataink lemezen vannak vagy a billentyfi-
zetrol kivanjuk azokat bevinni. Tegyiik fel, hogy els6é alkalommal billenty{izetrél
visszilk be adatainkat. El6szor természetesen az adatok szamat (a minta elemeinek
szamat) kéri a program, majd egyenként a minta elemeit.

A program a feldolgozaskor elészor atnézi az adatokat. Kiirja a minta legkisebb
¢s legnagyobb elemét. Ez tajékoztatds a felhasznalonak, scgit az osztalyhatarok
kijelolésében. Ezutdn minden osztilykoz felsé osztalyhatarat kell megadni. Legye-
nek most az osztalyok 3 egységnyi szélességliek, azaz a felsé osztalyhatdrok (mivel
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a legkisebb elem 6, a legnagyobb 21) rendre 9, 12, 15, 18, 21. Ennek megadédsa utan
a program kiirja (az adott példa esetén): VAN OLYAN OSZTALYKOZ, AMELY-
BEN 8-NAL KEVESEBB ADAT VAN. (Ez nem hibajelzés, csak tajékoztatas.
Ezen a ponton a felhaszndlé megvaltoztathatja az osztdlyhatarokat, hogy megfele-
16en nagy szamu elem essék minden osztdlyba.)

Ha az osztdlyba soroldst helybenhagytuk, megjelenik a kdvetkez3 almenii a kép-
ernyén:

AZ ALABBI LEHETOSEGEK KOZUL VALASZTHAT:

GYAKORISAGI TABLAZAT (A)
MODUSZ KISZAMITASA i (B)
TAPASZTALATI ELOSZLASFUGGVENY KIRAJZOLASA  (C)
HISZTOGRAM RAJZOLASA (D)
VEGE (E)

Tegyiik fel, hogy minden lehetséges szamolast szeretnénk elvégezni mintainkkal.
Valasszuk el6szor az (A) lehetOséget. A képerny6re kiirodik a kovetkezd tablazat:

GYAKORISAGTABLAZAT )
OSZTALYKOZ GYAKORISAG RELATIV GYAKORISAG
6)< 9 4 0,08
<12 ik 0,3
<15 14 0,28
<18 15 0,3
<21 2 0,04

A sz6koz billentyli megnyomaésa utdn felvehetjitk eredményeinket magneslemezre,
de enélkiil 1s tovabb szdmolhatunk a bevitt adathalmazzal. Barmely billentyli meg-
nyomasa utdn tovabb szdmolhatunk a programmal.

A (B) lehetdséget valasztva a moduszt irathatjuk ki a képernydre (vagy nyom-
tatora). Esetiinkben a kiirt eredmény:

NINCS EGYERTELMU MEGOLDAS, TOBB AZONOS GYAKORISAGU
OSZTALYKOZ

Az eredmény érthetd, hiszen az elébb lattuk, hogy mind a 9=x<12, mind a 15=
=x=<18 osztalykozbe 15—15 adat esik. Rajzoljuk ezutdn ki a képernyére a tapasz-
talati eloszlasfiiggvényt a mintara (C). A kovetkez8 kép jelenik meg:
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11. abra. Tapasztalati eloszlasfiiggvény

Az eloszlasfiiggvény képét a nyomtatoval is kirajzoltathatjuk.
Ezutin a (D) lehet8séget valasztva a meniibdl, a hisztogram jelenik meg a kép-
ernydn, és a kapott abrat igény szerint ismét kinyomtathatjuk.

ot

!

0 ) 6 9 12 15 18 @ >

12. abra. Hisztogram
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MINTAFELDOLGOZAS OSZTALYBA SOROLASSAL

A valtozok listdja:

N — a mintacsoport clemszama,
X() — a mintacsoport elemei,
ALY — segédvaltozo,
D — az osztalykdzok szama,
L(I) — az osztalyko6zok felsé hatarai,
K@) — a gyakorisagok Osszege a j-edik osztalykozig.
PJ), RJ) — a gyakorisagok,
10),¢ — adatmatrixbol kijelolt oszlop szama,
AS — 1gen-nem valasztas,
C3 — meniinél vilasztas,
ID — kiiratasnal valasztas (képernyd vagy nyomtato),
N§$ — adatfile neve,
HS, HNS, S, SZ — lemezhiba ellen&rzése,
Programmagyardzat :
100: Programcsomag-szervezes.

110—250: A program neve.
260—1200: Adatbevitel, szamitasok
1210—1370: Menii kiirasa, valasztas.
1380—1760: Eredmények kiirdsa valasztas szerint képerny8re vagy nyomtatora.
1770: Visszatérés a FOMENU c. programra
1780—1900: A program 4altal nyQjtott lehetéségek révid ismertetése.
1910—2260: Adatbeolvasds lemezr6l. Kozben lemezhiba cllenérzése a 2270-es
szubrutinnal.
2270—2380: Lemezhibat ellendrz6 szubrutin.
2390—2490: Varakozd szubrutin.
2500—2570: Véarakozd szubrutin Igen-Nem vdilaszra.
2580—2920: Grafikonok felrajzolasa.
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3.3. A minta jellemzése (kozépértékek,
tapasztalati szoras)

Kétféle kozépértéktipust kiilonboztetiink meg. A szdmitott kozépértékek vagy dtla-
gok szamitasok (aritmetikai miiveletek) eredményei, igy a minta elemeivel mate-
matikai Osszefiiggésben allnak, és értékiik az adatok sorrendjétdl fiiggetlen. A hely-
zeti kézepértékek az értékek nagysaga szerint rendezett mintaban altalaban ma-
tematikai miveletek nélkiil kijelolhet&k.

a) Helyzeti kozépértékek. Ilyen a median és a modusz. A medidn (ME) az a kozép-
ért€k, amely az x; mennyiségek értékeinek sokasagit 2 egyenld szamu taghbol allé
részre osztja ugy, hogy a sokasag egyik felében az x; értékek a mediannal kisebbek,
a masikban nagyobbak. Paratlan elemszamui mintdnal a kozépsé érték a median,
paros elemszamunal a két kozéps6é Osszegének fele. Informécidtartalma az eloszlas
tipusatol fiigg, de torzitatlan. Modusznak nevezziik a véletlen mennyiség legnagyobb
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gyakorisagu értékét vagy értékeit (osztalyba sorolasnal a legnagyobb gyakorisagi
osztalykozt).

b) Szamitott kozépértékek (szamtani atlag, négyzetes atlag, harmonikus atlag, loga-
ritmikus atlag).

Legfontosabb a szamtani atlag. Jele: X.

Kiszamitasa:

=

fl
[
~

i

X = :

=

ahol x; az i-mintaelem adott tulajdonsagdanak szamértéke; n a minta elemszama,
a feldolgozasba bevont mérések szama.

Statisztikai feldolgozasnal, ha adatainkat méar osztalyk6zokbe soroltuk, a szam-
tani atlagot a gyakorisagokbdl vagy a relativ gyakorisigokbdl is kiszamithatjuk:

kziﬁcxk d
X = = - —= kzl gkxk:
2
k=1

ahol r az osztalyk6zOk szama; k az illetd osztilykdz sorszama; x; az azonos 0Sz-
talyba esG elemek jellemzGje, pl. az osztalykozép a szamtani atlaggal becsiilve; f; az
X, gyakorisaga; g, az x; relativ gyakorisidga.

A tobbi kozépértéktipus szamunkra kevésbé fontos, de megemlitjiik, hogy négy-
zetes kozépértékekkel akkor dolgozunk, ha valamelyik mennyiség egy masik val-
toz6 négyzetétdl fiigg. Harmonikus atlaggal akkor, ha a reciprokatél, logaritmikus
atlaggal akkor, ha a folyamat logaritmikus Osszefiiggésekkel irhatd le stb.

A legfontosabb atlagképzési szabdlyok a kovetkezok.
Meértani (geometriai) atlag:

n
xe = ( JT x)H".
i=1
Megjegyzés :
n
Hxi = X1 X9,y c00y Xy

Harmonikus atlag:

« . B
g = 1
i=1 X
Négyzetes atlag:
n
x;
- i=1
Koy = -
o n
Logaritmikus atlag:
2 log(x))
i=1
XL =¢€ B .
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A kozépértékek semmit sem mondanak az adatok szoérodasardl, hiszen ugyanaz a
kozépérték csupa azonos értékli mintaelem alapjan is, de egészen kiilonbozéekbdl is
kijohet. Ezért sziikség van a szorddas jellemzésére is.

Az adatok szdérodasat jellemezhetjiik a minta terjedelmével. Ez a minta legnagyobb
¢s legkiscbb clemének kiilonbsége. Hasonloan a moduszhoz és a medianhoz, a ren-
dezett mintaban tovabbi szamitasok nélkiil, kdzvetleniil megadhatoé. A minta cle-
meinek eloszlasarol azonban keveset mond. A minta elemzésénél a minta széroda-
sat a korrigalt tapasztalati szérasncgyzettel szokas jellemezni:

n
Z (x; — X)?
52 =171
n—1

Bizonyithatd, hogy a korrigalt tapasztalati szérasnégyzet varhatd értéke a valoszi-
niségi valtozd elméleti szdérasnégyzete, igy az elméleti szorasnégyzet becslésénél a
korrigalt tapasztalati szorasnégyzetet kell hasznalni.

Megjegyezziik, hogy a régebbi szakirodalomban gyakran a tapasztalati szoras-
négyzet alatt korrigalatlan értékét értik, azaz az el6bbi képlet nevezdjében n—1
helyett »n all:

n
Z (x;—X)*
i=1

n

5 =

Ha az x;—Xx ¢értékeket vektor alakba rendezziik, pl. a kévetkez6 mddon:

X1—X
X2_"f

== d,
Xp—X

akkor a korrigdlt tapasztalati szérasnégyzetet fejezik ki a kovetkez$ képletek is:

r
; d?
s,z Z dia 2 lg;.ﬁc k

2 Ju—1
k=1

ahol d,=x,—X.

Az utolso képletben r az osztilykozok szdma, d, az osztalykoz atlag és a teljes
minta dtlaginak eltérése. B i

Az ALAPVETO STATISZTIKAI JELLEMZOK meniij¢bdl az ATLAG-, ME-
DIAN- ES SZORASSZAMITAS (1) lehetéséget valasztva lehetSségiink van kiilon-
boz6 atlagolasi szabdlyok szerinti atlagképzési mddokat kiprobalni, akar ugyan-
arra az adatsorra. Gyakorlasképpen tekintsiik a kovetkezé 10 adatot: 10, 12, 11,
18, 16, 17, 15, 10, 9, 20. A megfelel6 meniidg kivdlasztasa utan természetesen ez
alkalommal is lehet&ségiink van rovid ismertetét kérni a programrdl, majd dont-
hetiink arrél, hogy lemezen levé adatokat kivanunk feldolgozni vagy adatainkat
a billentylizetrél vissziik be. Tekintsiik az egyszeriiség kedvéért az utdbbit. Min-
tank 10 elemd, ezért A MINTA ELEMEINEK SZAMA: 10, a 10-es szam begépe-
Iése utan be kell irni a minta elemeit. Ezutan megjelennek az 6sszes emlitett értékek :
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SZAMTANI ATLAG 13,8

GEOMETRIAI ATLAG 13,31
HARMONIKUS ATLAG 12,84
NEGYZETES ATLAG 14,28
LOGARITMIKUS ATLAG 1381
MEDIAN 13,5
SZORASNEGYZET 15,07
SZORAS 3,88

Lathaté a tabldzat adataibdl, hogy a kiilonféle atlagképzési szabalyok eltérd
atlagértékeket adnak. Az eltérés meértéke az adatok eloszlasatdl fiigg. Felhivjuk a
figyelmet arra, hogy ha a sokasdg, amibdél a minta szarmazik, normdlis eloszlas,
akkor a szamtani atlag a varhaté érték legjobb becslésének tekinthetd, és ez esetben
a korrigalt tapasztalati szoras az eloszlas szérasat jol becsiili.

ALAPVETO STATISZTIKAI JELLEMZOK

A vdltozok listdja:

N —— a mintacsoport elemszama,

XD — a mintacsoport elemei,

M1 — szamtani atlag,

M2 — geometriail atlag,

M3 — harmonikus atlag,

M4 — négyzetes atlag,

M5 — logaritmikus atlag,

MM — median,

Q — korrigélt tapasztalati szorasnégyzet,
Z(1,J) — lemezrd6l beolvasott adatok,

00X — adatmatrixbdl kijelolt oszlop szama,
A% — Igen-Nem valasztas,

HS, HNS, S, SZ — lemezhiba-ellendrzés.

Programmagyardzat:
100: Programcsomag-szervezes.
110—230: A program neve.

240—1020: Adatbevitel, szamitasok.

1030—1240: Az eredmények kiirasa valasztas szerint képernydre vagy nyomta-
tora.

1250: Programcsomag-szervezes.

1260—1620:  Adatbeolvasas lemezrdl.

1630—1740: Lemezhiba-ellendrzés.

1750—1870: A program altal nytjtott lehet8ségek rovid ismertetése.

1880—2060: Varakozas Igen-Nem valaszra.
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FEH##*#+++++#*###++++#+#+«+++#f*+
REM#

REM* SZAMITASUE K
FEM# ¥
FtH¢+++v++¥*#+%#++++¢*#++¢+#+*#++

Ml=@:ME=1 MI=0:M4=0MS=H" =1

Ez=0:[E3=8: ES=(

FOF I=1 TO HiMi=pl+sCcIn i HEST T:M1=M1/N

FOR I=1 T H

C=4+ CACT =ML = C L 210

IF EZ=1 THEH d B

IF =¢Ix<E THEN E2=1:G0T0 5324

M=M= c I 01 AHD ’

IF EZ=1 THEH &£8

IF #CI»=0 THEN Ez=1:'G0OT0O 364

MI3=ME+1 . 4¢CI 2

Ma=Ma+x= T a= (3

TF E%S=1 THEN %@8

IF #{I»<=8 THEWM ES=1:G0T0O 284

Mo=MS+LOGCHC T2

MEXT I

FOR I=1 TO H-1

FOR J=I+1 TDO H

IF KCI22#CTI2 THEH W=Xnls i 8eIli=necJriacTai=l

HEXT J:HE®XT I

H=0/CH-12 0 1IF MZ=8 THEH Ez=1

IF E3=d THEHW M3=1-M3

M4=SOrcM4/H»  IF ES=1 THEHN 1854

M5=MS-H: IF MS>LOGC1E=2Sy THEH ES=1:5G0TR 1904

MI=EXP (M5
IF ITHTOHAZ22=HA2 THEW MH=CRHA2 3 +ROHAS+1 00 /20
MM=0 S CH+ 1 D A2
PRINT

GOTO 10249



4. STATISZTIKAI PROBAK

4.1. A statisztikai probakrol altalaban

A statisztikai probdk egy vagy tobb statisztikai sokasdg eloszlasaival kapcsolatos
hipotézisek ellenbrzésére alkalmasak. A hipotézis vonatkozhat az eloszlas tipusara,
vagy az eloszlas tipusdnak ismerete esctén az closzlds egyes paramétereire. A hipoté-
zisvizsgélatok kozos vonasa az, hogy a nullhipotézist igaznak tételezziik fel, majd
ezen feltételezés mellett megallapitjuk, hogy a probastatisztikdk mint valészin{iségi
valtozdk, milyen eloszlasuak. A valoszinlségi valtozo sz€lsé értékeit, amelyek be-
kovetkezésének mar csekély a valdszintlisége, kritikus tartomanynak tekintjiikk. Ha
egy konkrét probadban a probastatisztika €rt¢ke ebbe az Un. kritikus tartoméanyba
esik, a nullhipotézist elvetjitkk a rendelkezésre allé minta alapjan. A minta elemzése
és a statisztikal proba tehat azt a kockdzatot foglalja magéban, hogy esetleg az
igaz hipotézist elvetjiik, ill. a téveset elfogadjuk.

A gyakorlatban a kritikus tartomany kijeldlése ugy torténik, hogy az eloszlas
egyik vagy mindkét végébdl levagunk adott valdszintiségi szinthez egy-egy darabot
(13. 4bra) €s azt mondjuk, hogy ami oda esik, az mar nem tartozik a nullhipotézis-
ben feltételezett eloszlashoz.

p(t)

Elfogaddsi
tartomany

Kritikus
tartomany

. //

Uy

13. abra Kritikus tartomany kijelolése

Mennyit vagjunk le? Mindenesetre annyit, hogy az igaz hipotézis elvetésénck
valoszintlisége ne legyen tul nagy. Miért nem vallalunk egészen kicsi kockazatot?
Az 5%-os kockazatvallalas pl. azt jelenti, hogy az esetek 5%-dban, tehat nagyjabdl
minden huszadik esetben tessziik ki magunkat annak a tévedésnek, hogy az egyéb-
ként igaz nulthipotézist elvetjitk. A valdszin{iségi szintet csokkentve, az ilyen iranyu
hiba csokken, de fellép egy cllenkezd irdnyu hiba: annak lehetésége, hogy a vizsgalt
paraméter nem a nullhipotézisben feltételezett eloszlasbol vald, de kivalasztott ér-
téke ,,véletleniil” a nullhipotézisben feltételezett eloszlas elfogadasi tartomanyaba
esik. Ezt szemlélteti a 14. 4bra. :
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Valddi
eloszlas

Feltetelezett
eloszlas

14. abra. Kritikus tartomany elhelyezkedése két atlapolo
eloszlas feltételezésével

Ez ellen a hiba ecllen elsésorban ugy védekezhetiink, ha a minta eclemszamat
noveljitkk. A szoras az elemszdm négyzetgyokével forditva aranyos. Nagyobb elem-
szamu minta esetén tehat a szérodas csokken; és a siirliségfiiggvények ,.karcsubbak”
lesznek, igy nem nyilnak annyira egymasba. Ezt szemlélteti a 15. abra.

15. abra. A minta elemszamanak hatasa a minta eloszlasara

Ezzel kapcsolatban ki kell térniink a szignifikancia fogalmara. A nullhipotézis
elvetéséhez altalaban az kell, hogy a vizsgalt statisztikai jellemzé nullhipotézisben
feltételezett €s valodi értéke elég messze legyen egymastol. Ilyen esetben (a null-
hipotézis elvetésekor) azt mondjuk, hogy az eltérés szignifikdns. Ez azt jelenti, hogy
annak a valdszinilisége, hogy az eltérést a véletlen okozza, nagyon kicsi. A szignifi-
kanciaszint az eloszlas ,leviagott” darabja alatti teriilet mértéke. 5%-os szignifikan-
ciaszint azt jelenti tehat, hogy az esetek /legfeljebb 5%-4ban Ichetséges, hogy az
eltérés a nullhipotézisben feltételezett értéktdl csak a véletlen hatdsok kovetkezménye.
Mivel a 10%-os szignifikanciaszint esetén ez a tévedés az esetek 10%-daban is meg-
engedett, a 10%-os szignifikanciaszint ebben az értelemben ,,gyengébb”.

A statisztikai probakat tobbféle szempont szerint osztdlyozhatjuk. Ha azt vizs-
galjuk, hogy egy adott minta normadlis eloszlasi sokasdgbol szarmazik-e, akkor
un. normalitdsvizsgalatot végziink. Ha a valdszin{iségi valtozdnkrol tudjuk, hogy
normalis eloszlast kovet, akkor a normalis eloszlas két paramétere, a varhaté érték
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és a szoras feltételezett €rtékének ellenbrzése lehet a {eladat. Ha a sokasag elméleti
szorasnégyzete ismert, a varhatd értékre vonatkozo hipotézist egymintds u-préobdval,
ha a szoréast is a minta alapjan kell becsiilniink, egymintds t-probdval ellendrizhet-
jiikk, az utobbi esetben azzal a feltételezéssel, hogy a minta alapjin szamitott tapasz-
talati szords varhato értékben megegyezik a sokasag szorasaval.

Vizsgalhaté két paraméter egyezése is statisztikai probakkal. Normalis eloszlasa
valdszinliségi véltozék esetén, ha a varhatd értékek egyezésére vonatkozd hipo-
tézist vizsgaljuk, és az elméleti szorasok ismertek €s azonosak, akkor az Gn. 2-mintds
u-probdt alkalmazhatjuk. Ha az elméleti szérdsnégyzeteket a minta tapasztalati szo-
rasnégyzeteivel becsiiljiik, akkor az Un. 2-mintds t-probdval dolgozhatunk; azzal a
feltételezéssel, hogy az ismeretlen elméleti szérasok megegyeznek. Két szoras egye-
zésének vizsgdlatdra alkalmas az F-préba. Ha az elméleti szordsok nem ismertek,
azaz értékilket a korrigdlt tapasztalati szérasokkal becsiiljitkk, s az F-préba szerint
nem cgyeznek meg egymassal, akkor a varhatd értékek egyezésének vizsgalatara a
Welch-préba hasznalhatd. Tobb szords egyezésénck cgyidejl vizsgalatat a Bartlett-
probdval végezhetjiik.

4.2. Fuggetlenségvizsgalat »* probaval

A gyakorlatban gyakran felmeriil az a kérdés, hogy egy véletlen esemény kimenetelét
valamilyen tényezd6 befolydsolja-e vagy sem. Ilyen befolyasold tényezé (faktor) lehet
pl. a hely, 1d8, valamilyen mesterséges behatés (kezelés) stb. Tekintsiik a kovetkezé
példat: Egy gyar két kiilonbdz6 ilizeme gyart porszivot. Egy-egy szillitmanyt ki-
valasztva mindkét iizembdl, 6 hénapon at figyelemmel kisérik az eladott porszivok
meghibasodasat, azaz azt, hogy az elsé 6 hénapban hany darabot hoztak vissza
garancialis javitdsra. A vizsgalat eredményébdl arra szeretnének kovetkeztetni, hogy
vajon az egyik gyar szignifikansan jobb terméket (kevesebb garancidlis javitast
igényld terméket) gyart-e, mint a masik vagy sem. A kérdésfelvetés egyenértékii
azzal, mintha azt kérdeznénk, hogy a 6 honapon beliili meghibasodas fiiggetlen-e
attol, hogy melyik lizemben gyartottdk a porszivot.

Az egyes ilizemekbdl kibocsatott porszivok meghibasodasi statisztikaja esetiink-
ben legyen a kdvetkezd:

Hibatlan miikodésti  Garancialis javitasra

(db) kiildott (db)
A lizem 10 31
B iizem - 48

A tablazatban voltaképpen a porszivokat két jellemzdjiik szerint osztalyoztuk: a
gyartas helye szerint és a 6 honapon beliili meghibasodas bekovetkezése szerint.
Ennek alapjan kétszeres osztalyozast végeztiink. Az eredményt tin. kétmezbs kon-
tingenciatablazatban foglaltuk &ssze. Altalanosan a kontingenciatdbldzatnak le-
gyen t sora €s ¢ oszlopa. Végezziink n véletlen kisérletet, és jeldlje n;; azon kisérle-
tek szamat, amelyck az 7 sor j oszlopaba esnek. Igy a kovetkezd tablazatot kap-
juk:
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rX ¢ méretii kétmezds kontingenciatdbldzat

Hgy Hgg ... Ay, Ng

Mg Mg oo e 11,

Hyi Howestly B

. Jod r 4 r - i . .
ahol n;- = jZ’ n;; az i sorba esé megfigyelések szdma, ésn;- = % n;; ajoszlopba

es6 megfigyelések szdma.

Altalanosan fogalmazva arra vagyunk kivancsiak, hogy a kétféle osztalyozas egy-
mastol fiiggetlen-e. Az el6z6 példanal maradva, ha az A iizem nagyobb valészinii-
séggel bocsat ki 6 hénapon beliil hibatlanul miik6dé porszivokat, mint a B iizem,
akkor a kibocsatds helyét6l nem fiiggetlen a meghibasodas valdsziniisége. Ezért
nulthipotézisiinket a kdvetkez6képpen fogalmazhatjuk meg: Legyen p;; annak valo-
szinlisége, hogy egy véletlen kisérlet eredménye az i. sor j. oszlopaba esik. Legyen
p:. annak a valdsziniisége, hogy a véletlen megfigyelés az i, sorba esik, p ; pedig
annak a valoészinfisége, hogy a j, oszlopba. Nullhipotézisiink az, hogy a sorok és
oszlopok egymastdl fiiggetlenek:

Hy: pi; = p;, - p.; minden i, j-re.
A p;, és p;, valosziniiségeket az illetd esemény relativ gyakorisagaval becsiilhetjiik :

] e L aj
Pi. =~ — €S Pz = ——.
- n & n

Ezért, ha H, igaz, az i, sor j, oszlopaba esés valoszinliségét a kovetkezGképpen
becsiilhetjiik :

n,- n . I’Z,-_ n

Np;: = NP P ~ H——= =
p“] pﬁup.‘] 7] 7] 7]

Ezt hasonlithatjuk a megfigyelt »;; gyakorisaghoz, és igy a kovetkezd probastatisz-
tikat alakithatjuk ki:
2
n,n,;
ro £ (ni" n J]

Levezethetd, hogy a fenti probastatisztika szabadsagi foka

(r—1)(c—1).

Ha a nullhipotézis igaz, a prébastatisztika x? eloszlast kovet (r—1)(c—1) sza-
badsagi fokkal. Ha a kiszamitott ért€k nagyobb, mint a y2 eloszlas kritikus értéke a
kivalasztott szignifikanciaszinten, a nullhipotézist, azaz a kétféle osztilyozas fiig-
getlenségét el kell vetniink. A fejezet bevezet§jében feltett kérdés megvalaszolasira
hivjuk be a STATISZTIKAI PROBAK meniijéb6l a FUGGETLENSEGVIZSGA-
LAT x> PROBAVAL programot. A képernyén megjelené kérdésekre értelemsze-
riien valaszolva, az ismertetés elolvasasa utan, vagy anélkiil eljutunk az adatok
megadasanak fazisaba. Az egyszertiség kedvéért billentylizetrol vigyiik be az ada-
tokat.
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A MINTACSOPORTOK SZAMA:
(A TABLAZAT SORAINAK SZAMA)

Esetiinkben két minta van, az A, ill. B iizemben gyartott porszivoké, a valasz 2.

A KULONBOZO ESEMENYEK SZAMA :
(A TABLAZAT OSZLOPAINAK SZAMA)

Mivel az események itt a 6 honapon beliili javitds bekovetkezése, ill. be nem kovet-
kezése, két (komplementer) escményiink van, ezért a valasz 2.

Ezutan meg kell adni a kontingenciatablazat adatait soronként. A kontingencia-
tablazat adatainak begépelése utan szinte azonnal kiirathatdé a képernydre (vagy
nyomtatéra) az eredmény:

VALAMENNYI REKESZRE (CELLARA)

ESZLELT ERTEK ELVART ERTEK KHI-NEGYZET
1. OSZLOP
10 12,08 0,358
23 20,92 0,267
2. OSZLOP
31 28,91 0,150
i 48 50,08 0,086
KHI-NEGYZET =0,8012

SZABADSAGI FOK =1

Hogyan kell értelmezni az el6bbi eredményeket?

Az eredmények elsé oszlopahoz nem szilkséges magyardazatot flizni. A mdasodik
oszlopban allo szamok azt mutatjak, hogy amcnnyiben az illetd esemény mindkét
izem termékei kozott egyforma valdszinfiséggel fordulna eld, akkor milyen eld-
forduldsi gyakorisagot varhatnank. Példaul, ha azt az eseményt nézziik, hogy a
6 hénapos hibatlan miikodes az A iizem termékeinél hanyszor fordul ¢l6, akkor az
azonos valdsziniis¢ggel vald el6fordulas azt jelenti, hogy a 41, A {izembdl szdrmazdé
porszivondl ugyanazt a valdsziniiséget varjuk, mint az Osszes (A ¢s B iizembdl ki-
keriilt) porszivonal. Ezért az elvart érték:
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4]'112

= 12,08.

A harmadik oszlopban az illetd eltérés hozzajarulasa all a kiszamitott y? értékhez
(tudjuk, hogy a ¥ ért€k additiv). Az utolsé oszlop Gsszege a keresctt y2 Erték.

Hogyan kell értelmezni a 0,8012-¢s kiirt y2 értéket? Eldszor azt kellene megmon-
dani, hogy a szoban forgd (1 szabadsagi foku) khi-négyzet eloszlasnal milyen valod-
szinliséggel lesz a x? eloszlasu valoszintliségi valtozo ¢rtéke kisebb, mint 0,812. Ha ez
a valészin(iség kisebb, mint az elére megadott 0,95-6s ¢rték (95%-os megbizhatdsagu
dontés), az azt jelenti, hogy még ennél kisebb megbizhatdsaggal sem tudjuk azt
mondani, hogy a két valdszin(iség kiilonbozik, ezért a valoszinliségek egyezését el
kell fogadnunk. i

A 0,812-es értékhez tartozo keresett valdszinlséget az ELOSZLASOK menii
KHI-NEGYZET ELOSZLAS programjaval szamithatjuk ki (haszndlatat lasd ott).
A 0,8012-hoz tartozd valdszinlis€ég: 0,6293. A valaszt tgy kell értelmezni, hogy
1—0,6293=0,3707 a valésziniis€ge annak, hogy a két iizem azonos valdszinliséggel
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bocsat ki 6 hénapon keresztiil meg nem hibasodd porszivét, és mi mégis kiilon-
bozdnek tekintettiik ezt a valdszinliséget. Mivel azonban mi a kérdésre 1—0,95=0,05
szignifikanciaszinten kivanunk valaszolni, azt kell mondanunk, hogy ekkora
(37,07 %-0s) kockazatot az igaz hipotézis elvetésére nem vallalhatunk. Azt kell
mondanunk tehat, hogy 5%-os szignifikanciaszinten a 6 hénapon beliili meghibaso-
désok valoszintisége a két lizembd] kikeriilé porszivonal azonosnak mondhaté. Ezt
szemlélteti a 16. 4bra.

plg) 4

37,07%

o
)
16. abra. Illusztracid a példa megoldasihoz
FUGGETLENSEGVIZSGALAT KHI-NEGYZET PROBAVAL
A valtozok listdja:
N — a kontingencia tablazat sorainak szama,
M — a kontingencia tablazat oszlopainak szama,
X, D — a kontingencia tablazat elemesi,
I, R, K1 — segédvaltozok,
G, T, V(D) — Osszegzések, részeredmények,
E — elvart érték,
EX — E kerekitve,
H — khi-négyzet értéke egy adott értéknél,
HX — H kerekitve,
c — khi-négyzet értéke Osszegezve,
M, N — lemezrél beolvasott adatmadtrix oszlopainak és sorainak szama,
R — adatmatrixbdl kijeldlt oszlopok szama,
o) — a vizsgalt oszlopok,
AS$ — JIgen-Nem valasztas,
ID — kifratasnal vélasztas (képernyd vagy nyomtato),
N§ — adatfile neve,

HS, HNS, S, SZ — lemezhiba ellenérzése,
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Programmagyardzat :

100: Programcsomag-szervezes.
110—240: A program neve.
250—910: Adatbevitel, szamitasok.
920—1250: Eredmenyek kiirdsa valasztas szerint képernydre vagy nyomtatora.
1260: Visszatérés a FOMENU c. programra.
1270—1500: A program altal nyujtott lehetéségek rovid ismertetése.
1510—1920: Adatbeolvasas lemezrél. Kozben lemezhiba ellendrzése az 1930-as
szubrutinnal.
1930—2040: Lemezhibat ellenérz6 szubrutin.
2050—2150: Varakozo szubrutin.
2160—2230: Véarakozo6 szubrutin Igen-Nem valaszra.
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4.3. Normalitasvizsgalat

Normalitdsvizsgdlat grafikus tuton

Elséként a normalitasvizsgilat egy grafikus modszerét ismertetjiik, amely els® tajé-
kozodasra mindenképpen ajanlatos, ha a normalis eloszlas egyaltalan szoba keriilhet.
Végleges dontésre csak abban az esetben alkalmas, ha a multbeli tapasztalatok
szerint normalis eloszlast kovetd valtozo eloszlasat csupan ellendrizni akarjuk, vagy
ha a grafikus eljaras szemmel lathatéan j6 eredményre vezet. A vizsgalathoz un.
Gauss-hdlé (Gauss papir) szitkséges. Az ilyen koordinata-rendszernek az a tulaj-
donsaga, hogy a normalis (Gauss) eloszlas eloszlasfiiggvénye ebben a koordinata-
rendszerben egyenest ad. A vizsgélat elvégzéséhez az eloszlasfiiggvényt az empirikus
closzlassal kozelitjilk, azaz mintdnkat osztalyokba soroljuk és kiszdmitjuk az egyes
osztalyokba esd értékekbdl a kumulalt relativ gyakorisagokat az ismertetett médon.

Az osztalykOzoket a vizszintes tengelyre (linearis beosztastu tengely) vissziik fel,
a kumulalt relativ gyakorisagokat pedig a fiiggbleges (Gauss beosztasi) tengelyre.
Ha a pontok jo kozelitéssel egy egyenesre esnek, akkor azt mondjuk, hogy a valé-
szinliségi valtozd eloszlasa normalis. Azt az abszcissza értéket, amely az 50%-os
kumuldlt relativ gyakorisaghoz tartozik (ahol a kozelitd egyenes az 50%-os ordinata-
értéket metszi), a varhato érték becslésének tekinthetjiik. A széras becslését is el-
végezhetjiik a Gauss-hdlon abrazolt empirikus eloszlésfiiggvénybdl, hiszen a nor-
malis eloszldsrél tudjuk, hogy a varhato érték + 1o kGrnyezetébe esik a valdszinti-
ségi valtozd ért€ke 68,3%-os valdszinliséggel, +2¢ kornyezetébe 95,5%-os valo-
szinliséggel, +30 kornyezetébe, 99,7%-os valdsziniiséggel. Annak a valdszintiisége,
hogy a vizsgalt valdsziniiségi valtozo értéke a varhatd értéknél legfeljebb a szodréssal
nagyobb, 50%+ 6%3
kapott abszcissza értékbd6l a varhaté értéket levonva éppen a szérést kapjuk.

Megjegyzendd, hogy ha nem a valodi eloszlasfiiggvényr6l, hanem a minta alap-
jan felvett tapasztalati eloszlasfiiggvény abrajardl olvassuk vissza az 50%-os valo-
szinliségnek megfeleld abszcissza értéket, az szigortian véve a median értéket adja.

Nézziink most egy példat a Gauss-halé hasznélatara. Tegyiik fel, hogy van =
mérési adatunk, és feltevésiink szerint normalis eloszldstiak a mérési adatok. Ren-
dezziik nagysag szerinti sorrendbe mérési adatainkat:

%=284,15%. Ezt az ordinataértéket az egyenesre vetitve, a

[IA

X1§x2§... Xy-

Minden egyes mérési pontra szamitsuk ki a kumulalt relativ gyakorisagot (a ta-
pasztalati eloszlasfiiggvény x;-beli értékét)

& 1
X=Xy . J
By = n+l ~— nt+1°

(A nevez8be azért irtunk n helyett n+1-et, hogy az utolsé mérési pontot is 4bra-
zolni tudjuk a Gauss-haléon.) Vélasszunk megfeleld 1éptéket x-nek, és abrizoljuk
ennek fiiggvényében a kiszamitott valdsziniiségeket.
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Tegyiik fel, hogy B 100-as betonbdl késziilt probatestek nyomoszildrdsagat N-ban
mérjiikk, €s 30 véletlenszerlien kivalasztott prébahengerre a kovetkezd adatokat
kapjuk:

99,1 1003,2 1002,1 990.2 589,7 1006,7
1012,3 996,4 1000,2 995,3 1608,7 993,4
998,1 091,9 1003,1 1002,6 1001,8 296,5
992,8 1006,5 1004,5 1000,3 1014,5 998,6
989,4 1002,9 959,3 994,7 1007,6 1000,9

Az adatokat sorbarendezve és a kumulalt relativ gyakorisdgokat kiszamitva a
kovetkezd tablazathoz jutunk:

i o Flixg | £ % Fiey || ¢ % F(x))
1 989,4 0,032 & 698,6 0,355 21 1002,9 0,678
2 989,7 0,064 12 999,1 0,386 22 1003,1 0,710
3 992.,8 0,097 13 999,2 0,418 23 1003,2 0,742
4 993,4 0,129 14 999,3 0,450 24 1004,5 0,774
5 994,7 0,161 15 1000,2 0,483 25 1006,5 0,805
6 995,3 0,193 16 1000,3 0,516 26 1006,7 0,870
7/ 996.4 0,225 17 1000,9 0,549 278 1007,6 0,902
8 996,5 0,257 18 1001,8 0,581 28 1008,7 0,908
9 997,9 0,290 19 1002,1 0,613 29 1012,3 0,934
10 998,1 0,322 20 1002,6 0,645 30 1014,5 0,977

A tablazat adatait a 17. dbran lathaté Gauss-hdlon abrazoltuk. A pontokra szem-
mel lathatéan egyenest lehet illeszteni. Ez azt jelzi, hogy mérési adataink normalis
eloszlasuak. Masrészt, az egyenest ,,szemre” behtizva, az 50%-os kumulalt relativ
gyakorisagnal leolvasott x érték 1000,6, ami a mérési adatok varhaté értékének
tekinthetd, és a 84,15 %-o0s és 50%-os fiiggvényértékek kiillonbségébdl visszaolvasva a
széras 6,2-nek adddik.

Normalitasvizsgdlat y® prébaval

Ha a Gauss-hdloval végzett normalitasvizsgalat nem ad egyértelmd eredményt,
és a minta elég nagy (minden osztalykozbe 5-nél tobb adatunk esett), akkor a nor-
malitasvizsgélatot y* probaval is el lehet végezni. (A x? proba sok mas statisztikai
vizsgalatra is jo segédeszkoz — illeszkedésvizsgélat, homogenitas- és fiiggetlenség-
vizsgalat végezhets vele, 1. az el6z6 pontot.) A z2 prébaval végzett normalitasvizs-
gilat az un. illeszkedésvizsgalatok kozé tartozik. Ilyenkor azt vizsgidljuk, hogy
valamely valdszintiségi valtozo eloszlasa tekintheté-e egy adott konkrét — vagy egy
adott tipusu — eloszlasnak. Ha a nullhipotézis az eloszlasfiiggvényt egyértelmien
meghatarozza, akkor ez az Un. tiszta illeszkedésvizsgdalat. Amikor a hipotézis az
eloszlasfiiggvényeknek csupdn a tipusara vonatkozik, és az eloszlas paramétereit
a mintabdl kell becsiilni, akkor becsléses illeszkedésvizsgdlatrol beszéliink.

A y? probaval illeszkedésvizsgdlat mind diszkrét, mind folytonos eloszlasu valé-
szinliségi valtozé esetén végezhets. Mi itt csak normalitasvizsgalattal, igy a foly-
tonos eloszlast valdszintiségi valtozd esetére vonatkozo illeszkedésvizsgalattal fog-
lalkozunk.

Soroljuk adatainkat m osztalyba. Tekintsiik azokat a diszkrét eseményeket, hogy
a valdszintiségi valtozod értéke az r-edik osztalykozbe esik.

Nye=a. o= C=g Fe= 1,00l
Vizsgaljuk meg azt a hipotézist, hogy
Hy: P(Ar) s e F(Zr)_"F(Z -1)
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17. 4bra. Normalitasvizsgalat Gauss-halo segitségével

azaz azt, hogy az A, esemény valészinlisége az ismertnek feltételezett folytonos
eloszlas eloszlasfiiggvényének z, és z,_, argumentumahoz tartozd értékeinek kii-
16nbsége.
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Konstrudljuk meg a kovetkez6 statisztikat:

: o (fe=WNp )
P
. rZ'l Np, 7

ahol £, az egyes osztalykozokhoz tartozé gyakorisagok értéke, p, az eloszlasfiiggvény

tablazatabol leolvasott két osztalykozhatar valdszintiségének kiilonbsége,N= >’ f,

r=1
a minta clemszama.

Ha a nullhipotézis teljesiil, akkor a szamlaloban a zardjeleken beliil a gyakori-
sagok varhatd értéktdl valo eltérése 4ll. Tehat minden zardjelben O varhato értéki
valosziniiségi valtozo all, e koriil mutatva véletlen ingadozasokat. Be lehet bizo-
nyitani, hogy ha N-—<, akkor ez a kifejezés az (m—1) paraméterii 2 eloszlas
felé tart. Ily modon, ha m rogzitett és N elég nagy, a kifejezés kozel y2 _ closzlasu, s
igy a nullhipotézis vizsgalatara adott (1 —g) szinthez a kovetkezd kritikus tarto-
manyt adhatjuk: '

A kritikus értékeket az £=0,01, 1ll. £=0,05 (1, ill. 5%-0s) szignifikanciaszinthez a
Melléklet tablazata tartalmazza kiilonb6z6 paraméterek (m—1) esetén.

Ha a prébat a normalis eloszlas ellenérzésére hasznaljuk, akkor a p, valoszini-
ségek kiszamitdsahoz a normalis eloszlasfiiggvényt hasznaljuk (I. a Melléklet 1. tab-
lazatat). Ha az closzlas paramétereit (normadlis eloszlas esctén szorasat és varhatéd
értékét) nem ismerjiik, s igy a mintabdl becsiiljiik, akkor a y? statisztika eloszlasa
nem (m—1), hanem a mintabdl becsiilt paraméterek szamdaval kevesebb (normalis
eloszlas becsléses illeszkedésvizsgélata esetén (m—3)) paraméterdi.

A modszer illusztrdlasara tekintsiik ismét az elé6z6 pontban ismertetett példat.
A 30 mérési adat ,,szemre”, a Gauss-halé alkalmazdsival normalis eloszlasunak
latszott. Kérdés: igazolhato-e ez az allitas y? probaval is?

Vialasszunk 5 N szélességli osztalyokat. A fels6 osztalyhatarok és az egyes osz-
talyokhoz tartozd gyakorisag értékek igy a kovetkezdk lesznek:

OSZTALYKOZ GYAKORISAG

s 005 5
995,1—1000 9
1000,1—1005 10
1005,1—1010 4
1010,1—1015 2
Xx=1000,6 30

s= 5,976

Az egyszerlis€g kedvéért fogadjuk el, hogy az adatok atlaga 1000,6, szérasa 6,2 N.

A példat megoldhatjuk a STATISZTIKAI PROBAK meniijébsl a NORMA-
LITASVIZSGALAT KHI-NEGYZET PROBAVAL (5) program kivalasztisaval.
A program lchetdséget ad (az ismertetés felkinaldsa utéan) lemezrdl vagy billentyti-
zetr6l torténd adatbevitelre. Akar a teljes adatsor (nyers adatok), akar a mar osztalyba
sorolt adatok bevitelére. Valasszuk most az utobbit, és vigyiik be az eléz6 tablazat
szerint osztdlyba sorolt nyomasszilardsag adatainkat. A minta elemszama 30, atlag-
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értéke 1000,6, a korrigalt tapasztalati szdérast 6,2 értéklinek tekintjitkk. A kérdésekre
értelemszerlien valaszolva beiitjitkk az egyes osztalykozok felsd hatdrait és az illetd
osztaly gyakorisagat. A képernyét kijelolve output periférianak, a kovetkezd ered-
mény jelenik meg:

KHI-NEGYZET ERTEKE 0,4015
SZABADSAGI FOK 2
A VALOSZINUSEG 0,7819

Utalva a »2 prébaval kapcsolatban korabban elmondottakra, az eredményt ugy
értelmezhetjiik, hogy az adatok normalis closzlasuak, hiszen az erre vonatkozoé null-
hipotézisiinket csak 22%-os szignifikanciaszint felett tudnank elvetni. A szokdsos
1 és 5%-os szignifikanciaszinten a minta normalis eloszlasinak mondhato.

NORMALITASVIZSGALAT KHI-NEGYZET PROBAVAL

A vdltozok listdaja:

N — a mintacsoport elemszama,
X — a mintacsoport elemeli,
S1 — az elemek Osszegzeése,
M1 — az elemek atlaga,
R1 — részercdmeny,
Q1 — korrigalt tapasztalati szords,
D — az osztalykdzok szama,
L(1) — az osztalykozok felsé hatérai,
K (I) — a gyakorisagok Osszege a j-edik osztalykozig,
P(), R() — a gyakorisagok,
F), G@1) — részeredmények,
E.& — normdlis eloszlas szamitasanal a valtozok,
QW) — normalis eloszlasndl az eloszlasfiiggvény értéke,
W, WwW — khi-négyzet closzlasnal a szabadsagi fok,
J,A,B, S, T — khi-négyzet eloszlas szamitasanal a valtozok,
OX — adatmatrixbdl kijelolt oszlopok szama,
AS — Igen-Nem valasztas,
1D — kiifratasnal valasztas (képernyd vagy nyomtato),
N$ — adatfile neve,
HS, HNS, S, SZ — lemezhiba ellendrzése.
Programmagyardzat:
100: Programcsomag-szervezés.

110—250: A program neve.
260—1780: Adatbevitel, szamitasok.
1790—2020: Eredmények kiirdsa valasztas szerint képerny6re vagy nyomtatéra.
2030: Visszatérés a FOMENU c. programra.
2040—2240: A program dltal nyujtott lehetéségek rovid ismertetése.
2250—2600: Adatbeolvasas lemezrél. Kozben lemezhiba ellendrzése a 2610-es
szubrutinnal.
2610—2720: Lemezhibat ellen6rz6 szubrutin.
2730—2830: Varakozd szubrutin.
2840—2910: Varakozo szubrutin Igen-Nem valaszra.
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FEM*###++++*#++¥++++#*¥é#*++#++##
REM#

REME AZ ADATOE SOREAREMIESESE  #*

FEI# #*
REMERRESSER SRS 6 R b
FRINT CHR$(1473:PRINT"SORBAREHDEZESH
FOR I=1 TO H-1:CS=@: PPIHT“ﬂu L
FOR J=1 TQ NH-I:PRINT"=aen" ;.7

IF WCJas¥eT+1a THEH M=H<J3=nr AEP UM E S DIRICTN € B O ) 6=t )
HEST J:IF (5=@ THEM I=H
HEXT T
FEhft###+#4¥+*¥++#¥+#§++¥+*¥¥*#*¥

'3
REM¥ OSZTALYKDZOKEE SORDLAS ¥
REM# *
REM#kEE $ R R e F R R R bR F A
FRIMT:FRIMT"AR MIHTACSOPORT LEGKISFEER ELEME :":PRIMT X1
FRINT:PRIMT"f MINTACSOFORT LEGHAGYOERE ELEME Y :PRIMT #(H:

IF ¥C12<3KCHY THEM 738
PRIMT :FRINT"MINIMUM=MAXIMUM, A2 D22TALYES SHROLASHAK SEMMI ERTELME,®
SUBR 2796 GOTO 260
FRIMT :FEIMTYHAMY QSZTALYEOZEE WIVAMHIA SOROLHI A2 AUATOKAT?"
IMPUT T

IF D316 NR D<2 OR DCIMTCDN THEM PRIMT"S ES 1m KOSTI EGESZ!M:GOTO 764
[ E@r=%e] YL Cnd=RL by
HS=@:FOR I=1 TO D-1 -
PRINT"ADJA MEG A":I1:", 0S2TALYKOZ FELSO HATARATIM:IHPUT LIx

IF LET o=l ]~ 1| NF LeIa>l=¢0x THEH PRINT"TEYES ADAT!":HS=1:I=D:GOTO 254
IF 1742 THEH €5

IF Hb%cflLI/~1{I w92 =1 =L LI =2 1051 E-3 THEH 858
PRIMTYEGYENLO DSZTALYKOZOKET ADJOH MEGEY @ 1= HS={
HEXT I1:IF HS<>8 THEM 794

IF LE="1" OR C#="1I" THEN =34
FRIMNT:K=@:FOR I=1 TO I:FRIMTYALJIA MES A" 1:V. OSETHLYKOZ GYAKORISAGATIM
IHPUT P

IF P<OINTEAPD DR FPCO OR P2M THEM PRINT"@ ESY:H:" KOZTI EGESZI":GOTO 286
PCIa=F i K=K+P KLI =K HELT 1T

IF PC‘H THEM PRIHT"A GYAKORISAGOK DSSFEGE HEM":N; 1" :GOTO 866
GBOTO 9
KcepzazKann=H
FOR J=1 T0 D-1:FOR I=k(T-13+1 TO H

IF %¢Ia22LCTs THEH K(JIy=I~1:1=H
MEXT T:MEXT .
H=@:FOR I=1 TO ICP{II=KIa=K =12 IF FLIDCE THEH H=),
MEXT 1

IF H=@ THEH 107%

FRINT™AN OLYAH DSZTALYEQZ. AHOL S-HAL KEVESERE ELEM Y%AH, "
FRIMTYEIVAM JAYITAMIM: (GOSUE 2896 IF A$="]I" THEH 750

REMEFF e bind i hdd s S e eis s ¢ o4

REM# *

PEH: BZ ADATOK KIIFASH *

[

EEH#»%*»#*#*#*#*#######&####+#+##

PRIMT:FRINT"KIIRJLK AZ HDATOKAT"; :GOSUE 2296 FRINT

IF A$="H" THEH 1350

PRINT"KEPERMYO(AY YAGY PRIHTERC4s " :INFUT IN

IF IDS>2 AMD 1024 THEN 1694

FOR w=3 TO ILURENDL, D: IFO=2 THEH ERINT CHR$(147)

FRIMTHCO '

PRINTH#0, "HORMAL TTASY I ZSGALAT v

FRINTHO,"  KHI-MEGYZET FROEBAYAL"

FRIMTH#0

IF -L$&="H" AHD C="H" THEN 128

FRIMT#O:PRIMTHO. "A REMDEZETT HDHT'ﬁF

SN=3:T1=1:Ki=g: IF O=4 THEH SH=4

12=1145H~1:IF H<I2 THEH I2=H

El=K1+1:1F K1<15 OR Q=4 QF I12=H THEN 1340
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FRIMT

FRINT"KERLI A TOEEI ADATOT IS", :GQSUB 2

FEi=0:FRIMT CHR#C1470

FOR J=I1 TO I2:PRIMNTHO.RIGHTH{(SFP$+
IF I2<3H THEMW I1=I1+SH:GOTO 113m
FRINT#0:IF 0=3 THEWN GOSUE 2794

IF 0O=3% THEM FREIMNTCHRES$C1475
FRINT#0:PRIMT#0, "ASZTALYKOZ

STR#C

228 IF A%="N"

WO Taa, 120 tHERT J:PRINTHO

THEH I&=M:G0OTO

GYAKORIZAG™

FOR I=1 TQ D:¥¥=5F%:IF I>1 THEH H¥=RIGHTF{(SPE+STRECLII=-102,122

We=SPE:IF ICI THEN wE=RIGHTS(SPS+STRECLIIN Y, 127
2 PRINTHO. M8, " — " Y8 RIGHTHCSPE+STRECKII I -KCI-12 7,8

FRIMT#0:IF O=3% THEM GOSUE =73
CLOSE D:HEXT O

REMEF$ 3R FSHERF FEEREEHEE RS
REM# ¥
REM& SZAMITASOK

REM#
PEM+*+**#+#¢##++**+#¢#¥#+¥+#*¥+#
PRIMT CHRE£(147 2 FRIMNT"3ZAMITRSOK"
IF 01>=2 THEM 143&

MI=A:FOF I=1 TO HiML=M1+<0T3 HERT I
@l=@3FDE I=1 TO H:ifl=01+CH Th=M13$CC 0 -M1 0 THEXT T

FOE Tﬂ h=1

=]
FTM1E4?= QIS THEM FoTx=0l T -M1 AL

HE®T T

Foe J=1 TO T~1

E=EXFC—FCId 12720, THEGZER
T=F¢ I

FoXoas=1 AC1l+ . 23267 %ARSFC Taa
(AT | |--]_ Fapf .
IF Z2>=0 THEHM 1522

GCTI =1 —=RCTN

HE®T .J

A =E 0T a=]

FOR J=1 TO T

GOTr=0cCTI3—=RC =12

HEXT J

C=A

FOR J=1 TO T
C=CeiFCTn—M#GC T 12 /G0
HE®T T

F=I--2=

J=1

FOR I=W T0 2 =TEFP -2

BERE 31

FHEST T

A=CACINTO (M A2 akEXNP (-0 20 2T
IF THTCWAZ3=s2 THEH 1710
E=S0R (2,02, 1415927 1

SOTO 17263

B=:1

H=H+2'

T=T#/
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4.4. A varhato érték vizsgalata az u és t statisztika
hasznalataval

Ebben a fejezetben mindig feltételezziik, hogy normalis eloszlasu alapsokasagbol
szarmazd véletlen minta (vagy mintak) alapjan arrdl kell donteniink, hogy az is-
meretlen varhato érték milyen feltételezett értékkel egyenlé adott (elére rogzitett)
valoszintliséggel.

A sokasag normalis eloszlasanak feltételezését az el6z6 fejezetben szereplé nor-
malitasvizsgélatok egyikével lehet ellendrizni. A normalis closzlas feltételezése azon-
ban ne riassza el a felhasznalot a fejezetben szereplé probdk alkalmazéasatol. Van
egy alapvetd statisztikai tétel, az un. koOzponti hatareloszlas tétele. Ez kimondja,
hogy ha n clemii véletlen mintakat vesziink egy olyan eloszlastu sokasagbol, amely-
nek M a varhato értéke €s o a szordsa (eloszlasarol nem tételezve fel semmit), akkor
a mintak szamtani atlaganak, X-nak az eloszlasa kozelitéen normdlis eloszlasu lesz,

ugyanazzal az M varhat6 értékkel és o/)n szérassal. A normalis eloszldshoz vald
kozelités a mintak elemszamanak novelésével javul.

Ebbol a gondolatsorbol azt kell kiemelniink, hogy elegendéen nagy elemszamu
mintandl (pl. »=20) a mintak szamtani atlaganak eloszlasa kozelit§en normalis
eloszlasu, akdrmilyen is volt az alapsokasag eredeti eloszlasa.

Mivel a mintadtlagok varhaté értékc az eredeti sokasdg varhaté értéke, a varhatd
¢rtéket a kozel normalis eloszlasi mintaatlagok varhatd értékének lehet tekinteni.
Az (X—M) valdsziniiségl valtozo () varhato értékii, szorasa o/]/n. Eloszl4sa nor-
malis, ha az eredeti sokasdgé normalis volt, és kozel normalis, akdrmilyen is volt
az credeti sokasag eloszlasa feltéve, hogy a minta véletlenszerl és eclegendben nagy
clemszamu. fgy a most bemutatandé statisztikai probdk egzaktnak mondhatdk, ha
a sokasag closzlasa normalis volt, és kozelitd jelleggel akkor is alkalmasak sta-
tisztikai vizsgalatokra, ha a sokasag eloszlasarél semmit sem tudunk.

Ebben a fejezetben a varhatd értékek egyezésének vizsgalatara az u-probat és a
t-prébat (Student préba) mutatjuk be és szot ejtiink a Student préba egy modosult
valtozatanak tekinthetd Welch probardl is.

Mind az u-, mind a t-prdoba lehet egymintas €s kétmintés, azaz alkalmas a var-
haté értékre vonatkozo feltételezés ellendrzésére, ill. két valoszintiségi valtozo var-
hat6 értékei egyezésének elbirdlasira. A hipotézisvizsgdlat elvégzése fiigg a null-
hipotézisen kiviil az ellenhipotézistdl is. Mit is értiink ez alatt? Altalanossagban
a kovetkezGket mondhatjuk: A nullhipotézis legtobbszor egy ismeretlen paraméter
és egy szamérték egyenldségére vonatkozik. Pl.:

Hy: M(o) = a.
Ha az ellenhipotézis csupan a nullhipotézis tagadasa, azaz

Hy: M(x) % a
az azt jelenti, hogy mindegy szamunkra, hogy az ismeretlen varhato érték nagyobb-e,
vagy kisebb, mint a. Ezért az eldirt p szignifikanciaszintet tgy kell értelmezniink,

hogy az illeté eloszlas sflirfiségfiiggvényének mindkét végébdl p/2-nek megfeleld
tertiletet elhagyunk. Az igy kapott hatarokat jel616 kritikus értékkel kell 6sszehason-
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litani a szamitott probastatisztikat. Ez az tin. kétoldali proba, ill. kétoldali (altaldban
szimmetrikus) intervallum kijelolése.
Ha az ellenhipotézis
M(S) = d

alaky, akkor a nullhipotézist csak abban az esetben kell elvetniink, ha a préba-
statisztika a kitlizott (kritikus) értéknél nagyobb pozitiv szam. Ezért az eloszlas
slirliségfliggvényének csak az egyik oldalan kell kritikus tartomanyt kijelolni, azaz
a p szignifikanciaszint az egyik oldalon levagott teriilct mértéke. Ez az un. egyoldali
proba.
Ha az ellenhipotézis
M(g) < a,

akkor az elébb elmondottak értclemszerlien megforditva (eldjelcserével) tovabbra is
érvényesek maradnak. A megbizhatdsagi szint minden esetben (1 —p), vagy szaza-
lékban kifejezve 100(1 —p)%.

4.4.1. Egymintas u-proba

Ezt a probat akkor alkalmazzuk, ha egy ismert ¢ elméleti szorast normalis eloszlasu
alapsokasdagbol vett n clemii minta atlaga alapjan a valdsziniiségi valtozd varhato
értékére vonatkozd nullhipotézisiinket akarjuk ellendrizni. Tudjuk, hogy a normalis
eloszlas két paramétere az M varhatd értéke és a o szdrasa. Mivel o-t ismertnek
tételezziik fel, az M varhato értékrdl feltételezziik, hogy egyenld q,-lal, azaz azt
akarjuk megtudni, helyes-e az a nullhipotézis, hogy a varhatd érték a,.

Hy: M = qa,
vagy masképpen felirva:
Hg: ay—M =10,
Ha H, igaz, akkor az

Vn
statisztika, mint a statisztikai mintabol képzett valdszinliségi valtozé normalis el-
oszlasu. 0 varhato értckkel és 1 szorassal. A nullhipotézis ellendrzésére a standard
normilis closzlds tablazatabol vdlasztunk egy w, szamot, amely cgy adott p meg-
bizhatosagi szinthez (szignifikanciaszinthez) tartozik. Ha a szignifikanciaszintet a
szokasos 0,05 (5%)-ban rogzitjiikk, az azt jelenti, hogy ennyil kockazatot vallalunk
arra, hogy egy jé hipotézist elvetiink.
Ha az cllenhipotézis a
H'y B &5 gy,

akkor kétoldali probardl van szo, ezért a 0,05-6s szignifikanciaszintet is ennek meg-
felelden kell értelmeznt, azaz képzeletben az closzlas sliriiségfiiggvény€bdl mindkét
oldalon 2,5—2,5%-ot kell levagni. Igy a kritikus értéket a 0,025-6s szignifikancia-
szinthez kell a Melléklet 1. tablazatibol kikeresni. p=0,025-hdz 1,96-0s kritikus
érték tartozik.
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Ha a szamitott u €rték ennél nagyobb pozitiv vagy az ellentettjénél kisebb negativ
érték, a hipotézist elvetjiikk. Azaz, ha

(1] = Uiy

akkor a hipotézist (H,) hamisnak tekintjiik.

Példaul egy folyovizben a higanykoncentraciot sokszor megmérve 2,0 pg/l-nek
talaltak és sok (elvileg végtelen sok) mérés alapjan tudjuk, hogy o¢=0,04 pg/l.
Adott idében 64 mintat véve, azokat elemezve, a higanykoncentraciot 1,985 pg/l-
nek taldljuk. Ellendrizziik azt a hipotézist, hogy a folydviz higanytartalmanak var-
haté értéke 2,0 pg/l. Oldjuk meg a feladatot az EGYMINTAS U-PROBA program
hasznalataval! o

A fémeniib6l a STATISZTIKAI PROBAK 4gat kell valasztani, a STATISZTI-
KAI PROBAK meniijébdl az U-STATISZTIKA HASZNALATA-t.

Ennek hatdsira megjelenik az U-STATISZTIKA meniije:

EGYMINTAS U-PROBA (E)
KETMINTAS U-PROBA (K)
ISMERTETEST KEREK (D)
VEGE V)

Ebbdl természetesen az egymintas u-probat valasztjuk. Az adatokat billentylizet-
r6l is bevihetjiik vagy adatfile-bol olvashatjuk be. Mivel nem a primer adatokkal
dolgozunk, hanem ismerjiik az atlagot és a szoérast, cgyszeriibb billentylizetrél be-
vinni az adatokat. Ezt vilasztva interaktiv iizemmodban megkérdezi a program a
minta elemszamat (64), az atlagot (1,985) és a szorast (0,04). Ezek megadasa utan
megjelenik a kovetkezé menii a képernydn.

AZ ALABBI LEHETOSEGEK KOZUL VALASZTHAT:

U-STATISZTIKA ERTEKEINEK SZAMITASA (U)
MEGBIZHATOSAGI INTERVALLUM KISZAMITASA (M)
A MERESEK SZAMANAK MEGHATAROZASA (N)
VISSZATERES A FOMENUHOZ (F)
VEGE V)

Elészor valasszuk az u-értck kiszamitdsa programagat. Ekkor a program megkér-
dezi a varhato értéket (2,0), és azt, hogy egyoldali vagy kétoldali préobardl van-e szo.
Mivel most ellenhipotézisiink

H': M(X) = @y

a kétoldalt probat kell valasztanunk.

Ezt kovetéen megkérdezi a program a megbizhatdsagi szintet. Legyen a szignifi-
kanciaszint a szokasos 5%, azaz a mcgbizhatdsagi szint 95%. A kritikus érték 5%-os
szignifikanciaszinten a Melléklet 1. tablazata szerint 1,96. Ennck megadasa utdn az
eredményt képernydre kiiratva a kdvetkezd jelenik meg

U-ERTEK = —2.,999.

95%-0s megbizhatdsagi szinten a hipotézist el kell vetniink, hiszen a statisztika sza-
mitott ért€ke nagyobb, mint a kritikus érték.

Tetszbleges billentyli megnyomasaval Ujra visszatérhetiink az egymintas u-proba
meniijéhez. E16bb azonban vizsgaljuk meg, mi torténne:
a) Ha a szoras az alapsokasagban nem 0,04, hanem 0,08 lett volna?
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b) Ha a kétoldali préba helyett egyoldali prébat alkalmaznink, azaz a nullhipo-
tézist a
H': M(X) < a,

cllenhipotézissel szemben vizsgdlnank?
¢) Ha a szignifikanciaszintet (a kétoldali probanal) 0,02-re, azaz 2%-ra csokkente-
nénk?

A valaszok megkeresését a programmal az Olvasora bizzuk. Tampontul a helyes
valaszok.
a) Ha a szoras az alapsokasagban nem 0,04, hanem 0,08 lett volna, a nullhipotézist
el kellene fogadnunk.
b) A nullhipotézist egyoldali probanal is el kellene vetniink.
¢) Ha a szignifikanciaszintet csOkkentjiik, azaz kisebb kockazatot vallalunk az igaz
hipotézis elvetésére, akkor a hipotézist esctleg elfogadhatjuk. Ez esetiinkben 0,002-cs,
azaz 0,2 %-os szignifikanciaszintnél teljestil. 2 %-os szignifikanciaszinten azonban még
el kell utasitanunk a nullhipotézist.

4.4.2. Kétmintas u-proba

Ha két normadlis eloszlasi, ismert szérasi sokasagokbdl vett mintak alapjan a két
sokasag varhaté értékének egyezésére vonatkozd hipotézisiinket akarjuk cllendérizni,
kétmintas u-probat alkalmazunk.

Legyen & és n a két valdszintiségi valtozonk, X és ¥ a ¢-re és n-ra vett mintak
aritmetikal kdzepe, o3=o03=0? a valddi (ismert) szorasnégyzet. A

Hy: M(&) = M(n)

nullhipotézist a &-re vett n elemii és az y-ra vett m elemii mintak alapjan kivanjuk
ellendrizni. A prébastatisztika:
'

o2 o2 Y2
[+
n m

Ha Hgy igaz, akkor u closzlasa N(0,1) ¢s adott e-hoz a
Hy: M) #MMm)

cllenhipotézis mellett a kritikus tartomény:

u =

X, ={u=—u, vagy u = u,}

¢ szignifikanciaszinten (kétoldali proba). A Hi: M (&) =M () ellenhipotézis esctén
pedig az '

a kritikus tartomany.

A kétmintds u-proba alkalmazasaként tekintsiik a kovetkezd egyszert példat:
Legyen A és B két abszorpcids torony, amelyeket azonos nitrézusgdz clnyeletésére
alkalmaznak, azonos nitrogén-oxid-koncentracioju hulladékgazok nitrogén-oxid-
mentesitésére. Az A oszlop kimené gaza 9 fiiggetlen mérés szerint atlagosan
0,1672 g/m®, a B oszlopé 16 fiiggetlen mérés szerint 0,1683 g/m? nitrogén(II)-oxidot
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tartalmaz. A kimend gazok koncentracioja staciondrius iizemmenet esetén dllando,
a nitrogén-oxid-mérés szorasa ¢=0,00129 g/m3. Kérdés, hogy 1—e=95%-0s meg-
bizhatdsagi szinten azonosnak fogadhaté-e el a két elnyeletd torony kilépd gazanak
nitrozusgaz-tartalma? A feladat az M (&)=M () nullhipotézis vizsgalata a

H’: M(&) = M(n) ellenhipotézissel szemben.

Mivel az u-probahoz sziikséges feltételek fennallnak, a kétmintds u-probat alkal-
mazzuk.

Hivjuk be a STATISZTIKAI PROBAK meniijébdl az U-STATISZTIKA AL-
KALMAZA?A programot, annak meniijébol kivalasztjuk a KETMINTAS U-
PROBA-t, és a képerny8t input periférianak k1Jclolve a képernydn megjeleno kér-
désekre leaszolva rendre megadjuk a két minta elemszdmat, atlagértékét és szo-
rasat, és megadjuk, hogy kétoldali probardl van szo, 95%-os megbizhatdsagi szinten.
A képernyén megjelend eredmény a kovetkezd lesz:

U-ERTEK = —2,046.
KETOLDALI PROBA ESETEN 95%-o0s MEGB[ZHATOSAGI SZINTEN A HI-
POTEZIST EL KELL VETNI.

Valoban, az u aktudlis értéke a {—1,96; 1,96} tartomanyon kiviil, tehat a kritikus
tartomanyba esik, ezért logikus, hogy a nullhipotézist, vagyis a két elnyeletés haté-
konysaganak azonossagat elvetjik. Kérdés azonban, hogy milyen szignifikancia-
szinten kellene a nullhipotézist elvetniink? Enneck vizsgilatara hivjuk be az
ELOSZLASOK meniijébél a NORMALIS ELOSZLAS programagat. (Tudjuk,
hogy az u-statisztika standard normalis eloszlasu, ha Hg nullhipotézis igaz.)

A valtozo értékéiil adjuk meg az imént kisza’lmitott —2,046 ¢értéket. A képernydn
megjclenithetjiik az eredményt:

A SURUSEGFUGGVENY ERTEKE 0,04914,
AZ ELOSZLASFUGGVENY ERTEKE 0,02036.

A 0,02036 closzlasfiiggvény-€rték Ugy értendd, hogy ennyi a valdszinlisége a
—2,0465-nél kisebb értékeknek standard normalis closzlast valdsziniiségi véltozo
esetén. Természetesen ugyanennyi a valdszinlisége a 2,0465-nél nagyobb érté-
keknek is, Osszesen 0,04072 a valoszinilisége annak, hogy valdszinilségi valtozd a
{—2,0465, 42,0465} tartomanyon kiviil esik.

Kovetkezésképpen 100 (1—0,04072)=95,928%-0s, azaz durvan 96 %-os megbiz-
hatdsdgi szinten mar kiilonbséget lehetne tenni a két elnyeletd torony hatékonysaga
kozott! Gy6zodjiink meg allitasunk helyességérol! Végezziink most ismét kétmintas
u-probat, de ez alkalommal 96 %-0s megbizhatdsigi szinten! A proba elvégzését az
Olvasora bizzuk.

U-PROBA
A valtozdk listdja:
N, M — mintacsoportok elemszima,
XD, Y (@) — mintacsoportok elemeli,
Sk, 82 — eclemek Osszegzése,
M1, M2 — elemek atlaga,

Q1, Q2 — szorasok,
P — varhato érték,
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U — u-érték,
F — konfidencia intervallum (szamitott),
R — konfidencia intervallum (megadott),
& — mérések szama,
D — megbizhatdsagi szint,
L — segédvaltozo,
K (L) — u kritikus értékei,
W — egy- vagy kétoldali hipotézisnél valasztas,
OX, OY — adatmatrixbol kijelolt oszlopok szama,
D§$ — meniinél valasztas,
HS — Igen-Nem valasztas,
BS$ — egymintds u-Proba meniijénél valasztas,
1D — kiiratdsnal valasztas (képerny6 vagy nyomtatd),
N§$ — adatfile neve,
HS, HNS, S, SZ — lemezhiba ellendrzese.
Programmagyardzat:
100: Programcsomag-szervezes.
110—240: A program neve.
250—270: DATA: u kritikus értékei.
280: U kritikus értékeinek beolvasasa.
290—420: Menii kiirasa, valasztas, clagazasok.
430—1290: Adatbevitel.
1300—1530: Egymintas u-proba meniijének kiirdsa, valasztas, eldgazasok.
1540—1560: U-érték kiszamitésa.
1570—1590: Megbizhatdsagi intervallum kiszamitasa.
1600—1650: Meérések szamanak meghatdrozasa.
1660: Kétmintas u-proba szamitasa.
1670—1720: Egyoldali vagy kétoldali hipotézisre valasztas, elagazas.
1730—1790: Szubrutin megbizhatosdgi szint valasztasara, egyoldali hipotézis esc-
T,
1800—1850:  Szubrutin megbizhatdsagi szint valasztasara kétoldali hipotézis ese-
¥Cii
1860—2330: Eredmények kiirdsa valasztas szerint képernyOre vagy nyomtatora.
2340—2580: A program altal nytjtott lehetéségek rovid ismertetése.
2390 Visszatérés a FOMENU c. programra.
2600—3050:  Adatbeolvasas lemezrél és a vizsgalandé mintacsoportok kijelslése.
K6zben lemezhiba ellenérzése a 3060-as szubrutinnal.
3060—3170: Lemezhibat ellendrzé szubrutin.
3180—3280: Viarakozo szubrutin.
3290—3360: Varakozo szubrutin Igen-Nem valaszra.
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1548 THPUT"RIJA MEG A YARMATO ERTEKET! ":P

15580 U=1E37#SOMCMI-Fi:IF 1<kE THEM U= MI-Fi/AGUAS0RNI 3
JSe@ GOTO 167

15768 GOSUB 1806

1588 F=K Ol 2#0 ] /SRR

152a GOTO 1364

168d FRIMT:PRIMWT

1€1@ PRINT"ADJA MEG A MEGEIZHATOSAGT THTERVALLLUM FELEZELESSEQET T
1ez@ INPUT R:IF R<=2 THEM FRIMTU"POZITIY S2RMI:GOTO 1628
1638 GOSUE 1864

1646 G=(KCLi#0 R 12

1658 GOTO 18€6

1668 U=(M1~-M23 /SR 12/ H+ 02 12-M

1€749 PRINT:PRIMT"EGYOLDALT <12 “AGY KETOLDALY €23 HIFDTEZISEOL wAH Sz

1a39 IMFUT K

1e2@ IF W31 AMD M2 THEM 1678
1ve8 IF W=1 THEM GOSUE 173

1718 IF MW=z THEH GOSUE 1296
1728 GOTD 1860

1738 PRIMT:PRINT"HAHY SZAZALEKDS MEGEIZHATOSHGT SZINTET  YALRSZT? £L96@-2%, 53"

1746 PRIMT"(B.5-ES POMTOSSAGGAL ADJA MEG! »"
17568 IMPUT D .
1760 IF D<3G OR D»33.5 THEW FRIMT"MEM JO AHDHET!I:GOTO 1738

1770 IF D<PINTOD) AMD DCPIMTCDX+.35 THEW FRINT'A,5-ES PONTOSSAGGRLY Y (GOTO 1750

1780 L=0L#z2-173

1738 RETURN

1809 PRIMT:PRINT"HAMY SZRAZALEKOE MEGEIZHATOSAGI SZ2IMTET  WALASZTY &
181@ INPUT T

1826 IF D<3@ OR TX33 THEM PRIWNT"HEM JO RDAT!":GOTO 1866

1838 IF DCOINTAD: THEWM PRIMTYEGESZ 32ZAMOT ALDJON MEG!":3ATO 1300

1846 L=I~?4H

18094 FETLEHM

i
X
i
L8]
B,

4.4.3. Egymintas t-proba

Az €l6z6 pontban ismertetett u-proba abban az esetben alkalmazhato, amikor a
normalis eloszlasu valdszintiségi valtozd szdrasa ismert és a varhatd értékre vonat-
kotd hipotézist szeretnénk ellendrizni. Ha az elméleti szords nem ismert, akkor a
kovetkez6 modon jarunk el: Legyen a & valdszintiségi valtozo eloszlasa normalis,
vegyiink n elem{i mintat és becsiiljiik az eloszlas elméleti szérasat a korrigdlt ta-

pasztalati szérdssal (s). Legyen az eloszlas ismeretlen varhaté értéke M. A
Ho: M(S) = ay
nullhipotézis vizsgdlatara konstrualjuk a

X —d,
fy—1 = :

n
Vn

statisztikat. Ha a nullhipotézis igaz, akkor a ¢,_, statisztika eloszlasa n—1

badsagi foku Student eloszlast kovet.

SZa-
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Ha az ellenhipotézis az
M (&) # ay

azaz mindegy szamunkra, hogy kisebb-e a varhaté érték, mint az ,,eléirt” ag vagy
nagyobb, akkor an. kétoldali probat végziink. A kétoldali, szimmetrikus kritikus
tartomany:

Xy, ={tyq S=1, VALY -4 & 4}

Adott & szignifikanciaszinthez és n—1 szabadsagi fokhoz tartozo ¢, kritikus érté-
ket kivalasztva, ha a ¢,_, statisztika értéke a {—1,, .} tartomdnyon kiviil esik (ab-
szolut értéke nagyobb #,-nal), akkor a nullhipotézist elvetjiik.

Ha az ellenhipotézis az

M) = ag
vagy az
M(é) = dy,

akkor csak az az esct jelenti a nullhipotézis clvetését, ha ¢ a kritikus értéknél is
nagyobb pozitiv, vagy az cllentettjénél kisebb negativ érték (egyoldali probak).

Kétoldali prébanal a megadott p szignifikanciaszintet ugy kell értelmezni, hogy
a Student eloszlas mindkét végébdl a p/2-nek megfeleld teriiletet levagjuk, és az
igy kapott kritikus értékekkel hasonlitjuk Ossze a kiszamitott ¢ értéket.

Egyoldali probanal a p szignifikanciaszint a Student closzlas siiriségtiiggvényébdl
az cgyik oldalon levagott teriilet mértéke.

Egymintas ¢ probara példaképpen vdlaszoljunk a kovetkezd kérdésekre: Egy
celluloziizemben a szulfitlighdl 9 mintat vettek, és mérték a szulfitlig Iugossagat.
A Iugossagl szamok a 9 mintara a kovetkezdk voltak: 11,7; 12,2; 10,9; 11,4; 11,3;
1202 1112 107 11.6.

A technoldgiai eldiras 12,1-es lugossagi szamot ir elé. Mondhatjuk-e, hogy a
lagossagi szam megfelel-e a technoldgiai eléirdasoknak ? Kijelentésiinket 95 %-0s meg-
bizhatd szinten kell megtenniink. A kérdés tulajdonképpen az, hogy a 9 elemii
minta alapjan mondhatjuk-e, hogy a IGgossdgi szam varhato ért¢ke 12,1? Mivel
a szoéras ismeretlen, azt is a mintdbdl kell becsiilniink, igy Student-probat alkal-
mazunk.

Kivdlasztjuk a STATISZTIKAI PROBAK meniijébdl az EGY- ES KETMIN-
TAS T-PROBA ES WELCH-PROBA meniijct, ¢s azon beliill az EGYMINTAS
T-PROBA-t. Adatainkat akdar lemezrdl is bevihetjiik, akar kozvetleniil a billentyt-
zetrdl interaktiv modon.

A MINTA ELEMEINEK SZAMA: 9

Ezutan rendre megadjuk a 9 ligossagi szam értéket, majd kivalasztjuk a T-ERTEK
KISZAMITASA-t a képernyén megjelend meniibdl. Ez a program elészor a vér-
hatd értéket kéri: a varhatd ért¢k a technoldgiai eléirdsban szerepldé 12.1. Miutin
mindkét irdnyu eltérés egyarant kdros, kétoldali probat kell végezni. 95%-0s meg-
bizhatdsagi szintet valasztva a képernyén a kovetkezd eredmény jelenitheté meg:

T-ERTEK ) o = —4,0406
95%-0S MEGBIZHATOSAGI SZINTEN A HIPOTEZIST EL KELL VETNI.
SZABADSAGI FOK =8

KORR. TAPASZTALATI SZORASNEGYZET =0,245
Valdban, errdl ugy is meggy6zodhetiink, ha kikeressitk a Melléklet 2. tablazata-
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bol a 8 szabadsiagi foku Student eloszlas értékét 0,05/2=0,025 szignifikancia-
szinten :
r0,025,8 = 2,306.

Mivel a kiszamitott t érték, —4,0406 kiviil esik a {—2,306; 2,306} clfogadasi tar-
tomanyon, a nullhipotézist, azaz a ligossdgi szam varhatd értékének a technold-
giai eldirasban szereplé 12,1-del valo egyezését el kell vetniink.

4.4.4. Kétmintas t-proba és Welch-proba

Kétmintds t-proba

Ha két normadlis eloszlasi valdsziniiségl valtozo varhatd éErtékeinek Osszehason-
litisa a feladat és a szérasokat nem ismerjiik, akkor a megfeleld t-proba csak abban
az. esetben alkalmazhatd, ha feltehetjiik, hogy a két valtozé — el6ttiink ismeret-
len — szorasa megegyezik. A két szoras egyezését elméleti meggondolasok igazol-
hatjak vagy eldzetes tapasztalataink indokolhatjak. Ha ezt nem feltételezhet;iik,
akkor a szorasok egyezésérdl az F-proba alapjan donthetiink. Ha a szordsok nem
cgyeznek meg, a t-proba helyett a Welch-probaval ellendrizhetjiik a varhato értékek
egyezésére vonatkozod hipotézisiinket.

Legyen & ¢s n normalis closzlasu fiiggetlen valdsziniliségi valtozdk o,=0, sz0-
rassal és vizsgaljuk meg a

Hy: M(S) = M(n)

nullhipotézist a &-re vett 1 elemii €s az n-ra vett m elemil mintak alapjan. Jeloljiik a
E-re vett minta atlagat X-szel, az y-ra vett minta atlagat y-nal. Ha a nullhipotézis
1gaz, akkor a

' sV1/n+1/m

valoszinfiiségi valtozd n-+m—2 paraméterii Student eloszlast kévet, ahol s a kiilonb-
ség standard derivacidja,

_ (m=Dsi+(m—1)s3
- n4m—2 ’

D

~ o

Az elobbi képleteket Osszevonva, atalakitas utan a kovetkezé kifejezést kapjuk:

’n-ir m—-2 =

X1— X [ nm(n-+m-—2) ]1/2
V(n—1)s2+(m—1)s2 n+m ’
A kétoldali alternativa esetén, tehdt ha az ellenhipotézis
H,y: M(E) = M),
akkor f,.,_s=1. esetén a nullhipotézist elvetjiik. 7, az ¢ szignifikanciaszinthez és
n+m—2 szabadséagi fokhoz tartozo érték.

Ha ellenhipotézisiink
Hi: M() = M(n),

akkor az alternativa egyoldali, és a nullhipotézist
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I, <= Taa—-n csetben vetjik el

Welch-préba

Ha a & és n fiiggetlen normalis eloszlasu valdsziniiségi valtozok, a; és o, szorasai-
nak egyezését nem tételezhetjiik fel, 1ll. az F-proba szerint o;#0,, akkor a

Hy: M(C) = M(n)

nullhipotézis vizsgalatara a kétmintas t-proba nem alkalmazhatd, sét ilyen esetben
cgzakt proba a kérdés vizsgalatara nem 1s adhatd. A kérdés eldontésére Welch a
kovetkezd statisztikat ajanlja:

B X1— X
i [5% Sg ]1/-3 >

n ¢!

ahol X, ill. X, a ¢-re vett n elem( és y-ra vett m elem{ mintak atlaga, 55 és s3a & és g
tapasztalati szorasnégyzetei. A f, statisztika a Hy hipotézis fennallasa esetén koze-
litdleg Student closzlast kovet f szabadsagi fokkal, ahol f értéke a kovetkezé6 mddon
hatarozhatd meg:

Legyen
53
"
CTTE e
m o m
akkor
1 ¢* (1—c)?

I ~ m—1 n—1

Ily modon ha f-et meghatdroztuk, a t-eloszlas tablazatabol a megfeleld szignifikan-
ciaszinthez tartozo kritikus értékek lcolvashatdok. A préba haszndalata (ellenhipoté-
zisek, kritikus tartomany kijeldlése) azonos a t-probaéval. (A Student eloszlas kri-
tikus értékeit a Melléklet 2. tablazata tartalmazza.)

A kétmintds t-préba €s Welch-proba alkalmazasa, beleértve a megfeleld progra-
mok hasznalatat is, minden szempontbol azonos, ezért hasznalatukat egyetlen pél-
dan mutatjuk be.

Tegyiik fel, hogy két szallitmany vasére érkezett egy vaskohéba. A vasérc man-
gantartalma mindkét szdllitmanyban kismértékben szér, de a szorasok Iényegében
megegyeznek. (A Fisher-probaval végzett vizsgdlat is ezt mutatja 5%-os szignifi-
kanciaszinten.) Mindkét szallitmanybol 10 elemii mintat vesziink. A mintdk man-
cantartalmara (%) a kovetkezd értekeket meértiik:

A szallitmany: 33 37 35 41 34 335 40
3,6

o 3,2 3,
B szallitmany: 82 S8 51 34 3.0 34 3y 5 3.

.7

; 1 2,8
Kérdés: azonosnak tekinthet-e a szallitmanyok mangantartalma, statisztikai ér-
tclemben van-e a mangantartalmak kozoétt szignifikdans eltérés 95%-os megbizhatd-
sdgl szinten? M1 az a legkisebb szignifikanciaszint, amin a két szallitmany mangan-
tartalma még éppen kiilonbdzonek tekinthetd? A kérdések megvalaszolasira a
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STATISZTIKAI PROBAK meniijébsdl az EGY- ES KETMINTAS T-PROBA,
valamint WELCH-PROBA programot valasztjuk ki. Mivel 2 mintank van, de a
szérasok lényegében megegyeznek, ezért a KETMINTAS T-PROBA alprogrdmot
hivjuk. Az adatokat akdr egy lemezen clékészitett file-bol, akar billentyiizetrél is
bevihetjiik. A program azt is megengedi, hogy ha mar korébban kiszamitottuk az
egyes mintak atlagat és szorasat, kozvetleniil czeket a ,,szekunder” adatokat adjuk
meg, vagy a mintdk elemszdmanak megaddasa utin rendre begépeljik az cgyes
mintak mérési eredményeit. Ha a kiindulasi adatokat megadtuk, a program meg-
kérdezi, hogy egy- vagy kétoldali préobat kivanunk-e alkalmazni. Mivel mindegy
szamukra, melyik varhatd érték nagyobb, ezért természetesen kétoldali probat kell
alkalmdznunk (hiszen az ellenhipotézis a két szallitmany mangantartalmanak, azaz
valodi értékénck kiilonbozdsége).

A megbizhatosagi szintet 95%-ban rogzitve, a képernydre a kovetkezd eredményt
irhatjuk ki:

KETOLDALI HIPOTEZIS ESETEN
T-ERTEK ~ =D2087 )
95%-0S MEGBIZHATOSAGI SZINTEN A HIPOTEZIST EL KELL VETNI.
SZABADSAGI FOK =18 o
KORR. TAPASZTALATI SZORASNEGYZETEK
1. MINTANAL:  0,0862
2. MINTANAL:  0,0672

A program altal adott dontést egyszertien ellendrizhetjiitk a Melléklet 2. tdblazata-
nak hasznalataval. 5%-os szignifikanciaszinten a 18 szabadsagi fok( Student elosz-
las kritikus értéke 2,101. Mivel a szamitott 7 érték

tls = 2,987 — 10.05,18 == 2,101,

a nullhipotézist, azaz a két minta mangéantartalmainak azonossagat el kell vetni.
A két mangantartalom 5%-os szignifikanciaszinten kiilonbdzének mondhaté. (S6t,
a tablazat adatainak vizsgalataval még az is kideriil, hogy még 0,5%-os szignifi-
kanciaszinten is meg tudjuk kiilonboztetni a két atlagértéket, mert £; 9515=2.88.)

4.4.5. Konfidencia intervallum Kkijelolése

Az u- és t-statisztika alkalmazasaval kapcsolatban kiilon ki kell térniink egy fontos
fogalomra: a konfidencia intervallum fogalmara.

Eddigi targyalasunkbdl tudjuk, hogy a szamtani atlag a varhato érték becslésére
vonatkozd statisztika, a szorast pedig a korrigdlt tapasztalati szérassal (standard
deviacidval) becsiilhetjiikk. Ezek a becslések egy-egy konkrét szamot adnak, nem
mondanak azonban semmit a kapott becslés bizonytalansdgardl. Nem tudjuk tehat,
hogy ha kiszamitunk egy atlagot egy 10 clemii minta alapjan, akkor mennyire biz-
hatunk abban, hogy ujabb 10 eleml mintdt véve ugyanazt az atlagot kapjuk, ili
nem tudhatjuk, hogy a régi atlaghoz varhatdéan mennyire lesz kozel az Gjonnan ki-
szamitott. Ezért a szamtani atlag Un. pontbecsiése a varhato értéknek, a standard
deviacio pedig a szorasnak.

Statisztikai értelemben megalapozottabb lennc olyan becslést adni, hogy az illeté
kiszamitott probastatisztika a valodi értéknek milyen kornyezetébe kelI hogy essen
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az adott valdsziniiséggel. Ilyen becslés is lehetséges, az ilyen becslést intervallum-
becslésnelk nevezik a statisztikai irodalomban. Az ezzel kapcsolatos eljaras a kon-
fidencia intervallum kijelélése, azé az intervallumé, amelybe a valdodi értéknek (adott
valoszinliséggel) bele kell esnie. Konfidencia intervallumot mind az u-statisztika,
mind a t-statisztika hasznalataval kijelolhetiink. Ha a sokasag szérasa ismert, az
u-statisztikat (tulajdonképpen a standard normalis closzlas eloszlasfiiggvényét), ha
a sokasdg szorasat is a mintabol becsiiltiik, akkor a t-statisztikat (a Student elosz-
las closzlasfiiggvényét) hasznaljuk a konfidencia intervallum kijeldlésére.

Ismert szdérasu, normalis closzlast sokasagbol vett minta esetén ugyanis az egy-
mintas u-statisztika képletét atrendezve a kovetkez$ egyenlethez jutunk:

|X?_(l()[ == ua:‘%:
Vn
azarz
aUE{X:J:uB C_T_l
Vil

Az utébbi egyenlet szerint a sokasiag varhato értéke a mintaatlag u - sugaru

7
kornyezetébe kell, hogy essen az u érték szamitasanal felhaszndlt ¢ szignifikancia-
szint esctén 1—e¢ megbizhatdsaggal.

Ha a sokasag szorasa ismeretlen, és azt is a minta alapjan becsiiltiik, akkor az egy-
mintas t-statisztika képletébdl kell kiindulnunk a konfidencia intervallum kijelolé-
sénél:

S,

n
Vn
- S
aGG{X:i:r,,_j _.}
Vn
vagyls a sokasig varhatd értéke 1—e& megbizhatosagi szinten a mintadtlag

j:tn—-l

IY“ aOI = e

azZaz

S, :
V—_"_— kornyezetébe kell, hogy essen.

n

Nézziink most mind az u-, mind a t-statisztika alapjan szamitott konfidencia
intervallumra egy-egy példat.

a) A 4.4.1 pontban leirt példaban egy folydviz higanytartalmara vonatkozdé hipo-
tézist ellendriztiink. A mintak atlagos higanytartalma 1,985 pg/l volt, a (valddi)
szoras

g = 0,04 g/l.

Szamitsuk most ki, hogy az eredeti feladat feltételei mellett a mintara kiszamitott
X=1,985 érték milyen kornyezetébe esik a varhatd érték 95%-os megbizhatésaggal!
Valasszuk tehat az EGYMINTAS U-PROBA meniijébél a

MEGBIZHATOSAGI INTERVALLUM KISZAMITASA (M)

programagat, €s adjuk meg ismét a 95%-ot mint megbizhatdsagi szintet. A képer-
nydn a kovetkezd eredmény jelenik meg:
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A KONFIDENCIA INTERVALLUM 95%-OS MEGBIZHATOSAGI
SZINTEN

1.988=8 8- 1%,

Ez azt jelenti szamunkra, hogy a varhato érték 95%-os megbizhatésaggal az 1,975—
1,995 intervallumba esik. A 2,0-4s érték ezen kiviil esik, ezért a nullhipotézis elutasi-
tasa mindenképpen jogos volt.

Fel kell azonban hivni a figyelmet arra, hogy ha ugyanezt az atlagértéket 28 mérés
atlagaként kaptuk volna, akkor a konfidencia intervallum felsé hatara éppen 2
lehife, eZert @ nullhlpotezmt cl kellene fogadni. Err6l kénnyen meggy6z6dhetiink,
tobbféle modon is. Egyik 1ehetoseg, ha a MERESEK SZAMANAK MEGHATA-
ROZASA (N) agat valasztjuk, és konfidencia intervallum szélességeként 0,015-ct
adunk meg. Ekkor a képernyén a kovetkezd eredmény jelenik meg: A MERE-
SEK SZAMA =28.

b) A 4.4.3 pontban az egymintds t-prébaval kapcsolatban idéztiink egy példat,
amelyben egy celluléziizemben a szulfitlig [Ggossagi szamara vonatkozo nullhipoté-
zist kellett ellen6rizniink. A minta atlaga 9 mérés alapjan 11,43 volt, a korrigalt
tapasztalati szorasnégyzet pedig 0,245.

Kérdés, hogy mit mondhatunk most a lGgossagi szam varhatd értékérdl 95%-os
megbizhatosidggal? Erre a kérdésre is konnyen valaszolhatunk, ha most az egy-
mintds t-proba meniijcbdl a MEGBIZHATOSAGI INTERVALLUM MEGHA-
TAROZASA programagat vélasztjuk. Itt tijra meg lehet adni a megbizhat6sagi
szintet (95%), és a képerny6n megjelenik a kovetkez6 eredmény:

A KONFIDENCIA INTERVALLUM 95%-OS MEGBIZHATOSAGI
SZINTEN:
) 11,43 40,38
SZABADSAGI FOK =38
KORR. TAPASZTALATI SZORASNEGYZET=0,245

A vaélasz szerint a lugossagi szam varhaté értéke a {11,05, 11,81} intervallumba
esik 95%-os valoszinliséggel. Erdemes megjegyezni, hogy a parhuzamos mérések,
amelyeket a pontosabb €s megbizhatdbb eredmény érdekében végziink, lényegében
a Student eloszlas alkalmazasaval végzett konfidencia intervallum kijeldlésre vezetnek.
Ha valaki egy uszoda vizének klortartalmat vagy egy mezdgazdasagi termék hoza-
mat 5-szOr egymads utan megméri, akkor ezt nem azért teszi, hogy az illetd 5 elemi
mintéra kelljen szoritkoznia megallapitasinak, hanem a mérési eredmény atlaganak
és szoérasanak megadasaval az eredeti jelenséget (az uszoda vizének klortartalmat
vagy a termékhozamot) szeretné jellemezni. Az ismételt mérésekbdl szarmazod cred-
mény korrekt megadasi modja ezért a kovetkez6: Legyen a mérendd valtozé x,
tegyilk fel, hogy kiszamitottuk a meérések alapjan szamtani atlagat (x) és szorasat
(s). Ekkor a mérési eredmény megadasanak korrekt modja:

R

Eit sl ) S
) (n 8) Vn ]

ahol ?(,_, . az & szignifikanciaszinthez és n—1 szabadsédgi fokhoz tartozoé kritikus
érték. (Itt természetesen mindig kétoldali probardl, ezért kétoldali szimmetrikus
tartomanyrol van szo.)

Végiil megemlitendd, hogy mivel az atlag szoréasa s/Vn, ez az érték a minta
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elemszamanak (a parhuzamos mérések szimdanak) novelésével csdkkenthetd. Ezért
érdemes foglalkozni azzal a kérdéssel, hogy adott terjedelmli megbizhatdsagl in-
tervallumhoz milyen elemszamu minta (hdny parhuzamos mérés) tartozik.

T-STATISZTIKA

A valtozok listdja:

N, M.
X(D), Y(I)
Si, 52
M1, M2
Ql, Q2

P

— mintacsoportok clemszama,

— mintacsoportok elemei,

— elemek Osszegzése,

— elemek atlaga,

— korrigalt tapasztalati szorasnégyzetek,
— varhato érték,

R1, R2, O, C, F, H, W(D) — részeredményck,

T — t-érték,
D — szabadsagl fok
A — konfidencia intervallum (szamitott),
R — konfidencia intervallum (megadott),
G — meérések szama,
L — segédvaltozo,
B — megbizhatdsagi szint,
K(D, L) — t kritikus értékei,
Q — cgy- vagy kétoldali hipotézisnél valasztés,
OX, OY — adatmatrixbol kijelolt oszlopok szama,
D§ — meniinél valasztas,
AS$ — Igen-Nem véalasztas,
BS — egymintas t-proba meniijénél vilasztas,
ID — kiiratasnal valasztas (képernyd vagy nyomtatd),
N$ — adatfile neve,
HS, HNS, S, SZ — lemezhiba ellendrzése.
Programmagyardzat:
100: Programcsomag-szervezes.
110—240: A program.
240—410: DATA: t kritikus értékei.
420: T kritikus értékeinek beolvasasa.
430—570:  Meni kiirdsa, valasztas, elagazasok.
580—1420: Adatbevitel.
1430—1670: Egymintas t-proba almeniijének kiirdsa, valasztas, eclagazasok.
1680—1710:  T-értck kiszamitasa.
1720—1750: Megbizhatosagi intervallum kiszamitasa.
1760—1860: Mcérések szamanak meghatarozasa.
1870—1890:  Kétmintas t-proba szamitdsa.
1900—1930:  Welch-préba szamitasa.
1940—1990: Egyoldali vagy kétoldali hipotézisre valasztas, elagazés.
2000—2100: Szubrutin megbizhatdsagi szint valasztasara kétoldali hipotézis
ten.
2110—2210: Szubrutin megbizhatdsagi szint valasztasara egyoldali hipotézis
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2220—2740: Eredmények kiirdsa vilasztas szerint képerny6re vagy printerre.

2750—3050: A program altal nytjtott lehetéségek rovid ismertetése.

3060: Visszatérés a FOMENU c. programra.

3070—3540: Adatbeolvaséds lemezrdl és a vizsgilandé mintacsoportok kijelolése.
Kozben lemezhiba ellen8rzése a 3550-es szubrutinnal.

3550—3660: Lemezhibat ellenérzd szubrutin.

3670—3770: VAarakozo szubrutin.

3780—3850: Varakozd6 szubrutin Igen-Nem valaszra.

18588 ITHPUT"HDIA. HELv F{ YHEHFTT ERTEKET "ipF
1690 T=1ESTHESGHMI-F3: IF D30 THEH T=CHi-F) SRRCILAH
176 D=H-1:1D=0:IF D"“Zi THEM Te=31
1V16 GOTO 1244
1726 GOZUE 2114
1vEa O=H-1:DD=D:IF D>31 THEH I=21
1746 A=kITL LSRR LA
1758 GOTO Zzaa
1¥VEd PRINT:PRINT
FRIMT"ADJA MEG A KOHFIDEHCIA INTERWALLLM FELSZELESSERET 1"
INFUT R:IF PeC=d THEM PRIMTUFOZITIY SZAMIM:GOTO 1734

5
40

L G PO = T AT 00 = T 0 B D e L0 LG GO ) Ty O e D3 [ e 5 LD O
i

ol

GOELE 2116 k= CRYKIEST:IF QILMATHEH H=R/SGRCHLN

S0 FOR D=1 TO 21:WCD T L, .L'F'Ii+l‘ HEXT I

316 IF HZW(Lx THEM G=1: IZITIIl 2EEE

Gzg IF HIEL1y THEH G IBIHOTO 2206

238 FOR D=1 : s=plOle THEM G=l4d =31

346 HEXT D: :»HTH P

85 =k

S0 GOTO =2

27 U=S5H Ok 2ok "=IF FCxR OR 22538 THEH U=OM-ME 0 S0R 0 Sl DEQ L+ M~ 1 aidd
380 T=U:IF HF.LHJ THEH Tt CHEITE M2 e

.
ot

Ti=H+M—~2 0= \331 THEH =31

GOTO 1948

T=SGHIMI-MZ R IEST IF R1<33 OF 02528 THEH T=(M1-M21 S0F 001 HA02 M0
Ce=Ec T B1SE TR O THEM D=02sMoCRLGHETES M -

F=C#l A M=1 340 =0 10 ACH=12

I=1/F:D0=0:TF D>3L THEH D=31

FRINT:PREIMT"EGYOLDALI «1» WAGY EETOLIALY 3% HIFOTEZISREOL YAH sZa72n
INFLIT 1t

IF @ >1 FMO D22 THEM 1348

IF =1 THEHW I3 1B 2584

IF =2 THEH GOSUE 2119

SOTD Z228

T (5 T T S sy o

Lo L0 A LD D WD A AL T AT O
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4.5. Szorasok osszehasonlitasa

4.5.1. Két szoras osszevetése: F-préba (Fisher-proba)

Két fiiggetlen, normalis closzlasu valoszin(iségi valtozé szorasanak Osszehasonlita-
sara alkalmas. A nullhipotézis itt arra vonatkozik, hogy a két normalis closzlasu
ismeretlen varhatd értékii sokasdg szdérdsa azonos, azaz:

Hy: 0y = 0,
ahol o, az egyik, o, a masik sokasag szorasa. Ha Hy igaz, akkor a két sokasagbdl

vett n, ill. m elemi mintdabdl s,, ill. s, korrigdlt tapasztalati szérasnégyzetek hanya-
dosa I eloszlast kovet, n—1 és m—1 szabadsagfokkal:

=0

" AY
-

|

Y

[

Ezt a valoszintiségi valtozot hasznaljuk a nullhipotézis ellenérzésére. Megjegyezziik,
bogy az I értékek kiszamitasanil mindig a nagyobb szordsnégyzet keriil a szam-
laléba. Ez egyszertisiti a proba elvégzését és a kritikus értékek tablazatos megadasat;
tulajdonképpen ckkor mindig a

H,: o7 > a3

ellenhipotézissel szemben vizsgaljuk a nullhipotézis érvényességét, azaz mindig egy-
oldali prébat végezhetiink. Ha az si/s3 hdnyados joval nagyobb, mint 1, nyilvdn
valésziniitlen, hogy a nullhipotézis igaz lenne.

Az F-eloszlas kritikus értékeit a Melléklet 4. tablazata tartalmazza. Ezek a kritikus
értékek a szignifikanciaszinten kiviil a szdmldlé és a nevezd szabadsagi fokatol
(n—1, 1ill. m—1 ¢értékétdl) is fliggenek. Ez ,.3-dimenzids” tablazatot jelentene,
ezért egy-egy tablazat egy adott szignifikanciaszinthez tartozik.

Nem nchéz belatni, hogy ha mind a szamlaldé, mind a nevezd szabadsagi foka
kicsi, mar ,,megengedhetd” az, hogy ..véletleniill” mas szordshianyadost kapjunk.
Ez azt jelenti, hogy adott szignifikanciaszintnél a szabadsiagfokok csokkenésével né
a tiblazatban szerepld Fy,; értéke.

A proba haszndlataval kapcsolatban megjegyezziik, hogy ha a kisebb szérast
irnank a szamldloba, akkor a tablazatos értékeket Ugy kellene hasznalni, hogy az
elbirt értéknél kisebb szordshdnyados esetén kellene a nullhipotézist elutasitani.
Ilyenkor az

I'(l1—&g,n—1,m—1) :IL (e, m—1, n—1)

szamitasi formulaval kellene a kritikus értékcket atszamitani.

A préba hasznalatanak bemutatasara tekintsiik ismét a kétmintds t-prébanal
szereplé példat: két figgetlen, 10 elem{i mintank volt, s3=0,0862 és s3=0,0672
szorasnégyzettel. A szorasok Osszehasonlitasa F-probaval csupan egy hanyados ki-
szamitasat €s a hanyadosnak a tablazatos értékkel valdé Osszehasonlitdsat igényli.
Hasznéljuk most mégis az F-préba clvégzésére irott programot, mert a program
tobbet nyujt a proba egyszerli elvégzésénél. Hivjuk be a STATISZTIKAI PROBAK
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meniijébdl az F-PROBA ES BARTLETT-PROBA programot. Ekkor a kovetkezd
almenii jelenik meg a képernydn:

) F-PROBA ES BARTLETT-PROBA
AZ ALABBI LEHETOSEGEK KOZUL VALASZTHAT:

F-PROBA ) (F)
BARTLETT-PROBA (B)
ISMERTETEST KEREK 1))
VEGE V)

Az F-PROBA mecniidgat kivalasztva, az adatokat lemezen kordbban elSkészitett
file-bol vagy billentylizetrdl is bevihetjiik, akar a teljes adatsor, akar a mar korabban
kiszamitott szorasok megadasaval.

A mintdk clemszamat és szérasnégyzetét megadva a kovetkezd eredmény irhatd
ki a képernydére (vagy a nyomtatdra, a felhaszndld valasztasa szerint).

F-ERTEK i =1,283
SZAMLALO SZABADSAGI FOKA=0
NEVEZO SZABADSAGI FOKA =9
A SZIGNIFIKANCIASZINT = ,358

Mit is jelent az utolsé sorban szereplé 0,358-as szignifikanciaszint? Azt jelenti,
hogy csak akkor utasithatnank el a nullhipotézist, azaz a két széras azonossagat, ha
35,8 %-0s kockazatot vallalnank az igaz hipotézis elutasitasara. A szokasos 5%-os
szignifikanciaszintnél ezt nem tehetnénk meg, techat 5%-os szignifikanciaszinten (azaz
95%-0s megbizhatdsagi szinten) a nullhipotézist el kell fogadnunk. A két szoras
azonosnak tekinthetd. Az 5%-os szignifikanciaszinthez tartozé kritikus érték 3,18.
Mivel F,_; ,,—1<ZF, a Hp-t elfogadjuk.

4.5.2. Tobb szoras egyezésének vizsgalata: Bartlett-proba

Két normalis eloszlast valosziniiségi valtozo szorasa cgyezésének eldontésére meg-
ismertiik az F-probat. Tobb normalis eloszlasu valdszinfiségi valtozo szorasanak
egyezését egy lépésben a Bartlett-rél elnevezett probaval vizsgalhatjuk. Nullhipoté-
zisiink a kovetkezd:

Hp: 0(&Y) =0 (&%) = ... = ("),
ahol &1, &2, ..., &% k db normalis closzlast valdsziniiségi valtozo. Tekintsiik az
egyes valoszintiségl valtozdkra vett ny, n,, ..., n, eleml mintdkat, és legyenek a
mintakbdl szamitott korrigalt tapasztalati szérasnégyzetek rendre;

2 2 2 2

2
St Shigs Spign wovgi By

k
Vezessiik be az f;=n;—1 (i=1,2, ..., k) ¢ésaz f= > f; jeloléseket. Az f; értékekkel
i=1
silyozott Osszesitett szoras:

1 k
n Z n i

Bartlett kimutatta, hogy a

e _ 23026

(flg Y—ZﬁlgS)
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valoszinliségi valtozd kozelitdleg > eloszlast kdvet k—1 paraméterrel. A képletben
a lg a 10-es alapt logaritmust jeldli, mig

G 1+3(/—1_1y{2“}"‘71}

A kozelités akkor jo, ha minden i-re n;=4 i=1, 2, ..., k. A nullhipotézist (1—g)
megbizhatosdgi szinten akkor fogadjuk el, ha a x* proba tablazatabol kikeresve a
x3(k—1,1—¢) kritikus értéket, a K2<y? relacio teljesiil. A probat leggyakrabban
a szorasanalizis elOkészitd 1€péseként alkalmazzak. A proba elvégzésére készitett
program illusztralasara tekintsiik a kovetkezd példat:

Egy miitragya nitrogéntartalma 20%. 5 egymdst koveté napon 12—12 zsak
miitragyat kivalasztva, clemezték a miitragyat. A mitragydk atlagos nitrogén-
tartalma és a nitrogéntartalom szérdsa az 5 db 12 elemii sorozatnal a kovetkezd-
képpen alakult:

Z I 2 £ 4. 5.
X; 18,73 21,20 18,73 20,34 19,81
S? 3,06 1.97 ) 3,05 2,98

A varhato értékek Osszehasonlitdsardl a szorasanalizisben bdvebben lesz sz6. Elol-
jaroban csak annyit, hogy a szoérasanalizis alkalmazasahoz igazolnunk kell, hogy
az egyes mintak szorasai azonosak. Vilaszoljunk tehat most arra a keérdésre, hogy
a kiilonbdz6 napokon gyartott miitragyak nitrogéntartalmanak szorasa megegyezo-¢?

Hivjuk be tehdt a STATISZTIKAI PROBAK meniijéb6l az F-PROBA ES
BARTLETT-PROBA programot és valasszuk a képernyén megjelend almeniibél a
BARTLETT-PROBA programjat. A képernyén megjelend kérdésekre valaszolva
gépeljilk be a mintak szamat (5), az cgyes mintdk elemszamat (12) és szamitott
szorasnégyzeteiket. Valaszképpen a képernyén (vagy a felhasznald kivansiga sze-
rint a nyomtatéon) a kovetkezd eredmény jelenik meg:

KHI-NEGYZET  =2,4069
SZABADSAGI FOK =4
A VALOSZINUSEG =0,3386

A kiirt valoszin{iség azt jelenti, hogy a nullhipotézist, azaz a szérdsok azonossagat
csak 33,86 %-os szignifikanciaszinten vethetnénk el. A szokéasos 5%-os szignifikan-
ciaszinten a Melléklet 3. tabldzata szerint a y2 kritikus értéke 9,488. Mivel a szdmi-
tott khi-négyzet érték, 2,4069<9,488 =yi ;, a szordsok azonossagat elfogadjuk.

F-PROBA ES BARTLETT-PROBA

A valtozok Tistdja:

L — vizsgalando mintacsoportok szdma,
N() — a mintacsoportok elemszama,

XL — a mintacsoportok elemet,

S(I) — a mintacsoportok elemeinek Osszegzése,
G — f-prébanal a szabadsagi fok,

M (D) — a mintacsoportok elemeinek atlaga,
Q) — korrigalt tapasztalati szordsnégyzetek,
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— f-érték,
— khi-négyzet értéke,

E, R(I); B, D, W, H, C — részeredmeények,

4l g — f-probandl a szignifikanciaszint,
A, B, F1, Al, Bl1, Z — f-eloszlas szamitasanal a valtozdk,
J,A,B, S, T, WW — khi-négyzet eloszlas szamitasanal a valtozok,
M, N — lemezrél beolvasott adatmatrix oszlopainak és sorainak
szama,
OX — adatmatrixbol kijelolt oszlop szama,
D$ — meniinél valasztas,
AS — Igen-Nem valasztas,
ID — kiiratdsnal valasztas (képernyé vagy nyomtatd),
N$ — adatfile neve,
HS, HNS, S, SZ — lemeczhiba ellenbrzése.
Programmagyardzat:
100: Programcsomag-szervezeés.
110—240: A program neve.
250—390: Mecnii kiirasa, clagazasok.
400—660: Adatbevitel billentylizetr6l, korrigalt tapasztalati szorasnégyzet ki-
szamitasa.
670—1040: Adatmatrix kiiratdsa.
1050—1140: F-érték kiszamitésa.
1140—1350: Az f-értékhez tartozo valdsziniiség kiszamitasa.
1360—1450: Khi-négyzet kiszamitasa.
1460—1610: A khi-négyzethez tartozo valoszintiség kiszamitdsa.
1620—1960: Eredmények kiirdsa valasztas szerint képernydre vagy nyomtatora.
1970—2180: A program &ltal nytjtott lehet&ségek rovid ismertetése.
2190: Visszatérés a FOMENU c. programra.
2200—2620: Adatbeolvasas lemezrdl és a korrigdlt tapasztalati szérasnégyzet ki-
szamitasa. Kozben lemezhiba ellenérzése a 2630-as szubrutinnal.
2630—2740: Lemeczhibét ellenérz6 szubrutin.
2750—2850:  Varakozd szubrutin.
2860—2930: Varakozo szubrutin Igen-Nem véalaszra.
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5. SZORASELEMZES

A szoéraselemzés alapgondolata R. A. Fisher nevéhez fliz6dik. Segitségével eldont-
hetd, hogy egy vagy tobb adott tényezd (Un. faktor) gyakorol-e ténylegesen hatast
valamely kisérlet eredményére (6sszehasonlitd kisérletezés).

Néhany probléma, amely a szoéraselemzés segitségével megoldhato:

a) Tobb szennyviztisztitasi technologiaval azonos mindségli szennyvizet tisztitunk.
Tudni szeretnénk, hogy ezen technoldgiak altal kibocsatott szennyviz valamely
paramétere ugyanazon érték koriil ingadozik-e.

b) Haromféle korrozidvéds festéket kell Osszehasonlitanunk korrézioalldsag szem-
pontjabol, hiaromféle minéségli acélra felhordva. A korrdzidallosag megitélésénél
azonban szeretnénk tisztin latni, hogy a jobb korrézidadllosig a jobb acélminbség
vagy az eltérd festéktipus kovetkezménye.

c) Kiilonb6zd kukoricavetémag-mintakat kell osszehasonlitanunk egy termel$szo-
vetkezetben. A szovetkezet foldjel azonban eltéré adottsaguak.

Elére kell bocsatani, hogy a széraselemzésben a faktorok hatdsat egy folytonos
valoszintiségi valtozdra vizsgaljuk, s kiko6tjiik, hogy a fellépd valdsziniiségi valto-
zOk normalis closzlastiak €s azonos szorasuak legyenek.

Példankban tobb azonos szorasu, normalis eloszlast valdszinliségi valtozo var-
hato értékénck Osszehasonlitdsa a cél. Két ilyen valtozé Osszehasonlitasara a t-pro-
bat mdr ismerjiikk. Most ennek tobb valtozéra vald kiterjesztését targyaljuk. Meg-
jegyezziik, hogy minden lehetséges par t-probaval torténd dsszehasonlitésa nem lenne
célszerti, mert a dontés szignifikanciaszintje fligg az Osszehasonlitandd kisérletek
szamatdl. Gondoljuk meg, hogy 5%-o0s szignifikanciaszinten, 7 kisérlet varhato érté-
kének Osszehasonlitdsa esctén 21 t-probat kellene alkalmazni, €s annak valdszinti-
sége, hogy Hg igaz, de véletleniil valamelyik paros Osszehasonlitas mégis szignifikans
eltérést mutat, 1 —(1—0,05)21=0,66 (66%]!).

A miasodik feladatban a valtozd varhatd értékét kétféle hatas befolyasolja: a
bevonat €s az acélmindség. Kérdés, hogy valoban 1éteznek-¢ ilyen hatdsok vagy sem.
Hasonlé kérdést vet fel a harmadik példa 1s.

A tovabbiakban feltételezziik, hogy mindig véletlen kisérletezési sorrenddel kap-
tuk adatainkat. Ez nagyon fontos lehet az in. mddszeres hibak elkeriilésében. (Pl.
a kisérleti credmény a miiszerek kalibracidjanak fokozatos eltolodasa miatt sziszte-
matikusan eltolédhat valamilyen irdnyban, az 1d§jaras hatédsa a kisérlet crcdmmyerc:
clfedheti a vizsgalni kivant beavatkozas hatasat stb.) Fcltételezziik azt is, hogy a
kisérletezd tisztdban van a mérések ismételhetéségével ¢s az ismétlések fontossaga-
val is.

A kisérleti eredmények Osszechasonlitasa és az egyes faktorok kisérleti eredményekre
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gyakorolt hatdsanak kiilonvélasztasara gondolatban felbontjuk az egyes észlelt ered-
ménycket a kovetkezéképpen:

Xy = Lty E=12 5 =1y n;),

ahol x;; a kisérlet eredménye a j-edik mérési sorozatban az i-edik kezelés mellett;
¢ az oOsszchasonlitandé kisérletsorozatok (kezelések) szama (pl. az cls6é példiban a
kiilonb0z6d szennyviztisztitdsi technologiak szama); n; a merések szama egy-cgy ki-
sérletsorozatban (kezelés soran); p a kezelés nélkiili kisérlet varhatod cCrteke; ¢; az
i-edik kezelés hatdsa a varhaté értékre; g;; vClctlen hiba.

A véletlen hiba kovetkeztében fellépd szorast maradék szordsnak nevezi a szak-
irodalom. A maradék elnevezés értclmezése az elébbi additiv felbontdsbél nyilvan-
vald: a kiilon-kiilon értelmezett individualis hatasok kiilonvalasztasa utdn meg-
marado, megmagyarazatlan szorodas.

Természetesen az egyes kisérletsorozatok (kezelések) kimenetelének varhatd érté-
kével 1s felirhatjuk a modellt:

Xij == Wi+ 8&;
€s ¢z esetben

Wy v Ml 5 i e= ).
i=1

A varhato értéket X-sal, a yu; varhato értéket X;-vel becsiilhetjiik, ¢és igy az i-edik
kezelés ¢; hatasanak becslése: 7;=X;—X. Az Uj fogalmak gyakorlasiara tekintsiik a
kovetkezd példat: Négy kiilonbozd gyar rugoacélt gyart. Nevezziik a gyarakat A,
B, C és D gyarnak. Az acél szakitoszilardsiganak Osszehasonlitasara 10—10 mintat
kértiink mindegyik gyartdl, véletlenszeriien kivalasztva a mintakat egy-egy nagyobb
szallitmanybdl. A kapott szakitoszilardsag-értékek dimenzidémentes alakra hozva a
kovetkezOk voltak:

Gyar A B C D
] 70 70 90
50 80 60 [L5
80 85 65 80
60 105 75 70
Srakitoszilardsag 70 65 90 95
7S 100 45 100
40 90 05 105
45 95 70 90
80 100 65 100
70 70 75 60
Csoportatlag, x; 625 86,0 70,5 90,5
Szorasnégyzet, s; 2125 184 253,8 2747
f,: = J_Cl—)? _14,9 8,6 —6,9 13,]

¥ = 77,4.
A feladat tehat a H,: p, =u,=p3=p,; nullhipotézis, vagy ami ezzel egyenértékii, a

Hy: ¢;=0 minden i-re nullhipotézis vizsgdlata azzal a feltételezéssel, hogy a mérési
eredmények normalis eloszlastiak és az egyes kisérletsorozatokban (az egyes kezelé-
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sek sordn) a szordsok azonosak, azaz oi=oci=oc%=02. Ez utdbbi feltételezést a
Bartlett-prébaval ellendrizhetjiik (I. a Statisztikai probédk c. fejezetet).

5.1. Szoraselemzés egyszeres osztalyozassal

Ebben a fejezetben az ¢léz8 pontban leirt nullhipotézis (ti., hogy az egyes kisérlet-
sorozatok eredménye lényegében azonos, azaz az cgyes kezelések nem befolydsoljak
a kisérletek varhatd eredményét) vizsgdlatira mutatunk be egy modszert. A modszer
Iényege az, hogy az Osszes megfigyelésre egyiittesen kiszamitott szorast két Ossze-
tevére bontjuk :

— az egyes kisérletsorozatok atlagértékei (X;) ¢s a teljes atlag (X) eltérésébdl sza-

mitott szordsra (in. csoportok kozottl szoras) és a

—- a csoportokon beliili szorasra.

Az igy értelmezett két szords hanyadosat F-probaval hasonlitjuk Ossze. (A tar-
gyaldsban nem tériink ki a moddszer mélyecbb matematikai-statisztikai alapjaira,
de megjegyezziik, hogy a moddszer a Fisher—Cochran-féle szorasfelbontéasi tételen
alapul.)

Tekintsiik elészor az i-edik kezelés mellett kapott mérési eredmények korrigalt
tapasztalati szorasnégyzetét. Ez definicid szerint

. I (y—F)?
SF = ZLI_#_E)-: = ]: 23 caes O

ji=1 n;— 1
ahol ¢ a csoportok (kezelések) szama: n; az ismételt meghigyelések szama az egyes

C
csoportokban. Vezessiik be az n= 2 n; jelolést a megfigyelések teljes szamara.
i=1
Ha Hy igaz, minden s?% myanannak a kozos o%-nck a becslése. Az Osszes meghigye-
lésre egyuttescn bZd]T]]tOtt szorasnégyzet kiszamithatd a csoportokon beliili varian-

c1akbol:

I A} )
4 BA e

e = _— S

j=1 C C

c n;
2 2 (x
i=1 j=1
n—

Ez az s* mindenképpen becslése a kozos o®-nek, akar igaz a nullhipotézis, akdr
nem. A csoportok kdzotti szorasnégyzet definicid szerint

§-r (5p—X)*
=t @1

Mivel a csoportatlagok szorasa a/]/n, az el6ébbi szorasnégyzet a?/n becslése,
hacsak a nullhipotézis igaz. Ezért (a nullhipotézis fennalldsa esetén) o®re becslést
kaphatunk a csoportok kozotti szérasnégyzet n-szeresével is. Jeloljik ezt si-vel,

53 _ ch n(x; — X)*

i=1 E=1
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Foglaljuk &ssze eddigi eredményeinket: Van ¢ db fiiggetlen, normalis eloszlasu,
azonos szérasu valdsziniliségl valtozénk, &, &,, ..., .. Ezek varhatd értékére:

_ Ho: pu=pa =...= e,
1l. a

M = 1+
modell felhasznaldsaval

Hy: 1, =0 minden 218, 7=1,2, ..., ¢

A H, cllen8rzésére készitiink két fiiggetlen becslést a kozds o2 varianciara. Ha
H, igaz, akkor mind s2, mind s2 ugyanazon o2 becslése, és az F=us2/s* hanyados
F-eloszlast kovet, ¢—1, n—c szabadsagi fokparral. Ha H, nem igaz, s% becslése
lesz o%-nek, de s2 értékét az ecgyes csoportok kozotti szisztematikus eltérések (a keze-
1¢ések hatasa) noveli, igy hanyadosuk nagyobb lesz, mint a megfcleld szignifikancia-
szinthez és {(c—1, n—c)} szabadségi fokhoz tartozé F; érték. Ha F>Fh_, ,_ ),
akkor H,-t nem fogadjuk el, igy azt mondhatjuk, hogy az egyes csoportokban a
varhato értékek kiilonbozdek, ezért a ,kezelés” hatasosnak mondhaté e szignifikan-
ciaszinten.

A szamolas megkonnyitésére €s attekinthetébbé tételére szokas az un. szorasfel-
bonto tablazat elkészitése. A modszer angol nevének (ANalysis Of V Ariance) rovi-
ditéscként elterjedt az ANOVA betliszo haszndlata a szdéradsclemzés jelolésére.

Széraselemzés egyszeres osztalyozassal
(Egyvaltozos ANOVA tablazat)

Szorodas oka Négyzetosszeg Szabadsagi fok Szorasnégyzet
e < - =ittn 5 Q.
Csoportok kozott 0y = ¥ #lR~%) c—1 5o = 1
A~ P
Csoportokon beliili - Q
(maradék) Q=T 3 (xiy—=) n—c = —
i=1j=1 n—c
i c ng
Teljes Q= Y X (x;;—x)2 n—1
i=1j=1

A szorasnégyzetnek az ANOVA tdblazatban szereplé felbontdsa azzal a lényeges
tulajdonsaggal rendelkezik, hogy a teljes négyzetosszeg éppen a Q; €s Q,, azaz a
csoportok kozotti eltérés négyzetdsszeg és a csoportokon beliili, in. maradék négy-
zetOsszeg Osszege, tovabba a teljes négyzetdsszeg szabadsagi foka éppen Q; és Q,
szabadsagi fokainak Osszege. (Ez a tulajdonsag sziikséges ¢€s clégséges feltétele annak,
hogy s2 és s mindkettd fiiggetlen, y? eloszlasu valdszinliségl valtozd legyen!)

Az allitas 1gazoldsara irjuk fel az egyes méréseknek az atlagtdl vald eltérését a ko-
vetkezd modon:
Xp—X = (Xy;— X)) +(5;—X).

Emeljiik négyzetre és Osszegezziik a kifejezés mindkét oldalat minden i, j-re:

2 (xij—f)z = 2 (x5j~fs)2+2’(fs—f)2+2§ (xij‘"fi)(-’_ci':f)-

iy J iy J



Vegyiik észre, hogy a keresztszorzat zérus értékii, hiszen

c n c n;
> 2 (=X (F—%) = 3 {(x%;— %) 3 (xi;— X}
i=1j=1 i=1 i=1
,,‘ v - L4 r Lk »; r i
és > (x;;—X;)=0 minden i-re az atlag definicidja miatt. Ezt felhasznalva €ppen a
j=1

kivant azonossaghoz jutunk.

A modszer illusztraldsara vizsgaljuk meg a négy rugdacélgyar acélmintdira vonat-
kozo6 példat, és nézziik meg igaz-e az a hipotézis, hogy a mintdk szakitoszilardsaga
azonos, fiiggetleniil attdl, hogy melyik gyar gyartotta azokat. Mivel a szorasanalizis
modszere alkalmazasanak cléfcltétele az, hogy az egyes csoportok szordsa lényege-
ben azonos legyen, hivjuk be ¢ldszor a STATISZTIKAI PROBAK meniijébdl az
F-PROBA ¢és BARTLETT-PROBA meniiagat. Gépeljiik be adatainkat. (A rész-
leteket illetéen 1. a Bartlett-préobaval foglalkozo 4.5.2 pontot.) A képernydn a kovet-
kez6 eredmény jelenik meg:

KHI-NEGYZET =0,41565
SZABADSAGI FOK =3
A VALOSZINUSEG =0,063

A kapott eredmény szerint a szordsok csak akkor volnanak megkiilonboztet:
hetéek, ha (1—0,063)=93,7% kockazatot vallalndnk arra, hogy azonosak, de m!
mégis (az eredmény véletlen jellege miatt) kiilonb6zének mondjuk &ket. 5%-os
kockazatvallalas (szignifikanciaszint) mellett a szérdasok azonosnak mondhatdk, igy
a szoraselemzés elvégzésének nincs akadalya. )

Térjiink at ezért a SZORASELEMZES meniidgra és valasszunk ki a SZORAS-
ELEMZES EGYSZERES OSZTALYOZASSAL programot. Adatainkat ez esetben
is akar lemezen el6készitett file-bol, akar billentylizetr6l bevihetjitk. 4 mintacsopor-
tunk van (4 kisérletsorozat, 4 ,kezelés”), minden csoportban 10—10 mérési ered-
ménnyel. Az adatok megadasa utan a képernyén vagy kivansag esetén a nyomtato-
val kiiratva a kovetkez6 eredményt latjuk:

A SZORASFELBONTO TABLAZAT

NEGYZET- SZABADSAGI SZORAS-
OSSZEG FOK NEGYZET
CSOPORTOK
KOZOTTI 5151,875 3 1717,292
CSOPORTOKON
BELULI 8347,500 36 231,875
TELJES 13 499,375 39

F-ERTEK = 7,40611 o
A CSOPORTOK KOZOTTI ELTERES 0,08%-0s SZINTEN SZIGNIFIKANS

A megjelené eredmény azt mutatja, hogy a kezelések varhato értékel jelentSsen
eltérnek, mar 0,1%-alatti szignifikanciaszinten is. (Ha ennél nagyobb kockézatot
vallalunk arra, hogy a helyes nullhipotézist a véletlen miatt eltérd mintaatlagok
(csoportatlagok) miatt elvetjiik, akkor még inkabb el kell vetniink a varhatd értékek
azonossaganak feltételezését.) Az eredmény értelmezését megkdnnyiti ¢s a dontés
jogossagat az Olvaséban megerdsiti, ha a Melléklet 4. tablazatabol kikeresi a (3,36)
szabadsagi foku F elosztds kritikus értékét, mondjuk 1%-os szignifikanciaszinten

Fle=0.01,3,36) = 4:4.
Mivel a szamitott F-érték ennél nagyobb, a nullhipotézist el kell vetni.
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A valtozok listdja:

L
N(D)
X, D
MM
St

S

SA
S3
SC
S2
SE
SB
SD
SF

L

J

M, N
0X
A$
ID
N$
HS, HNS, S, SZ

Programmagyardzat:

SZORASELEMZES (EGYSZERES)

a mintacsoportok szama,

a mintacsoportok elemsziama,

a mintacsoportok elemeli,

az 0sszes elemek szdma,
részeredmény,

csoportok kozotti négyzetosszeg,
S kerekitve,

csoportokon beliili négyzetosszeg,
S3 kerckitve,

négyzetdsszeg osszesen,

S2 kerekitve,

- csoportok kozotti korrigalt tapasztalati szorasnégyzet,

csoportokon beliili korrigdlt tapasztalati szorasnégyzet,

- f-érték,

csoportok kozottl szabadsagi fok,

csoportokon beliili szabadsagi fok,

lemezrdl beolvasott adatmatrix oszlopainak és sorainak szama,
mintacsoport adatmatrixbeli oszlopszama,

Igen-Nem valasztas,

kiiratasnal valasztas (képerny6 vagy nyomtato),

adatfile neve,

lemezhiba cllen6rzése.

100: Programcsomag-szervezés.

110—240: A program neve.

250—1040: Adatbevitel, szamitasok.
1050—1300: Eredmények kiirasa valasztas szerint képernydére vagy nyomtatora.
1310—1520: A program altal nyujtott lehetéségek rovid ismertetése.

1530: Visszatérés a FOMENU c. programra.
1540—1960: Adatbeolvasas lemezrdl. Kozben lemezhiba ellendrzése az 1970-es
szubrutinnal.

1970—2080: Lemezhibat ellendrzd szubrutin.
2090—2190: Varakozo szubrutin.
2200—2270: Varakozd szubrutin Igen-Nem valaszra.
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5.2. Szoraselemzés kétszeres osztalyozassal

Tegyiik fel, hogy egy adott novényfajta termelés¢hez r-féle vetémagot hasznalha-
tunk fel. Szerctnénk tudni, hogy melyik vetdmag alkalmazasa adja a legjobb ter-

éshozamot. A termeldszovetkezet foldjei azonban kiilonb6zé mindséglick, mas a
ta]aJ Osszetétele, pH-ja stb. Ez a terméshozamokat természetesen befolydsolhatja.
Ezért ezt a hatést szeretnénk kikiiszébolni. Ugy is fogalmazhatnank, hogy a vetd-
magfajta hatdsat akarjuk tisztan értékelni, a talaj hatasat pedig kisz{irni a vizsga-
latbol. Természetesen Ichetne ez forditva is, vagy akar kivancsiak Iehetnénk mind-
két hatasra tisztan is. Mindez a moddszer szempontjabol nem jatszik szerepet, de
egyszeriibb a magyarazat, ha elészor egyetlen hatds (faktor) vizsgalatidra szorit-
kozunk.

Ugyancsak az cgyszerliség kedvéért tegyiik fel eldszor, hogy minden vet('imag,-
fajtaval, minden talajtipusban végziink egy-egy kisérletet. M¢érési adataink igy tab-
lazatos forméba rendezhet6k, minden vetémagtipus ¢és minden talajtipus kijeloli
a tablazat egy elemét. A tablazat igy kijelolt helyét celldnak szokés nevezni. Azt
mondhatjuk tehat, hogy kisérleteinket két faktor befolyasolja, adatainkat kétféle
szempont szerint osztalyozhatjuk, ¢s cellanként egyetlen kisérletet végeztiink. Jelol-
jiik az egyik hatast 7;-vel (az angol treatment (kezelés) sz kezddbetiijét alkalmazva),
a masik hatast b;-vel (az angol block széra emliékeztetve).

Ha feltételezziik, hogy a vetémag fajtaja €s a talajtipus egymastol fiiggetleniil hat
a terméshozamra, akkor ezt a kovetkezd alakban fejezhetjiik ki:

[lij:,!l'—:‘fj—}—bf (i et ],2,...,?‘; j == 72, “_,c),
ahol ¢ a vetémagfajtak szama; r az alkalmazott talajtipusok szama.
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Az eldbbi felirassal egyenértékli a mérési adatokra a kovetkezd modell lesz ér-
vényes:
)CU = !’L_}ibi+tj+8£_j (i m— 1, ey f’; _]. = 1, PR C).

Természetesen
r c
2b:i=0; 2¢t,=0
i=1 j=1

Feltételezziik, hogy ¢;; a véletlen okozta hiba, amely N(0, o) closzlasu és g;;-k
mind fiiggetlenek. Hipotézisiink az, hogy a vetdmagtajtadknak (kezelésckneck) nincs
hatasa a varhato terméshozamra, azaz

Hy: t; =0 minden j-re.

Az egyszeres osztalyozasu szordsanalizishez hasonldan itt is a teljes négyzetosszeg
fliggetlen négyzetGsszegekre torténd felbontasat keressiik. Az elsé négyzetdsszeg
a kezelések kovetkeztében fellépd valtozast méri, a masodik az egyes blokkok ko-
zOttl cltérésck négyzetdsszege, a harmadik a maradék négyzetdsszeg. A kezelések
kovetkeztében fellépd szorast ezutan a maradék szordashoz viszonyitjuk, a szokasos
F-probat hasznalva.

Vezessiik be a kovetkezd jeldléseket:

r (o4

%, = — po P 1 %= 2 .
le c j:‘:l (%] o] 7 1%} c =

||M

i=1

Ezekkel a jelodlésekkel felirhato a kovetkezd egyenlet:

Q=3 (=R = 3 F—5+r 3 (x,~ D+

L, J

—f«Z(x,J Xi—X,;+X%)* = Q;+Q;+Qs.
i J
Az egyszeres osztalyozast szorasanalizisnél elmondott elvek alapjan az elébbi azo-
nossag bizonyitasat az Olvasdéra bizzuk. A kifejezés jobb oldalan allo elsé tag a
blokkok kozotti eltérés mértéke, a masodik a kezelések kozottié, a harmadik a
marad€k négyzetdsszeg. Egyszerlien belathatd az is, hogy az egyes négyzetosszegek
szabadsagi fokai a kovetkezdk :

Q,: r—1
Qy: c—1
Qg (r—1)(c—1)

Q: re—1

Osszuk most el rendre a négyzetosszegeket szabadsagi fokaik szamaval!

@ cé@ﬁmz

r—1 - r—1

Q, ! j;;_ (F=%)

=1 g—1
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. Qs 2 (B, —% 3B

iod
S = =

= G—=De—1)

Belathato, hogy ezek varhato értékel a kovetkezdk:

re—1

i c r
MG = o+ S8,
- i=1

M(s)) = o*+—— > &,
G~ j=1
M(s3) = o2,

Sem a Q,-t, sem Q;-t nem befolyasolja, hogy a blokkok ko6zotti eltérés négyzet-

osszege mekkora. Ha a nullhipotézis igaz, akkor minden ¢; érték zérus, és M (s3)=
2

=M(s3), igy az (S—;‘] hanyados F-eloszlast kovet (¢—1), (r—1). (¢ —1) szabadsagi
3

fokparral, és igy ez a hanyados Osszehasonlithaté adott szignifikanciaszinten az

F-closzlas kritikus értékeivel.

Ha F._1y, -1y -1<F&, akkor a hipotézis igaz. Ellenkezd esetben szignifikans
kiilonbség van az egyes vetémagfajtakkal elérheté hozamok kozott, altalanosan
fogalmazva, az egyes ,kezelések” varhaté értéke nem azonos. A kiszamitandd négy-
zetosszegeket €s szabadsagi fokaikat a szamitas megkonnyitése érdekében tablazato-
san is Osszefoglaltuk:

Szoraselemzés kétszeres osztalyozassal, cellanként 1 kisérlettel

A szborodas oka Négyzetosszeg bza?glcisagl Becsiilt varhato érték
Kezelés hatasa &

(oszlopok elté- r o2 (R xn c—1 o+ bl

rése) F=it e—~1 &
Blokk hatas y C

(sorok kozotti ¢ ¥ (%.— %) F—1 o? - ¥ b2

eltérés) = F—1 4
Maradék 2 (x—%.—%,;—X)P (r—1D(c—1) o2

i’j
Teljes X (x;;—%)* rc—1
i1

Tegyiik fel most, hogy cellinként nem egy, hanem n kisérletet végeztiink, azaz
Xijk = U+bi+1;+€5
AliRlE T=1l, vy 75 =1y cueniC® =1y wnus H.

Az el6zb gondolatmenetet kovetve levezethetd, hogy a kiszamitandd négyzet-
Osszegek és szabadsagi fokaik a kovetkezdk lesznek :
Szordselemzés kétszeres osztalyozassal, cellanként n kisérlettel
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A sz0rodas oka Négyzetosszeg bza?gﬁsagl Becsiilt varhato érték
Kezelések hatasa ) N it c )

(oszlopok) ’”-Z." (X, — %) =N - 'fm'jg:x c—1

' r b

Blokkhatas fe 3 AX—%)" r—1 oltne X

(sorok) R = |
Maradeék kiilonbségképzéssel nre—c—r--1 c?
Teljes X (xpp—X)P nre — 1

i, 5.k

A vizsgalt nullhipotézis és az F-proba alkalmazasa a cellinkénti 1 kisérletnél
clmondottakkal analég. Ha H,: 7,=0 minden j-re igaz, akkor a kezclésekre vo-
natkozo ¢s a maradék négyzetosszegbdl kapott szordsok hanyadosa F-eloszlasu,
(¢c—1), (nr¢c—c—r+1) szabadsagi fokparral, és ha

< Tkrit
Ec—])(nrc—c—r-i—l) =< -l:: o ’

akkor a nullhipotézist elfogadjuk.

Az elmondottak megvilagitasara tekintsitk a kovetkez6 példat: Harom vetdmag-
fajtat kell osszehasonlitanunk (V;, V, és V) és 4 kiilonféle tipusu talajon kivdnjuk
ezeket kiprébalni. Mérési adatainkat (q/hektar) a kdvetkezd tablazatban foglaltuk
ossze:

Vetémagtipus
Talajtipus
V]_ Vz VS
1 21 23 24
28 18 17 23
3. 18 21 20
4. {47 20 22

A tablazatbdl lathato, hogy cellanként egy kisérletet végeztiink. Nullhipotézisiink
az, hogy a varhaté hozamok minden vetémagfajtira azonosak. Valaszoljunk a kér-
désre 5%-os szignifikanciaszinten, ill. hatidrozzuk meg azt a szignifikanciaszintet,
amelyen még éppen kiilonbséget tudunk tenni a vetémagtipusok szerint.

A feladat elvégzésére a STATISZTIKAI PROBAK meniijébdl valasszunk a SZO-
RASELEMZES meniidgat, abbdl pedig a SZORASELEMZES KETSZERES OSZ-
TALYOZASSAL programdgat. A vilasztis hatdsira a program megkérdezi, hogy
kériink-e ismertetést. Ha kériink, kiirja a képernySre a modszer elvét, majd a mérési
adatokat kéri. Ha nem, akkor egyenesen erre a pontra tér. Mérési adatainkat akar
billentyf{izetrol, akar lemezen eldkészitett file-bdl bevihetjiik. A billentytizetrdl valo
adatbevitelnél eldbb az adatmatrix sorainak szamat kéri (ez esetiinkben az eltérd
talajtipusok szama, azaz 4), majd a matrix oszlopainak szamat (a vetémagtipusok
szamat), ami cz csctben 3. Az adatokat soronként kell megadni.

Az adatok megadasa utan a képerny6n a kovetkezd eredmény jelenik meg (ill.
nyomtatd valasztisa esetén a nyomtatdval irathatd ki).
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A SZORASFELBONTO TABLAZAT

NEGYZET- SZABADSAGI SZORAS-
OSSZEG FOK NEGYZET

Oszlop 28,17 2 14,08
Sor 22 3 1,33
Maradék 14,5 6 2,42
Teljes 64,67 11

F (oszlop): 5,83

F (sor): 3,03

Elemezziik az clébbi eredményeket! Térjiink vissza a FOMENU hoz, ¢€s valasz-
szuk ki az eloszlas fiiggvények meniijéb8l az F ELOSZLAST! Adjuk meg elészor
az oszlopok eltérésének F értékét (5,83), majd a szamlaldé és nevezd szabadsagi
fokainak szamat (2 és 6). A képernydre a kovetkez6 eredmény irddik ki

A SZIGNIFIKANCIASZINT 0,039

Az eredmény tehat azt jelenti, hogy az oszlopok kozotti eltérés kb. 4%-os szig-
nifikanciaszinten mar szignifikdns. S%-os szinten még inkdbb az. fgy azt mondhat-
juk, hogy a vetémagfajtanak szignifikdns hatdsa van a terméshozamra.

Adjuk meg most a sorok elteresenek E értekét (3,0) és szabadsagi fokait (3,6).
Ezt kénnyliszerrel, a FOMENU ismételt hivasa nélkiil is megtehetjiik, mert a prog-
ram megkérdezi a fémeniihoz valo visszatérés eldtt, hogy akarunk-e még mas érték-
kel is szamolni. A képernydn megjelend eredményb61 megtudhatjuk, hogy az eltérd
talajtipusok hatasa csak 11,5%-o0s szignifikanciaszinten lenne kimutathaté. 5%-os
szignifikanciaszinten a nullhipotézist (azaz a talajtipusok hatasédnak lényegtelen vol-
tat) el kell fogadnunk.

Megjegyzés: A programcsomag a kétszeres osztalyozasu szorasanalizist csak a
cellanként 1 kisérletet megengedd esetre tartalmazza.

SZORASELEMZES KETSZERES OSZTALYOZASSAL
A valtozok listdja:

N — az egyik faktor szintjeinek szama (a matrix sorainak szama),
M — a masik faktor szintjeinek szdma (a matrix oszlopainak szdma),
X, D — az adatok,

T(), 81, 52 — részeredmény,

S — teljes négyzetosszeg,

SA — S kerekitve,

S4 —— oszlopok kozotti négyzetosszeg,

SB — S4 kerekitve,

S3 — sorok kozotti négyzetosszeg,

SD — S3 kerekitve,

S5 — ecltérés négyzetosszege,

SG — S5 kerekitve,

Vi1 — oszlopok kozotti korrigalt tapasztalati szorasnégyzet,

SC — V1 kerekitve,

p — sorok kozotti korrigalt tapasztalati szorasnégyzet,

SE — V2 kerekitve,

\% — cltérés korrigalt tapasztalati szorasnégyzete,
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SH — V kerekitve,

I — teljes szabadsagi fok,

J — oszlopok kozotti szabadsagi fok,

K — sorok kozotti szabadsagi fok,

L — eltérés szabadsagi foka,

SF — f-¢érték oszlopok kozétt,

SI — f-értek sorok kozott,

M, N — lemezrdl beolvasott adatmatrix oszlopainak és sorainak szdma,
R — a vizsgalt oszlopok szdma,

01¢)) — a kijeldlt oszlopok,

AS$ — Igen-Nem valasztas,

ID — kiiratasnal valasztas (képernyd vagy nyomtatd),
N$ — adatfile neve,

HS, HNS. S, SZ — lemezhiba ellen6rzése.

Programmagyardzat:

100: Programcsomag-szervezes.

110—240: A program neve.

350—1040: Adatbevitel, szamitasok.
1050—-1340: Eredmények kiirdsa valasztas szerint képernyére vagy nyomtatora.
1350—1520: A program altal nytjtott lehet&ségek rovid ismertetése.

1530: Visszatérés a FOMENU c. programra.
1540—1950: Adatbeolvasas lemezrdl. Kozben lemezhiba ellen6rzése az 1960-as
szubrutinnal.

1960—2070: Lemezhibat ellen6rz6d szubrutin.
2080—2180: Varakozo szubrutin.
2190—2260: Varakozo szubrutin Igen-Nem valaszra.

TOREMEE R AR R bR e
1 REF¥ *
G558 REM# SEAMITHSOK +
SV REM#

B350 FEN+*$+++++++¢+#*++*¢+#++#+*#**+
i 1Y FFIHT CHR#:C145

I=1 TO H:35=8:FOR JT=1 TO R:kx=¢il, I3
ll --l—m_\-Ju+ +.i'f4& T ._]‘

S5 HERT I
+TCI DTSy

RN -1 d/H=51 I=f=1 W 1=54 -7

K 38=5 4:L=]-J~K:¥=1E37:IF L<>8 THEN Y=S5/L

E (GA¥1ES s A1ED
GRE SC=IMTCV1%1E43/1E9
QR S IHT'- #1E3 A1ER
1089 SE=INT(VZ#1Ed 3 /1E4

H ESG=IMT(S5%1E3)/1E3
SH=INTCVY#1E431E4

AZ0 SI=1E37: IF VB0 THEM SI=vzAy
G EF=1EZY I IF WO3E THEM SF=t1 0
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6. REGRESSZIO ES
KORRELACIOSZ AMITAS
(GORBEILLESZTES)

A statisztikai adatfeldolgozasban gyakori feladat annak a megallapitasa, hogy egy
adott valtozo értcke fligg egy masik valtozd (vagy mas valtozok) értékétdl. Az egy-
szerliség kedvéért tegyiik fol elészor, hogy egy valtozd értékét egyetlen masik val-
tozé befolydsolja. Tehat 2 valtozd értékét mérjilk egyidejlileg minden mérésnél.
Az Osszetartozéd mért értékeket azonos indexszel latjuk el. Ha n mérést végeztiink
akkor n adatparunk van: (x;, yy), (X2, Vo), --vr (X4, ¥), tOomoren fogalmazva
{xiyi}i=1.

Keressiik azt a fiiggvénykapcsolatot, amely kifejezi y fiiggését x-t61. Tipikus példa
az ilyen vizsgilatokra a kovetkezd: Egy erdégazdasagban fakitermeléssel foglal-
koznak. Szeretnének egy egyszeri mddszert taldlni a fakitermelés hozamanak becs-
lésére. Kordbbi munkajukbdl sok mérési adatuk van: 100 esetben feljegyezték a
kivagott fak magassagat és a fatorzs atmérojét a vagads helyén. E két adatbol a fa
hasznos tomegét egyszer(i képletekkel ki tudjak szamolni. A fak magassagat azon-
ban csak a fa kivagasa utdn lehet pontosan megmérni. Segits¢giinkre lehet az az
ismert tény, hogy a telepitett erdékben a fak magassaga aranyos a fatorzs 4tméréjé-
vel. Tgy kézenfekvd a gondolat, hogy célszerii lenne a kitermelhetd fatdmeget a
konnyen mérhetd fatorzsatmérd méretébdl becsiilni. Ehhez az sziikséges, hogy a
magassag becslését az atmérd mérésére vezessék vissza. Ez a visszavetités, vissza-
vezetés (1degen szodval regresszio) tehat cgy olyan becslé fiiggvény megkeresését
jelenti, amellyel az cgyik valtozo (a fiiggd valtozo) értéke becsiilhetd a masik val-
tozo (a fiiggetlen valtozd) értékének ismeretében.

A regresszids modszerek targyaldasanal az ,alulrdl épitkezés” modszerét kovet-
jik: egyszerilibb esetekben bemutatjuk a modszereket, majd bonyolultabb esetekre
is kiterjesztjiik a vizsgalatokat, végiil bemutatjuk a modszerek hatterében megbuvéd
altalanos elméletet.
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6.1. Egyvaltozos linearis regresszio a legkisebb
négyzetek modszerével

Tegyiik fel, hogy tudjuk, két valtozd kozott linedris kapcsolat all fenn. Téargyala-
sunk clején azt is feltessziik, hogy az egyik valtozo értékét a kisérletezd hiba nélkiil
allitja be, 1ll. tudja mérni, mig a masik, a fliggd valtozo ¢rtéke azonos fiiggetlen
valtozo értéknél is kisérletrdl kisérletre ingadozik, azaz valamilyen érték koriil in-
gadozva szorddast mutat. Mas szavakkal, a fiiggd valtozo valdszinliségi valtozonak
tekinthetd.

Jelolje a fluggetlen valtozot x, a fiiggd valtozot y. A két valtozo kozotti linedris
kapCboldt feltételezése azt jclcnti hogy fennall az y=a,+a;x Osszefiiggés, ahol
a, €s a, a linearis modell paraméterel. Az egyenlet egy egyenes egyenlete. Hogyan
lehet az egyenes két paraméterét, a,-t és a,-ct becsiilni.

A becslés leggyakrabban hasznilt, legelterjedtebb modszere a legkisebb négyzetek
elvén alapul. Jeldlje 4, az a, paraméter becsiilt értékét, 4, az a; paraméter becsiilt
értékét, az Osszetartozo mérési adatokat pedig x; és y;. Az egyenes az x; ponthoz az
do+ d; x; értéket rendeli. Képezziik most a mért y; és az x; helyen szamitott d,+ &, x;
¢rtékek kiillonbségét :

¢; = y;—(do+dy x;).

Az d, és 4, ¢értékét akkor hatarozzuk meg helyesen, ha ez a hiba, azaz a mért ¢s
szamitott értékek kiilonbsége kicsi. Felmeriil a kérdés, hogy az e,, ..., e; hibak
m}lyen fuggvenyet tekintsiik a jo becslés kritériuménak. A legkisebb négyzetek elve
szerint az a, és a; €rtéket ugy valasszuk meg, hogy az ¢ értékek Osszegének lehetd
legkisebb értékre csokkentését tlizziik ki célul:

n
= i Z’ (y;—(dg—dy x;))* - min .
=1 do, 41
A Q négyzetdsszeg az d, €s d; paraméterek fiiggvénye, ugyanis x; és y; itt mar konk-
rét szamértékek. A Q d,¢és @, szerinti minimumat ugy kapjuk meg, hogy kiszamitjuk
d, és d, szerinti parcialis derivé]tjait azokat zérussal tessziik egyenldvé ¢és meg-
keressiik az igy kapott egyenletek &, és 4, gyokeit:

2Q ;
()ﬁo = 22(y;—do—dyx)(— 1) = 0,
o = E20i—do—dix)(x) = 0.

Atrendezve a kovetkezdé un. normdlegyenlet-rendszerhez jutunk:
I‘Iéo+d]_2,ti = Z”Vi,
s 2y d, 25 = 2% V.
Az cgyenletrendszer az d, és d, paraméterekben linearis. Megoldasa tobbféle-

képpen 1s Iehetséges. Ha szamitogéppel oldjuk meg az egyenletrendszert, akkor rend-
szerint a kovetkezd formuldkat hasznaljuk:
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4 nix, y,—Xx;Zy;
YT nExi—Cx)?

d@ — }7_&1 f.
Belathato, hogy az &, fenti képletével egyenértékii az

4 = Z(x;—X)(y;—y)
. X(x;—x)2

ill. az
P 2X; ¥;—nxy
1 — =
2x?—nx?

képlet i1s. Konnyen belathatd az is, hogy a legkisebb négyzetek modszerével illesztett
egyenes atmegy az (X, ) ponton, €s meredeksége éppen 4,. Ez¢rt gyakran szoktik a
két ponton atmend egyenes analitikus geometriabol jol ismert képletét is haszndlni
az egyenes jellemzésére:

y—y =d(x—X).

Ha d, ¢és 4, értékét meghataroztuk, tetszdleges x, értékhez kiszamithatjuk az
egyenesen fekvd y, pontot, azaz az y valtozo becslését az x, helyen feltéve, hogy x,
a mérési pontok altal lefedett intervallumba esett. (Az extrapolacio regresszids gor-
bék esetében nem megengedhetd.)

Ha minden x értéknél tobb mérést végeztiink, akkor a megfelelé y értékek min-
den x értéknél egy eloszlast adnak. Ezt a kovetkezd abrdval szemléltethetjiik :

y 8

.
Regresszios
gorbe
y eloszlasa x =xq-neél
el
X4 g X3 X

18. abra. Regresszios gorbe
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Ha valoban az x és y valtozdk kozotti Osszefiiggés egyenletét talaltuk meg, és
annak paramétereit hataroztuk meg, akkor a regresszids gorbe az y valtozo feltételes
varhato értékeit koti dssze.

A regresszids feladat elsé problémaja altaldban az egyenlet alakjanak meghata-
rozasa, matematikai kifejezéssel ¢lve a megfeleld fliggvényosztaly kivalasztasa. A vég-
teleniil sokféle fiiggvényosztdly koziil leggyakrabban az alabbiakat hasznaljuk.

— A linearis fiiggvények osztalya: y=a,+a;x ecgyetlen fiiggetlen valtozé esetén,
k
y=ae+ > a;x; k szamu fliggetlen valtozd esetén.

i=1
— A kvadratikus fiiggvények osztalya: y=a,+a,x+a,x* egyetlen fiiggetlen val-
tozora.
— Az exponencidlis fiiggvények osztalya: y=qg,e™ vagy y=a x* (egyvaltozds
eset).

A példakat tovabb sorolhatnank. A fiiggvényalak megvalasztasat elméleti megfon-
tolasok befolyasolhatjdk, vagy a gyakorlatban igazolhatjuk egy-egy feltételezett &sz-
szefiiggés helyességét. A gyakorlatban tgy szokés eljarni, hogy tobbféle egyenletala-
kot 1s kiprébalunk, majd kivalasztjuk azt a fiiggvényalakot, amely legjobban illesz-
kedik mérési pontjainkhoz.

Maradjunk egyelére az egyvaltozds, linearis regresszid problémajanal. Milyen fel-
tételeknek kell teljesiilniiik ahhoz, hogy a legkisebb négyzetek mddszerével kapott dy
és @, becsiilt paraméterek jo becslései legyenek a valddi Osszefiiggés ay és a; para-
métereinek ?

Linearis regresszional kimutathatd, hogy d, és d; a valodi paraméterek legnagyobb
valészintiségli (in. maximum likelihood) becslésci, ha fenndllnak a kovetkezd fel-
teielek::

— a pontosan mérhet6 x valtozé minden konkrét értékénél az n valdszintliségi val-
toz6 normalis eloszldsi a,+a;x véarhatd értékkel és o7, szorasnégyzettel,
— a 0{yx) SzOrasnégyzet minden x értéknél azonos, azaz x Crtékétdl fiiggetlen.

Ha a linearis regresszios modellt ezzel a két feltétellel kiegészitjiik, akkor a valddi
regresszios egyenes, y=a,+a,x éppen az

y=M(@n|x) = a+ax

varhatd értékeket Osszekotd egyenes. A hibaval terhelt mérési adatokbdl szami-
tott regresszids egyenest a valdédi egyenestdl vald megkiilonboztetés képpen

¥ = dy+d,x-szel jeloljiik.

Az elébbi két feltételt természetesen a modszer bevezetésében, a fejezet clején is
leirhattuk volna (mint ahogy ezt a legtébb szakkdnyv is teszi). Sokéves tapasztala-
tunk szerint azonban ez azt a hamis latszatot keltené, hogy a legkisebb négyzetck
modszerét egy egyenlet paramétercinek meghatarozasara csak akkor lehet hasznalni,
ha ezek a feltételek fennallnak. Ez azonban nem igy van. Csupan annyit mondhatunk,
hogy a paraméterbecslés akkor esik egybe az Un. maximum likelihood becsléssel
(ami statisztikai értelemben egy jo, megbizhatd becslés) ha ezek a feltételek igazak.
Ha példaul a masodik feltétel (a széras fiiggetlensége az x koordinatatol) nem all
fenn, akkor a becslést azzal javithatjuk, ha a kisebb szorasu helyeken mért adatokat
nagyobb silyozo faktorral vessziik figyelembe az Osszegzésnél, ahol silyozo faktor-
ként a megfelelé x helyen vett szords reciprokat vehetjiik.
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A regresszios egyenes statisztikai vizsgdlata

A statisztikal vizsgalat clsé lépéseként nézziik meg, hogyan jellemezhetd az egye-
nes illeszkedése a mérési pontokhoz! Az illeszkedés josaganak vizsgalatdhoz bont-

n
suk fel az y; szdrasanak kifejezésében levé > (y;—y)? un. teljes négyzetdsszeget
i=1

két részre
Q= ;(Jﬁ*f)g = ;1' (=P + ___Zi(yi_)—j)z = Q1+ Q..

Az egyenletben p;=dp+ d;x; a becsiilt paraméterekkel szamitott y; ért€ék az x; he-
lyen. (A felbontds jogossagat itt nem bizonyitjuk.)
Az egyenlet jobb oldalan

Q= é(yi-}?,-)‘z

a mért ¢s szamitott y értékek eltérésének négyzetosszege. Ez az a négyzetdsszeg,
amelyet minimalizalva az 4, és 4, értékeket meghataroztuk. A négyzetdsszegnek cz
mar a minimuma, azaz azt mondhatjuk, hogy nem velt olyan 4, ¢s &, érték, amellyel
ez még kisebbé tehetd. Az eltérésnek ez a maradék része a regresszidval megmagya-
razatlan maradt. Elnevezése ezért maradék négyzetosszeg. A jobb oldal mésik tagja,

n
Q:= > (§;—7y)* a szamitott P értékek €s az y eltérése. Ez az a része a Q négyzet-
i=1

osszegnek, ami a regressziora vezethetd vissza, amit a regresszios egyenes magyaraz
meg. (A regresszids egyenes is &tmegy az (X, y) ponton, igy akar jp-ot is irhattunk
volna.) Q, neve regresszids négyzetosszeg.

Minél jobb az egyenes illeszkedése, annal kisebb Q,, ill. annal nagyobb a Q,/Q,
hanyados.

Bizonyithatd, hogy Q closzlasa y? closzlds, szabadsdgi foka n—1. Mivel Q, sza-
badsagi foka n—2, Q, szabadsagi foka 1, azaz Q, és Q, szabadsagi fokainak 0Osz-
szege ¢ppen Q szabadsagi foka, ezért Qg és Q, fiiggetlen, ¥ eloszlast valdsziniiségi
valtozok.

Kepezzitk most az

B~ 5
1

n—?2

hianyadost. A hianyados F-closzlasu, 1, n—2 szabadsagi fokparral. Ezért a hanya-
dos 1-t61 valo eltéréscére (a Q. €s Q, szignifikans eltérésére) statisztikai prébat konst-
rudlhatunk. Nullhipotézisiink a kdvetkez6:

Hy: Q: =0

Ha a nullhipotézis igaz, F-eloszlasa (1,n—2) szabadségi foku Fisher-closzlas.
Kijelolve egy szignifikanciaszintet, és az F-proba kritikus ért¢kével dsszehasonlitva
eldonthetd, hogy Q, ¢és Q, eltérése szignifikdns-e. Ha Q, és Q, cltérése szignifikdns,
azaz a nullhipotézist el kellett vetniink, akkor az egyenlet illeszkedése megfeleldnek
mondhatd (idegen szoval adekvat).

Masodszor felteheté az a kérdés, hogy a regresszid a teljes eltérés-négyzetosszeg
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milyen hianyadit magyardzza meg, azaz az Osszefiiggés mennyire determinalt. Az el-
térés-négyzetosszeg, Q egy részét a regresszios egyenesen fekvd pontoknak az atlag-
tol valod eltérésével sikeriilt megmagyarazni, ezt fejezi ki Q,. Szokas ezért a Q,/Q
hanyadosra a determindcios koefficiens elnevezést hasznalni.

A determinécids koefficiens négyzetgyoke a korreldcids egyiitthaté. Ennek bdvebb
értelmezésére még visszatériink.

Kimutathaté, hogy a maradék négyzetosszeget, Q, -et elosztva szabadsagi fokaval,
éppen a o3, szoras torzitatlan becslését kapjuk.
S2 (y;—dy—d, x;)? _ Q.

A n—2 n—2"

rrrrrr

nevezni a statisztikai lrolddlomban

A korreldacios egyiitthato értelmezése

Térjiink vissza a fejezet clején vazolt alaphelyzethez: két valtozo értékét szimul-
tan mérjiuk, igy {x;, y;}?-, mérési adatsorunk van. A két valtozordl semmilyen
elbzetes feltevést nem tesziink, mindkettd valdszintiségi valtozd. Legyen a két valo-
szin{iségi valtozo jele & és n. Arra a kérdésre keressiik a valaszt, hogy van-¢ kdzottiik
osszefiiggés. Kérdésiinket egyeldre a linearis dsszefiiggés keresésére korlatozzuk.

A valoszinliségszamitasrol szolo fejezetben beszéltiink a varhato érték fogalmardl,
ill. a valdszin{liségi valtozok fiiggetlenségérol. Ha a ¢ és n fiiggetlen valdszinUscégi
valtozok, akkor a [E—M(E)][n—M(n)] szorzat varhatd értéke 0-val egyenlé. Fel-
meriil tehat az a gondolat, hogy tetszbleges £ €s n esetén ezek fiiggdségét a
c=M{[E—ME]n—Mm]} varhats értékkel mérjiik. Ezt a ¢ szimot a & és n valé-
szinliségi valtozdk kovariancidjinak nevezziik. Attol fiiggden, hogy milyen valo-
szinliségi valtozokrol van szo, a kovariancia — oo €s + oo kOzOtt barmely szim-
értéket felvehet, a fiiggdségnek viszont célszerli olyan mértéket valasztani, amely
minden valdszin(iségi valtozd par esetén abszolut hatarok ko6zé esik. Bizonyithato,
hogy a kovariancia abszolat értéke nem lehet nagyobb a o0, szorzatnil. A kovarian-
ciat tehat ezzel elosztva mindig —1 ¢és 1 kozé esd szamot kapunk. Jeldljitk ezt a sza-
mot p-val, akkor:

_ MM n—Mm]}

O'(:O',,

A o neve: a& és i valosziniiségi valtozok korrelacios egyiitthatoja.

Ha =0, akkor & és i korreldlatlanok. A korrelalatlansag azonban nem jelent
fliggetlenséget. Ez a korrelacids egyiitthatd egyik hibaja. Masrészt ¢=1 akkor, és
csak akkor, ha & és  kozott linearis kapcsolat van, marpedig elegendd volna & és i
kozott egy fuggvenykdpcsolat fennalldsa is ahhoz, hogy a legnagyobb mértéki fiiggd-
ségrél beszéljiink. Igy tehit a korreldcids egyutthato a linearis fliggdség mértéke,
de nem mértéke altalaban a valtozok Osszefiiggésének. A korrelacidés egyiitthato
értéke és a valtozok kozotti kapesolat Osszefiiggését a kovetkezd abrakkal szemlél-
tetjiikk (az egyszerlség kedvéért két valtozora).

A korrelacios egyiitthatot a kovetkezd képlettel becsiilhetjiik :

V[E(x —x)" [Z(yi— )]
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19. abra. A korrelacios egyitthato értéke és a valtozok kozotti kapesolat osszefliggése
a) nagy pozitiv korrelacio; b) e=0; ¢) 0=0; d) kis negativ korrelacio

vagy az elébbi képlet azonos atalakitasaval, a szorasok

] Too—%F . l/z?(yf—y)ﬁ

csS 5§, =
n—1

S, = .
n—1 &

X

jelolésének felhasznalasival

() (203
R 12’3 S s '

Szamitogépes szamitasoknal az

- (Ex)(Zy)

H

A (|

képletet hasznaljuk. A korrelacios egyiitthatd értéke annal szorosabb linearis kap-
csolatra utal, minél kozelebb all abszolat értéke 1-hez.

X ¥

i
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Megjegyzendd, hogy a korreldcids egyiitthatd képletében szerepel a kovariancia
becslésére szolgald képlet is. Jeloljiikk a kovariancat s, ,-nal:

s 2 (x;—X)(y:— 7).

= ?’1——1 i=1

gy a korrelacids egyiitthaté becsiilt értéke tulajdonképpen

Sy
SxSy

r:

Felvethetd az a kérdés, hogy az igy kiszamitott r korrelacios egyiitthatd mennyire
megbizhatdoan utal a két valtozd kozotti (linearis) Osszefliggésre. Erre az r abszolut
értéke nem mindig clegendd informacio, hiszen ha csak kevés mérésiink van, és
nincs kapcsolat a két valtozo kozott, véletleniil lehetnek olyan adatparjaink, ame-
lyek viszonylag nagy (pozitiv vagy negativ) korrelaciét eredményeznek. Kérdés, hogy
az igy kapott r érték szignifikansan kiilonbozik-e a zérustol.

Ha a valodi korrelacios egyiitthato zérus, és a mindkét valtozd normalis eloszlasi
volt, akkor bizonyithatd, hogy az

rYn—2

]/l—r2

kifejezéssel definialt valdszintiségi valtozo Student closzlast kovet n—2 szabadsigi
fokkal. Igy a korrelaciés eoyutthato akkor kilonbozik szignifikdnsan zérustol, ha
értéke a megfeleld szignifikanciaszinten a t-préba kritikus értékénél nagyobb. Ha a
nullatol valod eltérés szignifikancidja a kérdés, akkor természetesen elegendd az elébbi
kifejezés abszolut értékét vizsgalni. Ez természetesen kétoldali probahoz vezet, azaz
o szignifikanciaszinten, a

hipotézist akkor vetjiik el, ha

ryn—2 =
Vl—i"2 = b(g/2,n—2)

Ha a szignifikanciaszintet a szokasos 5%-ban rogzitjiik, akkor a mintanagysdg fiigg-
vényében |r| kritikus értékeire a kovetkezbket kapjuk:

Mintanagysag ’ 5 I 10 ' 15 I 20 | 25 | 30 I 50 | 100

i7] Yerdtitens Betblee | 0,75 I 0,58 | 0,48 | 0,42 | 0,38 ‘ 0,35 ’ 0,27 I 0,20

Ezzel minden sziikséges eléismeret birtokunkban van, ami egy egyszer(i, egyval-
tozos linearis regresszios példa szamitasahoz €s eredményeinek értelmezéséhez sziik-
séges. Lassunk tehat egy példat!

A kiilonbdz6 anyagok fajhdje a hémeérséklet fiiggvényében valtozik, altalaban a
hémérséklet novekedésével né. Egy ) tipust milanyag fajhdjének hémeérsékletfiiggeé-
sére a kovetkez6 adatokat mérték:
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Hoémeérséklet (°C) I 0 ‘ 10 i 20 | 30 ‘ 40

Fajhé (J/(g - °C)) \ 2,135 l 2,302 ‘ 2,386 | 2,470 ’ 2,637

Mondhatjuk-e, hogy a fajhé a vizsgalt hémérséklet-tartoméanyban linearisan fiigg a
hémérséklettdl. Illessziink a mérési pontokra egyenest, ill. a 6 mérési pontra szamit-
suk ki az y=A +Bx cgyenes két paraméterét, A-t és B-t. Az egyenes paraméte-
reinek ismeretében becsiiljiik a fajhd ért€két a mérési pontokban!

A feladat elvégzéséhez a FOMENU-b6! az ADATFILE MUVELETEK progra-
mot kivéalasztva elészor vegyilk fel adatainkat a FAJHO nevii file-ba. (A file-ba
torténd felvétel modjara itt nem tériink vissza, erre a 7. fejezetben latunk peldat.)
Ezutdn a REGRESSZIOSZAMITAS meniijébdl az EGYVALT OZOS REGRESZ-
SZIO almenii LINEARIS programjat valasztjuk a felkinalt lehetéségek koziil. Ezen
a ponton kérhetiink ismertetést. Az ismertetés kérésére a kovetkezd szoveg jelenik
meg a képernydn:

A PROGRAM A LEGKISEBB NEGYZETEK ELVE ALAPJAN LINEARIS
FUGGVENYT ILLESZT A MERESI PONTOKRA. A FUGGVENY ALAKIJA:
Y=A+B-X. AZ EGYENES ILLESZKEDESENEK JOSAGAT IS VIZSGALJA,
ES LEHETOVE TESZI TETSZOLEGES FUGGETLEN VALTOZOHOZ TAR-
TOZO FUGGVENYERTEK KISZAMITASAT A BECSULT EGYENES SEGIT-
SEGEVEL.

Ezutan megkérdezi a program, hogy az adatok lemezen vannak-e¢ (I/N). Termeé-
szetesen lemezen vannak (I) és az ADAFILE NEVE kérdésre a FATHO valaszt
adjuk. Betettiik az adatfile-t tartalmazd lemezt. A program ennek tudomasulvétele
utan megkérdezi a

FUGGETLEN VALTOZO ADATMATRIXBELI OSZLOPSZAMAT (1)
és a FUGGO VALTOZO ADATMATRIXBELI OSZLOPSZAMAT (2)

(Ezeket a kérdéseket azért teszi fel a program, hogy lehetdséget adjon mas, a file-
ban tarolt adatsorok kozotti korrelaciészamitasara is. Példaul, esetiinkben minden
mérési ponthoz felvetettitk volna a fajhdn kiviil a stirfiség értékét 1s, €s akkor egy
masik regresszids szamitassal a slirliség hémérsékletfiiggését vizsgdlhatnank.)

Az adatmatrix beolvasisa utdn kiirathatjuk azt a képerny6re vagy a nyomtatora,
ellenGrizhetjiik, mdédosithatjuk az adatfile-kezelé program hasznalataval stb.

A szamitas eredményeit megjelenithetjiik a képernyén vagy kiirathatjuk. Va-
lasszuk most az el6bbi megoldast. A képernydn a kovetkezd kép jelenik meg:

A KOZELITES Y=A+BX ALAKU
A=2,1516
B=0,0117 ] )
KERI A REGRESSZIOS TABLAZATOT? (I/N)

frassuk ki a regresszios tablazatot is a képernyére!

REGRESSZIOS TABLAZAT
REGRESSZIOS NEGYZETOSSZEG 0,137

SZABADSAGI FOK 1
NEGYZET ATLAG 0,137
MARADEK NEGYZETOSSZEG 2,715 10>
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SZABADSAGI FOK 3
NEGYZET ATLAG _ 9,185.10~4
TELJES NEGYZETOSSZEG 0,14
SZABADSAGI FOK 4
F=149,542711

DETERMINACIOS KOEFFICIENS = 0,980
KORRELACIOS EGYUTTHATO = 0,990
BECSLES SZORASA = 0,030

T (KORRELACIOS EGYUT THATO) 12,2
NYOMJON MEG EGY BILLENTYUT!

Mielott tovabbmennénk, értékeljilkk az eredményeket! Az A ¢s B paraméterek azt
mutatjak, hogy a fajhd értéke a vizsgalt tartomanyban csak kismértékben val-
tozik a hoémérséklettel: 10°C hdémeérsékletnovekedés kell ahhoz, hogy a fajhé
0,117 J/(g - °C)-szal, azaz kb. 5%-kal n6j6n. Masrészt, ez a ndvekedeés linedris: a kor-
relacios egylitthatod értéke 0,99 feletti, pedig az elméleti ismertet6bdl tudjuk, hogy
5 mérési pont esetén a korrelacids egyiitthatd mar 0,75 felett szignifikans 5%-os
szignifikanciaszinten. Ez (természetesen) egybevag azzal az eredménnyel, hogy a
regresszids egyiitthatd t-préba értéke 12,2, azaz joval nagyobb a kritikus 5%-hoz
tattozo 2,353 érteknel,

A regresszios téblazat teljes negyzetosszegenek felbontésa egyiittesen a determina-
ci6s koefliciensben, a becslés szérasaban és az F-értékben jelenik meg.

A determinacids koefficiens 0,98-as értéke azt fejezi ki, hogy a fajhd valtozasanak
kb. 98%-at a hémérséklet valtozasira lehet visszavezetni, és a 2% a regresszios
egyenletben figyelembe nem vett hatdsok eredménye. A becslés szordsanak 0,03-o0s
értéke (a maradék négyzetdsszeg atlagértékénck négyzetgyodke) azt mutatja, hogy a
fajhé értékét 0,03-os abszoliit pontossaggal (szorassal) tudjuk becsiilni a kapott
regresszios egyenessel.

Az F-proba 149,54-o0s értéke tijabb bizonyitéka az egyenes igen jo illeszkedésének
a mérési pontokhoz, hiszen a megfeleld kritikus érték

En,ua,l,a) =1 0> 13

és a kapott F-érték ennél egy nagysagrenddel nagyobb.

A programmal kiszamithatjuk a fajhé értékét is killonbdz6 homérsékleteken. Pél-
daképpen a mérési pontokban kiszamitva a fajhdket, értékiiket Osszevethetjiik a
mért értékeikkel:

Fajhd, J/(g- °C)
Hémérséklet, °C
Meért Szamitott

0 2,135 2,1516
10 2,302 2,2688
20 2,386 2,386
30 2,470 2,5032
40 2,637 2,6204
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Az cgyvaltozds linearis regresszié konnylszerrel tovabbfejleszthetd tobbféle irdny-
ban, tobbféle esetre is:

— ha a lggd valtozd nemlincaris fliiggvénye a fuiggetlen vdltozénak, azaz az ¥ =/7(x)
fuggvénykapcsolat x-ben nem linearis;

— ha a liggvénykapcsolat paramétereiben nem linearis;

-— ha a fiiggd valtozod értékét tobb fiiggetlen valtozo is befolydsolja;

— ha a fiiggd véltozé a fliggetlen valtozo vagy valtozok valamilyen hatvanyaitdl
fiigg, de az osszefiiggés paraméterciben linedris.

Az cls6 két esctet (bizonyos feltételek fennalldsa esetén) visszavezethetjiik az egy-
valtozos linearis regresszidra, a masodik kettd a tobbvaltozés linearis regresszio
ismeretét igényli, ezen beliill a negyedik esetben a fiiggetlen valtozokat transzfor-
malni kell, hogy a linearis regresszio modszerét alkalmazni tudjuk.

6.2. Egyvaltozos linearis regresszio a fiiggetlen
valtézo vagy a fiiggvény transzformalasaval

Abban az esetben, ha az illesztendd fiiggvény paramétereiben nemlinedris, a linearis
regresszio maodszere valtozatlan formaban nem alkalmazhato. Szigortian véve az
un. nemlinearis regresszié modszeréhez kellene folyamodnunk. Ilyenkor a mért és
szamitott értékek eltérés-négyzetdsszegének a paraméterek szerintli minimumat alta-
Idban nem lehet a parcialis derivaltakat zérussal egyenlévé téve meghatdrozni. Ha
azonban alkalmas transzformacidval a fiiggvény paramétereiben linedrissa tchetd,
akkor a linearizalt fiiggvény konstansainak becslésére alkalmazva a legkisebb négy-
zetek modszerét, a paraméterek meghatarozasara szolgald egyenletrendszer, a nor-
malegyenlet-rendszer linearis lesz, igy tovabbra is a linedris regresszid egyszerli
eszkoztarat hasznalhatjuk. A konstansok meghatarozasa utan a fiiggvényt vissza-
transzformalva, az eredeti Osszefiiggést kapjuk, a benne szereplé, most mar ismert
konstansokkal egyiitt. Figyelemmel kell természetesen lenni arra a tényre, hogy a
kiilénbozé alkalmas transzformacidk a mérési hibdk closzlasat is transzformaljak,
igy a becsiilt paraméterek eloszlasa a legvaldsziniibb érték koril kissé megvaltoz-
hat. Bar a transzformaciok alkalmazasa ezért nagy koriiltekintést igényel, mindez
nem akaddlyozta meg az ilyen linearizalason alapuld regresszios moszerek elterje-
dését. A kovetkezd tablazatban erre mutatunk be néhany példat.

Transzformalt
Eredeti osszefiiggés
fliggvény fliggetlen valtozo fliges valtozo
Y =Aexp(BX) — InY =InA+BX Y"'=mY X=X
Y = X" — InY=InA+Bln X Y'=In¥Y X' =InX
Y=A+Blog X — Y=A+BlogX Y= i X' =logX
InY=A+B/X — InY = A+B/X Y"=InY Xt = 1IX
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A tablazat els6 soraban az exponencidlis fiiggvény linearis regresszioval valo illesz-
tését lc’Ltjuk A fiiggetlen valtozét nem kellett transzformalni, a fiiggd valtozot azon-
ban igen. Ezzel a mérési hibak closzlasat is transzformaltuk. Az ilyen clven felépi-
tett program (EGYVALTOZOS REGRESSZIO, EXPONENCIALIS) elsédlegesen
az In A4 ¢és B értékét becsiili (termeészetesen nyomtatas elétt VISSZ&tI‘dI]SZfOImcllva) €s
az errc a becslésre vonatkozd statisztikai tablazatot nyomtatja ki.

A tablazat méasodik soraban olyan fliggvényt lathatunk, amelyben a becsiilendd
B paraméter a figgetlen valtozo kitevéjében van. Ennek linearis regresszioval vald
illesztéséhez mind a fiiggetlen valtozdét, mind a fiiggd valtozot transzformalni kellett.
A fliggd véltozo transzformdldsaval a mérési hibak closzlasat is transzformaltuk.
Az ezt megvalésito program (EGYVALTOZOS REGRESSZIO, GEOMETRIAI)
elsédlegesen az In 4 és a B értékét becsiili (természetesen nyomtatas eldtt vissza-
transzformalva), €s az erre a becslésre vonatkozd statisztikai tablazatot nyomtatja ki.

A tablazat harmadik sordban olyan fiiggvényt lathatunk, amelyben a fiiggd val-
tozo a fiiggetlen valtozo (tizes alapt) logaritmusatol fiigg. Ennek linearis regresszié-
val torténé illesztéséhez csak a fiiggetlen valtozot kell transzformalni. A mérési
hibak closzlasa igy valtozatlan marad. Az ezt megvalosno program (EGYVALTO-
Z0OS REGRESSZIO, LOGARITMIKUS) kézvetleniil 4 és B értékét becsiili, a para-
métereket igy transzformdalni nem kell.

A tablazat utolsé soraban egy tn. Antoine-egyenlet tipusu fliggvény linearis regresz-
szidval torténd illesztését latjuk. Ennek lincaris regresszidval vald illesztéséhez mind
a fiiggetlen valtozét, mind a fiiggd valtozot transzformalni kellett. A fliggd valtozd
transzformalasaval mérési hibak eloszlasat is transzformaltuk. Az ezt megvalosito
program (EGYVALTOZOS REGRESSZIO, ANTOINE) kozvetleniil 4 és B érté-
két becstili.

EGYVALTOZOS REGRESSZIO
LINEARIS FUGGVENY ILLESZTESE

A valtozok listdja:

N -— meérési pontok szama,

X(I) — fiiggetlen valtozd vektora,

Y ) — fiiggd valtozo vektora,

OX, OY — fiigegd ¢és fiiggetlen valtozé matrixbeli oszlopszama (lemezrdl torténd
adatbeolvasasnal hasznaljuk),

A — 0. foku regresszios egyiitthato,

B — 1. fokt regresszios egyiitthatd,

S5 — determinacids egyiitthato,

S6 — korrelécios egyiitthato, )

S7 — a becslés standard hibaja.

Programmagyardzat:

100: Programcsomag-szervezes.

120—250: A program neve.

260—720: Adatbevitel.

730—860: A regresszios fiiggvény egyiitthatoinak meghatarozasa.
870—890: Az eredmény kiirasi helyénck kijelolése.

900---1020: Az egyiitthatok kiirasa.
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1030—1420: A regresszios tablazat szamitasa.

1430—1580: A mérési pontok ellendrzése.

1590—1750: Pontok meghatirozasa a regresszids gorbébol.

1760: Visszatérés a FOMENU c. programra.

1770—2180:  Adatbeolvasas lemezrdl.

2190—2300: Lemezhiba ellenGrzés.

2310—2460: A program altal nytjtott lehet&ségek rovid ismertetése.
2470—2650: Varakozas Igen-Nem valaszra.

‘3 FEM$+6+++++++é++#+++++#+$+++»++#+
74 REM#% ¥
50 REM# EGYUTTHATOE MEGHETARUOZASHA +
TED EEM#

GRCEHAE R 222 24 2 £ 2 {3 £ £ ZHETELTE L DB H‘#
P38 FOR I=1 TO M

98 £i= *'-1 FHRCI A

TR SR (T

RS I L.::-;-!—MI & v

H2 S4=GLen0 T 12

EEE SS=SEHEC TR T

48 HEAT I

58 B=CHFSS~ SRS ] r S HES S-S

B H=i97-0%51 2

EGYVALTOZOS REGRESSZIO
EXPONENCIALIS FUGGVENY ILLESZTESE

A vadltozok listaja:

N — mérési pontok szama,

X () — fiiggetlen valtozo vektora,

Y (D) — fiiggd valtozo vektora,

OX, OY — fiiggd és fiiggetlen valtozé matrixbeli oszlopszama (lemezrél torténd
adatbeolvasasnal hasznaljuk),

A — preexponencidlis tényezd,

B — a fiiggetlen valtozo egyiitthatdja az illesztett fiiggvényben

(Y=A xexp (B*X)),

S5 — determindacids egyiitthato,

S6 — korrelacids egyiitthato,

S7 — a becslés szorasa.
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Programmagyardzat:

100:
110—250:
260—720:
730—860:
870—&890:
900—1020:
1030—1420:
1430—1580:
1590—1750:
1760
1770—2180:
2190—2300:
2310—2460:
2470—2650:

Programcsomag-szervezeés.

A program neve.

Adatbevitel.

A regresszios fiiggvény cgyiitthatéinak meghatarozasa, a fiiggd vil-
tozo transzformacidja Y'=In (Y).

Az credmény kiirasi helyének kijelolése,

Az egyiitthatdk kiirdsa.

A regresszios tablazat szamitasa.

A mérési pontok,ellendrzése.

Pontok meghatdrozésa a regressziés gorbébdl.
Visszatérés a FONEMU programra.

Adatbeolvasas lemezrél.

Lemezhiba-ellen6rzés.

A program altal nyujtott lehetéségek rovid ismertetése.
Varakozds Igen-Nem valaszra.

FEA REMEERSFFEEEREE SRR S SRR e

?4u FEN*

*

7oA REME EGYUTTHATOE MEGHRTHEZOZASA z+t

. J
CHE REM#
e

7
7
TVR REMEREEEREEEREE SRR R +
¥
T

TR FUP I=) TO M:Y=LOECrCIal
O Sl =S T

S-RE¥S1 S O HESE-51 120

EER F=ERRY L5

~E#5 L Ho

EGYVALTOZOS REGRESSZIO
Y=Ax? ALAKU FUGGVENY ILLESZTESE

A valtozok listdaja:

N —
Xon - —
Y —
OX, OY —

A e
B =
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mérési pontok szama,

fiiggetlen valtozo vektora,

fliggd valtozo vektora,

fiiggd ¢és fiiggetlen valtozo matrixbeli oszlopszama (lemezrdl torténd
adatbeolvasasnal hasznaljuk),

egyiitthatd (Y=A4X5),

kitevo,



S5 — determinécids egyiitthato,
S6 — korrelaciés egyiitthatd,
S7 — a becslés standard hibéja.

Programmagyardzat:

100:
110—250:
260—710:
730—860:
870—890:
900—1020:

1030—1420:
1430-—1580:

1590—1750:
1760:

1770—2180:
2190—2300:
2310—2460:
2470—2650:

PRESINMECEE R EE SR 2 PR T T EPE P ER S S e

Y4m REME

TOE FEEME EGYUTTHRTOR MEGHATARDZASH %

R T 20T X T T PO
T N s OGO T Y=L OGeY ] e

Programcsomag-szervezeEs.
A program neve.
Adatbevitel.

A regresszios fiiggvény egyiitthatdéinak meghatarozasa, a fiiggetlen

¢és fliggd valtozo transzformacidja X=In (X), Y=In ().

Az eredmény kiirasi helyének kijelolése.

Az egylutthatok kiirasa.

A regresszios tablazat szamitasa.

A mérési pontok ellenbrzése.

Pontok meghatdrozasa a regresszios gorbébol.
Visszatérés a FOMENU c. programra.

Adatbeolvasas lemezrol.

Lemezhiba-cllendrzés.

A program altal nyujtott lehetéségek rovid ismertetése.
Varakozas Igen-Nem valaszra.

*

¥

EGYVALTOZOS REGRESSZIO
LOGARITMUSFUGGVENY ILLESZTESE

A valtozok listdja:

N — mérési pontok szama,

X (D — fiiggetlen valtozé vektora,

Y (I) — fiiggd valtozo vektora,

OX, OY — fiiggd és fiiggetlen valtozé matrixbeli oszlopszama (lemezrdl torténd

adatbeolvasasnal hasznaljuk),
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A — az illesztett fiiggvény (Y =4+ B xlg (X)), konstans tagja,

B — a logaritmusfiiggvény szorzodja,
S5 — determinéacios egyiitthato,
S6 — korrelacids egyiitthatd,
S7 — a becslés standard hibéja.
Programmagyardzat:

100: Programcsomag-szervezes.

110—250: A program neve.
330—720: Adatbevitel.
730—860: A regresszids fiiggvény egyiitthatdinak meghatarozasa, a fiiggetlen
valtozo transzformacidja X =log (X).
870—890: Az eredmény kiirasi helyének kijelGlése.
900—1020: Az egyiitthatok kiirasa.
1030—1420: A regresszids tabldzat szamitdsa.
1430—1580: A mérési pontok ellendrzése.
1590—1750:  Pontok meghatdrozasa a regresszios gorbébdl,
1760: Visszatérés a FOMENU c. programhoz.
1770—2180:  Adatbeolvasas lemezrol.
2190—2300: ILemezhiba-ellendrzés.
2310—2460: A program altal nyujtott lehet&ségek rovid ismertetése.
2470—2650: Varakozas Igen-Nem valaszra.

Il SRS P 2R R B EERERER R REL R EEL LS HE
4R REM# #*
TOE REM% EGYDTTHHETOK MEGHATARDZASH  #
760 REM# #
a8 REMESREsdiimtaidrd s ei et
Fen FOR I 1 70 HiR=LOGCA Ian 0GBz
=L 145

{515 15 S +PT

glE 53 Rt b

SR S4=544Y (T (L

SIOH SS=SS4 Y (]

Sd6 HERT 1

B98 B=(H#SS-D0%5 ] 0 HES3-51 120

264 A= S2-EEDl 1M
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EGYVALTOZOS REGRESSZIO
ANTOINE TiPUSU FUGGVENY ILLESZTESE

A vdltozdk listdja:

N — mérési pontok szdma,
XD — fiiggetlen valtozo vektora,
Y — fiiggd valtozo vektora,
00X, OY — fiiggd és fiiggetlen valtozok matrixbeli oszlopszama (lemezrdl torténd
adatbeolvasasnal hasznaljuk),
A — az illesztett (In (Y)=A+B=x*1/X) fiiggvény konstans tagja,
B — a fiiggetlen valtozé reciprokanak egyiitthatdja,
SS — determinacids egyiitthato,
S6 — korrelacids egytitthato,
S7 — a becslés standard hibaja.
Programmagyardzat:
100: Programcsomag-szervezes.

110—250: A program neve.
330—720: Adatbevitel.
730—860: A regresszios fiiggvény egyiitthatoinak meghatarozasa, a fiiggetlen
és fiiggd valtozo transzformacidja X=1/X, Y=In ().
870—890: Az eredmény kiirasi helyének kijelolése.
900—1020: Az egyiitthatdk kiirasa.
1030—1420: A regresszios tablazat szamitésa.
1430—1580: A mérési pontok ellendrzése.
1590—1750:  Pontok meghatirozasa a regresszids gorbébsl.
1760: Visszatérés a FOMENU c. programhoz.
1770—2180: Adatbeolvasas lemezrdl.
2190—2300: ILemezhiba-ellen&rzés.
2310—2460: A program altal nytjtott lehet&ségek rovid ismertetése.
2470—2650: Varakozas Igen-Nem valaszra.

V3A FEH4¥*+¥*+$+*#+$++++**+++¥*+é++++
7460 REM#E

7EE REM$ EGYUTTHATOK MEGHATARCOZALSH #
Tes REM#

e FEH##*+#$*++##+¥+*+#++##¥¢# #++++
7ER FOR I=1 T MiR=1H T Y =L0Gey i1
racl™| ul‘c1+3

b
(NFSS~ST#IL 1S (HESE-E1 120
I TR
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6.3. Tobbvaltozos linearis regresszio

Terjessziik ki egyvaltozos linearis modelliinket oly modon, hogy a fiiggd valtozo
ne cgyetlen fiiggetlen valtozotol fiiggjon, hanem tébb fiiggetlen valtozo linearis kom-
bindciojatol.

Példaképpen legyen 3 fiiggetlen, pontosan mérhetd vagy pontosan ismert értékre
beallithato fiiggetlen valtozonk, X;, X,, X;. Az Osszefiiggés pedig legyen linearis:

Y - a0+ alX]+a2X2+a3X3.

Annak érdekében, hogy a; (i=1, 2, 3) legnagyobb valdszinliségli becslését kapjuk,
szokas feltételezni, hogy az ¥ normalis eloszlasu és szorasa az X;, X,, X; koordi-
nataktdl fiiggetlen. (Ahogy az elézdekben is czt a feltételezést tettiik az egyvaltozos
esetre.)

Ha N mérést végeztiink, azaz van egy [Y;, X1;, X, X3]Y ; mérési adathalmazunk,
ahol N=4, az a,, a,, a,, a; becslését az elézd fejezetben ismertetett modon kap-
hatjuk. Felirjuk a

N
0 = 2 (Yi—dy—dy Xy, — Ay X — A3 X3;)°
i=1
négyzetosszeget, €s képezziik az d,, d,, d,, ds szerinti parcidlis derivaltakat. Ezcket
nullaval egyenlévé téve szimultan (az d,, d;, d,, d; paraméterekben) linedris egyen-
letet kapunk:
Ao N+ Gy 2%+ Ay 2o - Ay 2xg; = 2y,

A P L2 A A

Ao 2 Xy;+ Gy XX+ A 2 X0 Xq;+ Ay X33 X1; = XY X5,
Qo2 X3+ A 2N Xop+ Qo 25+ Ay ZXg; Xy = Z Y Xo;,
A . A B " A ” - A 2 s - »
Ao Xg; 1 Gy ZX1; Xg; +Ap XX g Xg; + Ay 2X5; = 2 Xy;.

Ennck a normalegyenlet-rendszernek a megolddsa adja az d4,, d;, ds, d, para-
méterek becslését. Az egyenletrendszer megoldésa tetszdleges (linearis egyenletrend-
szer-mecgoldd) modszerrel végezhetd. Programunk az un. Gauss eliminaciot alkal-
mazza. A regresszios egyenlet statisztikai vizsgalata hasonld moddszerekkel lehetsé-
ges, mint egyvaltozos esetben: a Q négyzetosszeget ugyanugy bontjuk Q1 és O2-re,
mint egyvaltozos esetben, csupan a négyzetosszegek szabadsigi foka valtozik a
paraméterek szdmanak véltozasa miatt: ha a fiiggetlen valtozok szama k:

— Q01 (a maradék négyzetdsszeg) szabadsigi foka N—k—1;

— Q2 (a regresszids négyzetdsszeg) szabadsagi foka k.

Ezt figyelembe véve, az egyenlet illeszkedésct mérni hivatott F-proba hasonld médon
végezhetd el, mint egyvaltozds esetben. Mivel a determinacios egyiitthatd, a korrela-
cids egyiitthatd, a becslés standard deviacioja és t-probaja az eldbbi négyzetosszegek
alapjan megkaphato, ezek ismételt felirdsara nincs sziikség. A determindcids egyiitt-
haté ez esetben természetesen azt fejezi ki, hogy az Osszes fiiggetlen valtozénak a
regresszids egyenletben titkkrézédd valtozasa a teljes négyzetdsszegnek milyen ha-
nyadat képes megmagyardazni. A korrelacids egyiitthato is értelemszeriien tobbval-
tozds korrelacios egyiitthatéva valik. A becslés standard hibajanak képletében a
nevezdbe természetesen Q1 szabadsagi foka, N—k—1 keriil, és ennyi lesz a meg-
feleld t-proba szabadsagi fokainak szama is.

Lassunk most az elmondottak illusztralasara ismét egy példat!
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Egy salétromsaviizemben ammonia oxidacidjaval allitanak el salétromsavat.
A nitrogén-oxidokat hig salétromsavval nyeletik el. Az abszorpcid nem tokéletes:
a véggazokkal nitrogén-oxidok tdvoznak. Passziv kisérletekben mérték az oxidalo
levegbaram mennyiségét (x,), a hiitéviz homérsékletét (x,), az abszorbersav kon-
centracidjat (amelyet a konnyebb kodolds kedvéért ugy kodoltak, hogy 50-et levon-
tak beldle és 10-zel megszoroztiak) (x;), €s a nitrogénveszteségbdl szamitott szaza-
[ékos ammoniaveszteséget. A fliggdvaltozdé (YY) ez utdbbi mennyiség tizszerese. 21
mérés adatait a kovetkezd tablazat tartalmazza.

Sorszam X X, X3 Y
1 80 27 89 42
2 80 27 88 A7
3 i 25 90 37
4 62 24 87 28
3 62 22 87 18
6 62 23 87 18
7 62 24 93 19
8 62 24 93 20
9 58 23 87 15
10 58 18 80 14
11 58 18 89 14
12 58 197 88 13
13 58 18 82 11
14 58 19 93 12
15 50 18 89 8
16 50 18 86 7
17 50 19 72 8

18 50 19 79 8
19 50 20 80 9
20 56 20 82 15
21 70 20 91 15

Feltételezve, hogy az ammoniaveszteség linearisan fiigg a figyelembe vett fiiggetlen
valtozOktdl, irjuk le ¥ valtozasat x,, x, és x; fiiggvényében.

A feladatot a REGRESSZIOSZAMITAS programiag TOBBVALTOZOS LINEA-
RIS, A VALTOZOK TRANSZFORMACIOJA NELKUL programjaval oldhat-
juk meg.

Tegyiik fel, hogy adatainkat cl6zéleg az adatkezel6 programmal egy AMMON
nevil file-ba tettiik. Ekkor a program bejelentkezik, és megkérdezi, kériink-e ismer-
tetést. Ha nem kértiink, vagy mar megkaptuk és tovabblapoztunk, akkor megkérdezi,
hogy adatainkat lemezr6l vagy billentytizetr6l akarjuk-e bevinni. Esetiinkben le-
mezrél. Ekkor megkér, hogy tegyiik be az adatlemezt, majd ennek nyugtdzasa utan
beolvassa az adatokat, és megkérdezi, hogy kiirja-e az adatmatrixot. Ha ezt nem
kérjiik vagy kérjiik, de mar kiirtuk az adatokat a képernydre (vagy nyomtatdra), és
azokat megfeleldnek itélve tovabb folytattuk a program végrehajtasat, akkor a prog-
ram clvégzi a sziikséges szamitasokat. Megkérdezi, hova kérjiik az eredményeket,
majd kiirja a valasztott perifériara el6bb a kiszamitott paramétercket, majd a reg-
resszios egyenlet statisztikai vizsgéalatdnak eredményét, esetiinkben a kovetkezdket:

b(0)= —39,9196
b(1)=  0,71564
b(2)= 1,29529
b(3)= —0,15212
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REGRESSZIOS
NEGYZETOSSZEG  1890,408

SZABADSAGI FOK 3
NEGYZET ATLAG 630,1
MARADEK

NEGYZETOSSZEG 178,38
SZABADSAGI FOK 17
NEGYZET ATLAG 10,5

TELJES
NEGYZETOSSZEG 20692
SZABADSAGI FOK 20

F=59,9022

DETERMINACIOS KOEFFICIENS = 0,914
TOBBSZOROS KORR. KOEFFICIENS = 0,956
BECSLES STANDARD DEVIACIOJA = 3,243

KISZAMITSUK ¥ ERTEKET KULONBOZO X ERTEKEKRE?

Ez utobbi kérdés megvalaszolasat az olvasd szabad belatasara bizzuk. A regresszios

egyenlet statisztikai vizsgalatdbol latszik, hogy

— I értéke joval nagyobb a szokédsos 5%-os szignifikanciaszint{i kritikus értéknél
F(p, k, n—k—1) = F(0,05,3,17) = 3,2-nél;

— a determindacios koefliciens szerint a véltozas tobb, mint 91 %-at leirja a modell;

— a korrelacios kocefficiens elegendden nagy;

— a becslés standard deviacidéja nem tul nagy.

TOBBVALTOZOS LINEARIS REGRESSZIO
A vdltozdék listdja:

N — mérési pontok szdma,

M — fiiggetlen valtozdk szama,

X{,)) — fiiggd és fiiggetlen valtozok maétrixa (/=1-t61 N-ig, J=1-t81 M+ 1-ig
megy). Az M+1. oszlopban van a fiiggetlen valtozo,

Q(,J) — az egyenlet egyiitthatéi (Y=A41) *X14+A4(2)*X2+...+A(M) xXM),

S5 — determinécios egyiitthato,

S6 — korrelacids egyiitthato,
S7 — a becslés standard hibaja,
N3 — az adatfile neve.
Programmagyardzat:
100: Programcsomag-szervezes.

110—230: A program neve.

240—780: Adatbevitel.

810—1030: A regresszios fliggvény egyiitthatdinak meghatarozasa.
1040—1060: Az eredmény kiirasi helyének kijelolése.
1070—1210: Az egyiitthatdk kiirasa.
1220—1600: A regresszios tédblazat szamitisa.
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1610—1780: A mérési pontok ellenbrzése.

1790—1960: Pontok meghatarozasa a regresszios gorbébol.

1970: Visszatérés a FOMENU c. programhoz.

1980—2300: Adatbeolvasas lemezrol.

2310—2420: Lemezhiba-ellenorzés.

2430—2640: A program altal nyujtott lehet&ségek rovid ismertetése.
2650—2830: Varakozas Igen-Nem valaszra.

-

$16 FEH+¥#¢++++++#+++++++++++#+++++++
BIE REME

1 REM#® EGYUTTHATOE MEGHHTAROZASH $
4 HEM# ¥
SUNSEEE AP SRR R PR EEREEEL LI EZEEE S
BEE HS=M
P OFOR I=1 TO MM A=) :HEXT I: -1 3e=1
A FOR I=1 TO H: fHF T“3 TOL PL: FHF =k TH M
S9A GCTLE I EIERCT L IO T, KD CHERT Koo mHla=00 T+ 040 L T T ML 2 TNEST T
HEEA TOM+1 =DM+ 1 0k x[ W+11#‘-I h+1' HE: 1
A FOR 1=@ TO M:D{Id=QCT, M+1d ECT =00, T5 HEXT I
2EOFOR S=3 TO MoIF DOS, 50000 THEN S5
IF SeM THEH 274
A FOR T=541 TO M:I1F Q0T.590=0 THEH 386
SSE FOR J=% TO M1 B=0CS, Tr0Ccs8, Tr=a0 [, T2, Jask HEST JTwd+]
e =4 A" I

2=l THEH FREIHT “HIMGE FL'FF'PLH” FEGOLTEZ I Y tHS=1 tS5=MG0To Lask
AFOR J=341 T M4l ol L M

AT MY IF T=% THEN 141¢
LENIFOR J=S41 T etV T vl T, TR TutHERT I

; : e
1836 [F Hﬂ{}@ THEN 154

6.4. Tobbvaltozos linearis regresszio a valtozok
transzformaciojaval

Kozelités egyetlen vadltozo hatvdnysoraval (egyvdltozos polinomidlis regresszic)

Az elézbckben elészor az egy- (fliggetlen) valtozos, majd a tobb- (fiiggetlen) val-
tozds linearis regresszioval foglalkoztunk. Most ismét visszatériink az egy- (fiig-
getlen) valtozos esetre, de most ennek (a fiiggetlen véltozoban) nemlinearis esetét
visszavezetjiik a tobbvaltozos linearis regresszid esetére.

Tegyiik fel, hogy a fiiggd valtozd az (egyetlen) fiiggetlen valtozdé valamilyen
polinomjatol fiigg. Mivel a legtdbb fiiggvény hatvanysorral jol kozelithetd, ez a
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feltételezés egyvaltozos fiiggvényeknél altaldban célravezeté. Harmadfoku polinom-
mal valo kozelités esetén példdul a regresszids fiiggvény alakja a kovetkezd lesz:

Y=qag,+ta, X+aX>+a; X3

Az ilyen tipusti regresszio teljesen hasonld mddon kezelhetd, mint a tobbvaltozos
linearis eset, csupan a fiiggetlen valtozdk transzformacidjara van sziitkség. Legyen
x1=X, x2=X2, x3=X3. Az a,, a,, a,, a; legkisebb négyzetek modszerével torténd
becslését ekkor a 6.3. alfejezetben szerepld tébbvaltozos linearis regresszios normél-
egyenletekbdl kapjuk.

Linedris regresszio a fiiggetlen vdltozok tetszéleges, de paramétereikben linedris kifeje-
zéseinek linedris kombindcidjdval

Ugyanarra a mérési adatsorra kiilonbozd regresszids modelleket kiprobdlva, el-
juthatunk oda, hogy nemcsak tobb valtozot kell figyelembe venniink, de ezek szor-
zatal, pozitiv és negativ kitevés hatvanyai, s6t ezek egyéb kifejezései 1s bekeriilnek
a modellbe. Ez nem meglepd, hiszen a tobbvaltozds fiiggvények sorbafejtésénél is
ilyen kifejezések irjak le a fiiggvény hatvanysorat. Ez egyszeriibb esctben a tobb-
valtozos linearis €s az egyvaltozos polinomialis regresszié kombinacidjaként foghato
fel. Tekintsiik példaul a kovetkezé modelleket

Y —_— a()+alX+a2X2+a3.Z,
Y =agy+a X+a,Z+a,XZ,

Az elsé esetben a tobbvaltozds linearis regressziot X;=X, Xo=X2, X;=Z he-
lyettesitéssel haszndlhatjuk. A mdasodik esetben a megfelelé helyettesitések felirdsat
az Olvasora bizzuk. Megjegyezziik, hogy az XZ kifejezés két fiiggetlen valtozéd
kolesonhatasat fejezi ki. A harmadik esetben X;=1/X, X,=log X, X;=Z helyetle-
sités vezet célra. Bar log X' az X-nek nem hatvanya, de ez a mddszer alkalmazasat
nem befolyasolja, hiszen ezt a tényt sehol sem hasznaltuk ki. Mivel ez az altalanos
eset igen gyakran el6fordul, erre kiilon programot irtunk. A program még arra is
lehetéséget ad, hogy a fiiggd valtozoét is transzformaljuk. (Ilyenkor természetesen
tudataban kell lenni annak, hogy a mérési hibdk eloszlasat is transzformaljuk!)

Nézziik a program alkalmazédsat a 6.3. alfejezetben bemutatott AMMON adatsor
példajan! Tegyiik fel, hogy a legjobban kilégd 21. pont elhagyisa mellett dontot-
tiink (ennek jogossagardl az Olvasd a mért és az elsé modellel szamitott eredmények
osszevetésével meggybz6dhet), és a tobbvaltozos kovarianciaanalizisbdl (1. a 6.5. al-
fejezetben) azt a kovetkeztetést vontuk le, hogy az x; vdltozd hatiasa az Y-ra nem
szignifikans. Helyette az x, négyzetével probalkozunk. Ha ez a csere a t&bbvilto-
z4s korrelacids egyiitthatdt, a determindcios egyiitthatdt és az F-proba értékét no-
veli, akkor javitottunk a modellen. Ha a modell illeszkedése javul;, akkor a becslés
szoérasa is csokkenni fog.

A REGRESSZIOSZAMITAS meniijébsl a TOBBVALTOZOS LINEARIS REG-
RESSZIO A VALTOZOK TRANSZFORMACIOJAVAL 4gat valasztjuk. A prog-
ram, annak érdekében, hogy tobb regresszios modell egymast kovetd vizsgalatat
Iehet6vé tegye ugyanarra az adathalmazra, eleve feltételezi, hogy adataink lemezen
vannak, €s a bejelentkezés utan mindjart az adatfile nevét kérdezi. A név megadasa
utdn a program bekéri az adatlemezt. Az adathalmaz neve jelen esetben AMMON.
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A név megadasa utdn a program beolvassa az adatokat, kiirja a taldlt adatcsopor-
tok szamat (21) és a fiiggetlen valtozdk szamat (3).

A programban a fiiggetlen valtozdk jele x,, xy, x,. A fiiggd valtozo jele Y. A fiig-
getlen valtozokbol legfeljebb 23 aritmetikai kifejezést lehet képezni. Ezek jele
Xn, Xb, .!.,Xw. _

A kivant adatcsoportok kihagyasat tigy oldja meg a program, hogy az adat-
pontok koziil csak azokra illeszti a fiiggvényt, amelyekre egy, a felhaszndlo altal
definialhaté logikai kifejezés igaz (azaz értéke nem 0). Az Y értéke is transzformal-
hato, de erre példankban nincs sziikség. Az eredmények a képernyén automatiku-
san, kiilon kérés nélkiil megjelennek.

Esetiinkben a megfeleld transzformaciok:

Xa - XO
Xb === Xl
X =%xX.

A 21., figyelmen kiviil hagyandoé adatot az kiilonbozteti meg a tobbitdl, hogy ez
az egyctlen, amelynél az x, értéke (az oxidald levegéaram mennyisége) 70. Ezért a
megfeleld logikai kifejezés: x07=70.

Az Y transzformacidjaul (¢s annak inverzéiil is) énmagat adjuk meg. Ezzel min-
den sziikséges informacidét megadtunk a programnak. Megjelenik a képernyén egy
OK (I/N) iizenet. Ha az eddigiekben hibat kovettiink el valahol, most lehetéségiink
van javitani. Ha igennel valaszolunk, a program megkérdezi az output file nevét,
és a szamolds clindul. Els6 1épése az adatvalogatas. Ha helyesen irtuk fel a logikai
kifejezést, éppen azokat a pontokat taldlja meg, amelyekre a fiiggvényt illeszten:
akartuk, esetiinkben az elsé 20 pontot. A program a képernydre kiirja a talalt pon-
tok szamadt, a program és az adatfile nevét, ¢s a regresszids fiiggvényt a becsiilt
konstansokkal:

Y =—-14,5145+0,77375X,—2,321X, +0,07625X; X,

A regresszios tablazat esetlinkben a kovetkezdképpen alakul:

] . - Négyzetosszeg
Negyzetosszeg Szab. fok T, Tl

Regresszios 1955,5 3 651,8
Maradék 107,1 16 6,7
Teljes 2062,5 19

F-érték 97,4126
Determinaciés koefficiens 0,9481
Korrelacids koefficiens 0,9737
A becslés standard deviacioja 2,5868

KER PONTONKENTI ELLENORZEST? (I/N)
Természetesen kériink. Valaszképpen valamennyi mérési pont sorszama, mért és
szamitott Y értéke €s a kettd eltérése jelenik meg a képernyén:
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Szami-

Sorszam Meért cott Eltérés
1 42 40 2
g 37 40 -3
3 37 33 4
4’ 28 5, 6
5 18 19 -
6 18 20 -
7 19 22 -3
8 20 2 -
9 15 I7 .
10 14 13 1
14 14 13 1
12 13 13 0
13 11 13 -2
14 12 14 -2
15 8 7 1
16 7 7 0
17 8 8 0
18 8 8 0
19 9 8 1
20 15 13 2

Atlagos eltérés = 2,54

Osszehasonlitva az eredeti tobbvaltozds linearis regresszidval kapott eredmények-
kel (6.3. alfejezet), kitlinik, hogy bar ugyanannyi egyiitthatot tartalmazé egyenlettel
kozelitettiik az osszefiiggést, az F-¢rték mégis 58-rol 97-re nétt, azaz jelentds javulast
értiink el. Hasonloképpen nétt a determinacids €s korreldcios egyiitthatok értéke is:
a becslé fiiggvény a vizsgalt fiiggetlen valtozd tartomanyban az Y valtozasanak
kozel 95%-at visszavezeti az X valtozdk adott fiiggvény szerinti valtozasara.

A program ezutan Ujabb szamitas lehetdségét ajanlja fel. Most meg lehet valtoz-
tatni a fliggvény alakjat, a pontok kihagyésara felirt logikai kifejezést, stb. Ezt az
eljarast addig érdemes ismételni, amig az F-érték javithatd. (Gondoljuk meg ugyanis
a kovetkezdket: Ha a pontok koziil egyet sem hagyunk el, akkor a teljes négyzet-
Osszeg allandod. Ezt bontjuk fel két fiiggetlen négyzetdsszegre, Q;-re és Q,-re. Min-
den Kkiirt statisztikai mérdszam ebbdl a két négyzetosszegbdl szarmaztathatd. Mivel
a kettd Osszege konstans, az egyik csak ugy nohet, ha a masik egyidejiileg csdkken,
igy hdnyadosuk a legérzékenyebb mutatoja minden valtozasnak. Masrészt ha F-értéke
n6, akkor a determindcios és korrelacios egyiitthatdk értéke is nd, a becslés szorasa
pedig csokken. Ezek nem fiiggetlen informaciok, igy csak akkor kell értékiikre
ujra figyelni, ha a regresszios szamitasba bevont pontok korét megvéltoztatjuk.)

EGYVALTOZOS POLINCM ILLESZTESE

A valtozok listdja: .

N — mérési pontok szdma,

M — polinom fokszdma,

XD — fliggetlen valtozo vektora,

Y (I) — filiggd valtozd vektora,

OX, OY — fuggd és fliggetlen valtozd matrixbeli oszlopszama (lemezrdl torténd
adatbeolvasasnal hasznaljuk),

Q — a polinom egyiitthatoi

(Y=0(0)+0 (1) X+ 0(2) * X2+...+ Q(M) » XM),
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S5 — determinacios egyiitthatd,

S6+ — korrelacids egyiitthato,
S7 — a becslés szdrasa.

Programmagyardzat:

100: Programcsomag-szervezes.
110—250: A program neve.
260—720: Adatbevitel.
730: A polinom fokszdmanak megadasa.
740—750: A polinom fokszdmanak ellen&rzése.
760—1000: A regresszids fiiggvény egyiitthatoinak meghatarozasa.
1010—1030: Az eredmény kiirasi helyének kijelolése.
1040—1170: Az egyiitthatok kiirasa.
1180—1560: A regresszids tablazat szamitasa.
1570—1730: A mérési pontok ellenGrzése.
1740—1910:  Pontok meghatirozasa a regresszios gorbébdl.
1920: Visszatérés a FOMENU c. programhoz.
1930—2340: Adatbeolvasas lemezrdl.
2350—2460: Lemezhiba-ellendrzés.
2470—2620: A program altal nyujtott lehetdségek rovid ismertetése.
2630—2810: Varakozas Igen-Nem valaszra.

THPUT"A POLIMOM FOKSZAMA™ M
IF MOCZTIHTOM O M<1L THEM PRIMT"A FOKSZAM FOZITIN EGESZ " GEOTO PR
S8 IF H-M-1<6 THEM PRIMT "R FOESZAM LEGFELJEEE" H-1:"LEHETI":GOTO 7R
TEA PRINT FPREIMT"SZAMOLAS"

3 DIM ACZEMy QEM el ECH+L D

1 REMER$3fpd o p ks e ERed sy
1 REM# *
SEa REM¥ EGYUTTHATOE MEGHATAROZASAH #
218 REM# *
D20 REM$#EASEESsFEEREEEEEe s R s s
S=3:[CA=H
FOR I=1 TO M
FOR J=1 Tl 2%M:ACIo=H T+t T HERT T
FOR J=@ TO MECI)=ECT 4+Y(TosC It HEAT O
ECPM+1a=EiM+1 oY Loy CT o tHEST T
FORE I=4G TO M:FOR J=& FH MiECE, Ja={e 4T i HERT IR0, M+l 0=ECId HMERT T
A FOF S=3 T0O M:IF Q0SS 52008 THEH 25968
A IF S=M THEM =461
1 FOR T=S4+1 To M:IF QET.S) M 2SI
FOR J=% TO M+1:B=008, . T0 008, JTo=0CT, T 00T,y To=RIHERT J:T=5+1
HE#AT T
IF 0%, S0=1 THEW FRIMT "HIHCS Fh?FPTc[HU MEGOLIOAS T iHES=1 i 8=M  GOTO 936
= C=1"005. 50 ' FOR J=S+1 TO M+1:005, To=C%005, Tt HERT T

28 FOR T=@ TO M:IF T=% THEH 228
Cra=DT, 80t FOR J=54+1 T Ml T Tp=00 T TareRe S, J2 i NEAT T

9Ea MEST T :

5596 HEXT &
1898 IF HSCB THEM 1896
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TOBBVALTOZOS LINEARIS REGRESSZIO A VALTOZOK

TRANSZFORMACIOJAVAL

Fontosabb vadltozok listdja:

NS

NO

MO

BX(, J)
X(NO, 27)
B(27)

R (4, 3)
X0, ..., X9
Y

A7, 27)

az input adatfile neve,

az input adatmatrix sorai szama (mérési pontok szama),

az input adatmatrix oszlopainak szama (fiiggetlen valtozok szima),
input adatmatrix,

a regresszidszamitasnal figyelembe veendd adatok matrixa,

- a kozelit6 filiggvény egyiitthatdinak vektora,

regresszids adatok,

egy adatsor fiiggetlen valtozoi,

cgy adatsor fiiggd valtozoja,

az cgylitthatd matrix a Gauss—Jordan eljarasban.

Programmagyardzat:

100:
110:
120:
130—150:
160—170:
180—470:
180—190:
200—460:
470
480-—530:
540—1180:
540—880:
890-—1060:
1070—1180:
1190—1240:
1250—1640:

1650—1700:

1710—2000:
2010—2120:
2130—2140:
2150—2250:
2140—2300:
2250—2390:
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Programcsomag-szervezes.

Szubrutin: felhasznaloi fliggvények Iétrehozdsa.

Szubrutin: felhasznaloi fiiggvények hivasa.

Szubrutin: x. felhasznaloi fiiggvény keresése a memoriaban.
Szubrutin: felhasznalédi fiiggvény cim valtoztatds a memoriaban.
Szubrutin: felhaszndldi fiiggvények megadasa.

x. Y kiirasa és a fiiggvény képletének inputja.

A fiiggvény ,,tokenizalasa™.

Az atalakitott képlet clhelyezése az ideiglenes taroloteriileten.
Szétugratd tabla. '

Szubrutin: m valtozds linearis regresszioszamitas »n adatsor alapjan.
Belépéskor az x(n, m+1) matrix tartalmazza az adatsorokat. Ki-
Iépéskor a b(m+1) vektor tartalmazza a kozelité fiiggvény egyiitt-
hatoit, r(4, 3) a regresszids adatokat.

A megoldando linearis egyenletrendszer matrixanak kialakitasa.

A linearis cgyenletrendszer megolddsa Gauss—Jordan modszerrel,
sziikség esetén oszlopcserékkel.

A regresszio jellemzé adatainak kiszamitdsa.

Szubrutin: behelyettesités a kozelitd tliiggvénybe.

Szubrutin: az eredmények kiirasa.

Szubrutin: kiirds a képernyore.

+ megszakitasi kérés figyelés (megszakitas a COMMODORE gomb-
bal lehets¢ges).

Szubrutin : kerekités. Az x szam ee cgész jegyet ¢s dd tizedesjegyet
tartalmazé kiirdsi képe lesz kilépéskor az x$ valtozoban (hossza
ee+dd-+2 mindig).

Indulasi képernyd.

Az adatfile nevének bekérése.

A kiirasi képek megadasa.

Adatmatrix beolvasas és megjelenités a képernydn.

Hasznalati utasitas.



2400—2530:

2268 IFMGZ1THEMFORI=1TOME~{ :FRINT", =" CHEE423+1 0 tHEXT

2270 PRIMT . :PRINT"R FUGGD YALTOZQ JELE +Y.“

2288 PRIMTYA FUGGETLEW WALTOZOKEOL |LLEGFELJEEE 23"

Ezjm FRINT"ARITMETIKARI KIFEJEZEST LEHET KIRLAKITAHI":

23a8 PRINTVES AZ (USSZEFUGGEST EZEE LLIMEARIS KOMBI-"

2318 PRINT"HACIOJAYAL KOZELITEMI. -TELLUK" PRIMT"¥AMEs o s e skl ™
woed PRINT"AZ ADATFONTOK KOZUL CSAK HZOERA ILLESZ-"

338 PRIMTYTUHNE FUGGYENYT. AMELLYEKEE R MEGRIOTT H="

234a PRIMT"LOGIKAL KIFEJEZES IGHZ WAGYIS, MEM #x.*

=358 FPRINT“AZ ¥ ERTEK IS TRAMSZFORMALHATO: RAZ LI

23F PRINTVYERETEE JELE Y.

2373 PRINMTY"H TRAMSZFORMACIO IHVEFZ FUGGYEHYETY

=34 PRIMTYIS MEG KELL RIMI. JELE XZ.'"

235¢ PRINT"AZ EREDMEMHYEK FI IS HY HITHTHHTGH."

2408 KAF="wmi N i u g P g

2418 PRIMT:PRINT"ERLIA MEG H KIFEJEZESEKET! (YEGE=URESH"

2428 CI=49152:.T=H4

2438 HE=uNE I G0SUELISG BEC T a=kF [Foag=""2THEHM==T: 50102460

2440 TFI=22THEHM=22:G0T02468

240d J=J4+1 G0TDZ2430

peds 1A J=23=H$=HH$:PEIHT“£HBTH MES A2 X LOGIKAL KIFEJEZEST!IY (GOSUBLEA: KufF=nF
Eiga 5§IHT;PRIHT“RQDJH MEG RZ v TRAHE ¢FHMHIIHTHF'”'(¥*‘ g T=2d  GOSLIEB LR L e
24808 HE=xpPE

2428 PRINTFRIMTYZAIIA MEG AZ % TRAMSZFORMACLIO IHYERZET!Y :J=25:G05NR1SH: FF=kF
.huﬁu Ld="H s THPLITHOK X M 7 HINEL S L IFLEC T THENZ4 14

2514 THPUTYKEPERMYOLE Y WHGY HYOMTATIC4x" I/

2528 IF RS2 AMO B<>4 THEH 251@
3 IPEMZ, 42 m-._
2545 Tin"HﬂHT”HLGGHTH““‘DUSUESEB=GD5UBSEH:H:B:FURI 1TDHH

=258 OMMEAGITO2E90, 2646, 2820, ZE2EL 2518, ZEAR, 2930, 2980, 25870, 25460
2563 A9=BH(IJ9)

2EPA Re=RHCl g0

258‘:“ ({r - (.( I.P n‘.:'

Z590 AS=BHLI 63

SEEE MO=BM 1.9
2R10 KRR (T

2RER KI=EKCT 3

ZE2A AZ=BRCY 22

MR H1=ENCT, 10

AETH W= £€fIaE}

R YEEXIT M8

2E7PR J=22 1 G05UR1I86 TFHOT O THEMS L

ZEEE Merdl M R =LFORIS=ATOM -1 BGOSR TRl HEAT T s I=2d s GIELE 2R
2630 KON, ML ==

2Y03 TE=STRSCHCH B a4 Vi FORI=ATOM : TE=TE+ITRE (R f'ﬂ

2P1A HEXTIGOSUESZO: TH=STRECH+" DE FONTOT TH HLIHHk ]

EVEH TE="REGRESZZIN SZAMITHS! 00 2R GOSUE J}44H 51}
@728 FRIMT:FEINT"UUJIHEE AM T T FIRREN HDHTH}tHi )

2748

275

veendd adatsorokat leird logikai kifejezés bekérése.

PRIMT:FRINT"LLIRER = ;MRS ADATOKEAL FH
FRIMT : FRIMT"WEGE R

A valtozok transzformdldsara szolgald fiiggvények és a figyelembe

2540—2710: A megadott feltételnek eleget tevd pontok kivdlogatisa, megjeleni-
tése a képernyoOn és elhelyezése az x( ) matrixban.

27205 Szubrutinhivasok: regresszidészamités és az eredmények kiirasa.

- 2730—2740: Ujabb szamitas? Igen valasz esetén vissza a felhasznaloi fliggvények

megadasahoz.

2750 A program vége.

2760—3070: Az adatok bevitele.

3080—3220: Lemezhiba-ellendrzés.

2256 PRINT"H PROGRAMEMH A FUGCETLEN YALTOZOK JELE":FRINT"A@";
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6.5. 'Korrelziciés matrix szamitasa

A korrelacios egyiitthatd fogalméval a regresszids egyenes statisztikal vizsgdlata
kapcsan mar megismerkedtiink. Az ott elmondottakat két valdszinliségi valtozo
Osszefiiggésének vizsgalatara alkalmaztuk. Ha tobbvaltozos problémat vizsgalunk
(pl. a tobbvaltozos linedris regresszids egyenlet illesztésekor), akkor ez az Ossze-
fiigeésvizsgdlat minden lehetséges valtozoparral kapcsolatban elvégezheté. Ha 3
fliggetlen valtozot tartalmaz egyenletiink, akkor vizsgalhaté az X;—X,, az X,—X;,
az X;—X,, az X,—X,, az Y—X;, Y—X, és az Y—X, Osszefiiggése, pontosab-
ban egyiittvaltozasa, korrelacidja. Ha a valtozdkra vonatkozd mérési adatokat tab-
lazatos formaba (maétrix alakba) rendezziik, ebbdl a tabldzatbdl a lehetséges val-
tozdparositdsoknak megfelelé korrelacios egyiitthatok ugyancsak tablazatos alak-
ban egyszer(i vektoralgebrai miiveletekkel eldallithatdk. Az igy kapott tabldzat neve:
korreldcios mdtrix.

Emlékezziink ra: a korrelacios cgyiitthatd tulajdonképpen a két valtozé kovarian-
cidjanak ¢és a két valtoz6 szorédsal szorzatanak hanyadosa. (Vektoralgebrai értelem-
ben 7 mérési pont esetén a korrelacids egyiitthatd éppen a két n dimenzids vektor
altal bezart szog koszinusza.) Egyctlen valtozé sajat magaval vett kovariancidja a
variancia, azaz a szorasnégyzet. lgy a korrelaciot egyetlen valtozora kiszamitva mind
a szamlaloban, mind a nevezében X ugyanaz a variancia all. Ezért barmely valtozé
onmagaval vett korrelacidja 1. (VO.: barmely vektor onmagaval parhuzamos, igy
bezart szogiik 0°.)

A korrelaciés matrix szimmetrikus. Ez nyilvanvald, ha meggondoljuk, hogy az
X,—X, par korrelacioja nem fiigghet a valtozdk sorrendjének megvalasztasatol.
Vezessiik be Y helyett az altalanossag kedvéért az X, ., jelolést. Ezekkel a jelolések-
kel azt mondhatjuk, hogy a korreldciés matrix olyan szimmetrikus (n+1) - (n-+1)-es
matrix,

— amelynek i-edik sordban a j. oszlopban az X; és X; valtozok korrelacids ko-
efficiense all;

— a matrix féatldéjaban csupa 1-es all;

— a matrix elemei legfeljebb 1 értékiek.

Miért fontos szimunkra a tobbvaltozds regressziészamitasban a korreldciés matrix
ismerete? Tulajdonképpen azért, mert ezzel eldonthetjiik, hogy mely valtozdkat kell
a modellben figyelembe venni, ill. mi a valtozdk kozottl ,.erésorrend” a fiiggd val-
tozéra gyakorolt befolyas tekintetében. A modell ,,javitasakor” a gyengébb hatdsu
valtozokat megkisérelhetjiik elhagyni, esetleg a korrelacidszamitas szerint erdsebb
hatdsti valtozok kifejezéseivel helyettesiteni. A korreldcids matrix alakja tehat a
kovetkezo :

1 Fxixs Fxixs oot Txpxn Trixnan
rxz X1 1 7’x2x3 rxzxn rxzxn-u
rxn+1x1 rxn-!-lxz rxn+1x3 rxn-l-lxn 1

Az elmondottak megvildgitasara tekintsiink ismét egy példat! Szamitsuk ki a 6.2. al-
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fejezetben ismertetett salétromsavgyari véggaztisztito iizem adataira a korreldcids mat-
zixot. Adatainkat az AMMON file-bdl vessziik, amelyet magneslemezen tdroltunk.
Elészér behivjuk a REGRESSZIOSZAMITAS meniijébsl a KORRELACIOS
MATRIX SZAMITASA alprogramot. Errdl kérhetiink ismertetést vagy anélkiil is
tovabbmehetiink. Mivel adataink az AMMON file-ban vannak, értelemszeriien vala-
szolunk I-t az ,,adatok lemeczen vannak vagy billentylizetr6l akarjuk bevinni (I/N)”
kérdésre, megadjuk az adatfile nevét €s betesszitk az adatlemezt. A program az
adatokat beolvassa, majd megkérdezi, hogy kivanjuk-e az adatokat képernyén meg-
jeleniteni. Ha nemmel valaszolunk, vagy ezen az agon végighaladva mar megtekin-
tettitk adatainkat, a program megkérdezi, hova irja az eredményeket. Az eredményiil
kapott korreldcidés matrix a kovetkezo lesz:

1 0,78185 0,50014 0,91966
0,78185 1 0,39093 0,87550
0,50014 0,39093 1 0,39982

0918966 V87550 0250082 1

A matrixbol lathatd, hogy az Y-nal a leggyengébben korreldlt valtozd X, volt.
Ezért hagytuk ki az el6z6 fejezetben éppen ezt a valtozot a modellbél. Vélasztasunkat
a korrelacioszamitas alatamasztja.

KORRELACIOS MATRIX SZAMITASA

A vdltozok listdja:

N — merési pontok szama (max. 100),
M — fliggetlen valtozdk szama (max. 10),
X({,)) — fuggetlen valtozék matrixa (K=1-t61 N-ig, L=1-t8] M-ig megy),
R(,J) — a korrelacids koefliciensek matrixa,
N§ — az adatfile neve.
Programmagyardzat:
100: Programcsomag-szervezes.

110—230: A program neve.
240—780: Adatbevitel.
790—1020: A korrelacios matrix szamitésa.
1030—1050: Az eredmény kiirasi helyének kijelolése.
1060—1340: Az eredmények kiirdsa.
1350: Visszatérés a FOMENU c. programhoz.
1360—1690: Adatbeolvasas lemezrél.
1700—1810: Lemezhiba-ellendrzés.
1820—1980: A program altal nyujtott lehetoségek rovid ismertetése.
1990—2170: Varakozas Igen-Nem valaszra.
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1. REM$#FEsadsad s s ki s ik d gy b ff
1 REM# ’ ¥
FEMS FORRELROIOS PMAETRIS *
FEM# Ed

1 REM&dssddderbpsdsdndsed dRisdp sy

k=

k=k+1

FOR I=1 T R

Froipery==1 Ti1 F

FCL, Tr=RCl okl Tl CplL T2

HEST .

FC L = T p R T

BECIOD=BC I obmckl, ot

MEST I

TF E<XH THEH =913

1 FoF: =1 TO R

S BT v —-F 0T

W FOR T=1 T R

A7 ROL, YredHEROT T r-R0 ] pdnd o SSNRCSECHERC TR T 22

G BT, =R, T

HEG HEXT O

16w ROT. L as=]

1@16 MEXT I

LAZE FOR I=1 TJ BE:FIOF J=1 T B BCI, Ja=IMYeRol, T0#IEN4E. S0 IESHERT JTiHERT I
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7. AZ ADATKEZELO PROGRAM

Az elézé fejezetekben ismertetett statisztikai programokkal dltaldban igen sok ada-
tot dolgozunk fel egyszerre. Nagyobb adathalmazok feldolgozdsanal mindenképpen
sziikség van hattértarolora. Igy elkeriilhetjiik az adatok esetenkénti tijragépelését.
Ebben a fejezetben adatkezeld programunk telepitését €s miikodését ismertetjiik.

Egy adatkezeld programmal szemben altaldban a kovetkezd elvardsaink vannak:
a program tetszdleges adatmatrixot tudjon beolvasni a billentytizetrdl, ¢s azt tarolni
tudja lemezen. A program tegyc lehetévé a hibas adatok javitdsat. Adjon lehet&séget
az adatallomény bévitésére, ill. a fGloslegessé valt adatok torlésére az adathalmaz-
bdl. Fontos funkcidja tovabba az adatok megjelenitése, kiirasa képerny8re vagy
kinyomtatasa papirra.

Nézziik meg, hogyan miikodik adatkezeld programunk! A fémeniibdl valasszuk
az ADATFILE MUVELETEK cimii programot! A program az el8z8 programok-
nal mar megszokott KER ISMERTETEST kérdéssel jelentkezik be. Ha igent vila-
szolunk, akkor megjelenik a képerny6n egy rovid ismertetés a program miik 6désérol.
Ha nem kériink ismertetést, akkor az adatkezelé program fémeniije jelenik meg a
képernyén. Ez a kovetkezd lehetdségek koziil enged valasztani:

UJ ADATHALMAZT AKAR LETREHOZNI U)
REGI ADATHALMAZZAL DOLGOZIK (R)
VEGE V)

Nézziik soronként ezeket a lehetdségeket!

Ha még nincs kész az adathalmazunk, hanem most szeretnénk létrehozni, akkor
természetesen az U billenty(it kell lenyomnunk. Ennek hatasara a program meg-
kérdezi a létrehozand6 adathalmaz nevét és a fiiggetlen valtozok szamat. A fiiggetlen
valtozok szama az adatmatrix oszlopainak szaméndl eggyel kevesebb, az utolso
oszlopba a fiiggd valtozét helyezi el a program. Az adatmatrix sorainak szdma az
adatcsoportok szdmdval lesz egyenld. (Figyeljink az elnevezésre. Az adathalmaz
adatcsoportokbal 4ll, egy-egy adatcsoport Osszefiiggd (egy méréshez tartozd) ada-
tokat tartalmaz. Annyi adatcsoportbdl all tehat az adathalmaz, ahany fiiggetlen
mérési pont adatait tartalmazza.)

Ezutan a kovetkez6 almenii jelenik meg a képerny6n:

UJ ADATCSOPORT MEGADASA (U)
REGI ADATCSOPORT KIIRASA X)
REGI ADATCSOPORT MODOSITASA (M)
REGI ADATCSOPORT TORLESE (T)
ADATMATRIX KIfRASA (A)
FELVETEL (F)
VEGE (V)
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Ujabb U vilasztasra a program bekérl az elsd adatesoport fliggetlen és fiiggd
valtozoinak értékeit. Az értékek begépelése utdn felteszi a program a kérdést, JOK
AZ ADATOK? lgenld valasz csctén visszatér az almeni elejére, ahol folytathatjuk
ugyanazon adathalmaz kovetkezd adatcsoportjanak mcgadasat. Ha az adatok gépe-
Iése kozben hibat vétettiink, akkor lehetdségiink van a hibds adatok javitasara.
Fzzel a modszerrel tehat a kivant adathalmazt létrehozhatjuk.

Az adathalmaz létrchozésa utdn azt nyilvan szeretnénk lemezen is megdrizni,
hisz éppen az a célunk, hogy ne kelljen minden egyes feldolgozashoz az dddtokdt
jra begépclniink. Az adathalmaz lemezre vételéhez az almeniibél a FELVETEL
dgat kell valasztani. Az F billentyli lenyomdsiara a program bekéri az adathalmaz
nevét, ami lehet az cldzéeckben megadott, ill. itt még médunk van mas nevet va-
lasztani.

Mcgjegyezziik, hogy az adatokat célszerli kiilon lemezen tarolni. Lemezkezclés
kozben szamtalan hiba I¢phet fel, amire egy adatkezelé programot fel kell késziteni.
Elképzelhetd peldaul, hogy Immdlatldn lemezt helyeztink be az cgyscgbe adatlemez-
ként, vagy a lemceziinkon volt mar olyan nevii adathalmaz, amit most megadtunk.
Az ilyen tipust hibdkndl a lemezegység piros lampédja viilogni kezd. A lemezhibak
programbeli kezelését a hibacsatorna segitségével végezziik. A hibacsatornan ke-
resztiil kiolvashatjuk a hiba szamat és a hibaiizenctet, igy a program miik6dését ettol
[ligeden folytathatjuk.

Sikeres lelvétel utan a program az almentire t¢ér vissza, ahonnan — ha munkank
czzel véget ért — a V billentyli lenyomdsaval I¢phetiink ki.

Nézziik ezutan az almenii kévetkezd pontjit A REGlI ADATCSGPCRT KI-
IRASA-t! Errc a K beti lCﬂyOﬂlde\dl van lehetéscgiink. Az clézéckben bevitt
dddtuopoll l. ddatcwponok mar meglevének, azaz réginek tekintheték. Ha egy
ré¢gi adatcsoport kifrasanal rdajoviink, hogy az ott szerepld értckek nem helyesek
(hldedn irtuk bc azokat vagy ldokozben megvaltoztak), akkor az M billenty(i le-
nyomasaval a REGI ADATCSOFORT MODCSIT ASA programrészt aktivizalhat-
juk. Ez a programrész az ADATCSOPORT SZAMA? kérdéssel jelentkezik be.
Itt kell megadnunk annak az adatcsoportnak a sorszamat, amit modositani szeret-
nénk. Ha nem emléksziink ra, hogy hanyadik adatcsorortrél van szo, akkor az
adathalmaz kiirasaval ezt megtudhatjuk. A javitandd adatcsoport szamanak be-
gépelése utan az ¢rickek megjelennck a képernydn, mégpedig ugy, hogy a kurzor
wllogasa jelzi az ¢ppen javithato értcket. Igy a Jd‘vllc‘:’:‘t ll. modositast igen kénnyen
el ¢gezhetjitk. Eldfordulhat az is, hogy cgy egész adalcsoportot t0rdlni szeretnénk.
Ezt az almeniit ADATCSOFPORT TORLESE plO”ldiﬂaggdl a 'l billenty{i lenyomasa-

val kezdeménycezhetjik.

Nézzitk végiil az almenii utolsd, de igen fontos IchetSségét, a teljes adathalmaz
kiirdsat! Az A billentyi !cnyon;ascndl az ADA'l MATRIX KIIRASA programrész
I¢p miikodésbe. A programirész a KEPERNYC (3), PRINTER (4)? kérdéssel jelent-
kezik. Itt valaszthatjuk tehat ki az output perifériat. Ha csak azért fratjuk ki az
adathalmazt, hogy szemiinkkel atfutva gyorsan ellendrizziink valamit, akkor cle-
gendé a képerny6re kiirds. Ha szeretnénk listan is miegdrizni az dddtokdt, akkor a
nyomtatot kell valasztanunk.

A (émenii masodik 4dganak valasztisa a REGI ADATHALMAZZAL DOLGO-
ZIK ag els6 tevékenysége egy lemezen mar mcglevd adathalmaz beolvasdsat teszi
lchetévé. Az R billentyli lenyomdsa utdn az ADATHALMAZ NEVE keérdés jelenik
meg a képernydn. Itt kell megadnunk tehat annak az adathalmaznak a nevét, amivel
a tovabbiakban dolgozni szeretnénk. Ezutan aTEGYE BE AZ ADA'T LEMEZT ES
NYOMJON MEG EGY BILLENTYUT! pararics keriil kifrasra. A székoz billentyi
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lenyomasanak hatasara megkezdddik az adott nevli adathalmaz beolvasisa a lemez-
r6l a memoriaba. Ezt a miiveletet addig kell folytatni, amig az utolsd adatot is be-
olvastuk. Az utolsd adat clérését az ST rendszervaltozo értéke jelzi, amelynek tar-
talmit a lemezegység operdcios rendszere minden beolvasdsi [épésben modositja.
A file utolsé adatanak beolvasdsakor az ST rendszervaltozd értéke 64. fgy a beolvaséd
ciklust az ST =64 vizsgalattal vezérelhetjik.

Ezek utdn a mar beolvasott adathalmazzal az almeniiben szerepld, az elézdekben
bemutatott miveleteket végezhetjiik. Az adatkezeld programbol a feljes kilépést
a V billentyii lenyomdséaval, a VEGE funkcié aktivizalasaval érhetjiik el.

ADATKEZELO PROGRAM

A vdltozok listdja:

N — mérést pontok szama,
M — fiiggetlen valtozok szama,
X{I,)) — a fiiggd €s fiiggetlen valtozok métrixa (/=1-t61 N-ig, J=1-t61 M+ 1-ig
megy),
NS — az adatfile neve.
Programmagyardzat:
100: Programicsomag-szervezes.

110—230: A program neve.
240—470: Fdémenii.
480—500: Fiiggetlen valtozok szdmanak megadasa.
510—540: Alprogramok hivasa.
550—760: Adatbeolvasés.
770—960: Adatfelvétel.
970—1270:  Almeniik felsoroldsa, vezérlésatadas a kiilénbo6z6 almeniiknek.
1280—1500: Uj adatcsoport megadésa.
1610—1790: Régi adatcsoport kifrdsa.
1800—1860: Régi adatcsoport modositasa.
1870—2040: Régi adatcsoport tdrlése.
2050—2190: Iemezhiba ellendrzése.
2200—2360:  Adatcsoport kiirdsa.
2370—2640: Adathalmaz kiirasa.
2650—2880: A program altal nydjtott lehetSségek rovid ismertetése.
2890—3030: Viarakozds Igen-Nem valaszra.
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1A2 POKEAT., PEEK(174) : POKE4E, PEEK (175 (LR

112 PRINT CHRE(147)

120 FRINT " #5680 EEE ERE R R e R A

58 FRINT"# b

14 PRINT"# ADATHKEZELD PROGRAM #

158 PRINT"# ¥

1E6 FFIu¥"++¢*+4#######4##»+#*¢«#+**+++“

178 PRIN

LB PRINT "0 e b sn bk ko kg

190 PRIMT# b

200 FRINT"% KESZITETTE:BALINMT RGHES %"

210 FRIMT"# TATRAT FEREHC #"

oA PRIMT"# 0

D30 PRIMT "S85 Rbrrin b e F ke S g

248 FRINT ,

256 PRIMT'KER ISMERTETEST": :A$="H" GOSUE ER1A
260 IF A$="1" THEM GOSUE 265@

7o Y I4=" IR NREENE AT BN RSN E RN ARA

280 MA=10: My=200

236 IIM ACMM, MDY

308 FRIMT CHR$C147

310 PFH#+###*##¥#*4####+##*+#++##¥##4++

G280 FEM# ¥

530 FEME  FOMEML: #

2a@ REME I ROATHALMAZ  LETREHOZASH  #

354 REME MUNVELETEK REGI ADATHALLMAZZAL #

Il REM* #

TT0 REMEFEEESEEEEREEE R R R R

380 PRIMT™UI ADATHALMAZT AKAR LETREHOZMI <113
296 FRINT'REGI ADATHALMAZZAL DOLGOZIE <RI
406 IF NECH'" THEM PRIMTUTOYABET JAYITASOH AL
417 PRINT"WEGE AN
420 PRIMT

436 THPLIT'"WALASITASAY : A%: IF AS<IOUN AMI AECH'RY AMT ACS 'Y AMD ASCHHTY
440 IFA$="T" AND HE="" THEH 430

456 IF A$="T" THEM GOSUL 974:60T0 =6

GEL
470
46
496
] 515
516
520
SiEE
a4
So6
SEd
SvE
S5l
596
60
&16

&2a
6328
540
ah)
EGH
H7E
T2
b e
PEA
Tl
rigeds]
73R
7448
Tad
TR
Tra
Tea
-l:,‘f?l.?.‘
Saa
S5
=
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IF A#="%" THEH POKES#ZSE.Q:POKE4dd, 2 RPOKE4S, 1 :POKE4E, 20 RLIM
IFAFC"IU"THEHS 14

THPUT"FUGGETLEN YALTIZDE SEAMA: "M H=@

IF M= AMI MI=Mi< THEH 5320

FEIMTU"HIBAS YALTOZQSZAM (GOTO 450

GOSUE 24068 : IF ME="" THEH 254

GOSUE a@a: IF HS>R THEH 280

GOSUB =270

GOTO -
FFH++++¥++#+#%+#+++++++#++++++*+*
FEM#* *
FEM®  ATNATEECLVASAS #
REM: *

MARES R E RS EEE LB LRERESREL LT L LS XL LS
IF ME="" THEW RETLIEH
GOsUB 2926
FEINT"ADATEEQLNMASAS
OFEMLS. 2. 15 :0FEH
GOSUE 2168 : IFHS:
THPLITHE, M
IHPITH#E H
IF M<1 THEM 7350
IF M&pl OR HIHE THEH PEINT"TUL S0OE AIAT":GOSUE 2536:RETURH
FOR I==1 TOH

FOR JI=1 TO M+1

CPIMPUTHE KT T

CGOSUE 21080 IF HECE 8 THEH Tsh T=M+dl

WTHEH ll.?':" "IpATO FEe

tHE®T

HE®T 1

CLOSE 2:CLOZE 15

FETLIRH
REMEAEAFEFFFENREEEESEEE S mghpddop i d
FEM: *
FEM%& ADATFELVETEL *
REM# *

FEMSah # 0 S SR ek s bk S ek e
IF HE="" THEN RETLIFH

THEM 42Z6



36
a4/
85a
260
37VaA
2o
295
S0a
Qia
G924
azg
e 3
ana
TSR
AR
e
34

106G REM% ADATEEYITEL
116
1624 EEM# ADATTORLES
163264
1a4@
1a5a
1854
1878
1624

GOSUE 2920
OFEHLS. S, 15, S "+NE OPENZ. 2, 8. NE+ ", 5, "
GOSUE 2164: F HE¢> 8 THEH 254
PRIMT#3,M
FRIMTH#E.H
IF N=¢f THEH 952
FOR I=f TO H
:FUE J=1 T M+1
FRIHT#E;HfI;T?
GOSUER 2198 IF HS<Ha THEM I=H:.T=p+1
HEKT g
HE®T I
CLOZE 3:CLOSE 135
FETURM
EFH:¥+i+§é#é**$¥+$¥¥¥¥¥£¥#f¥#¥f+é
E
FREME HLMEHL:

REM# HADATMODISITAS

REItk  RIATKIIRAS
FET
NP
FRINT CHF$41470; "AIATHALMAZ " HE
PRINT _ ‘
PRINT"FUSCETLEM YALTOZOK SZAMA =";M

e

109a FRINT"ADATCSOFORTOK SZAMA ="

116/
1114
1124
1124
1144
1154
116
117
11284
1124
12
1214
1226
122/
1246
1254
| 2EH
1274
1284
1294
| 265
1314
1520

FEIMT

PRIMT"LLT AIATCSOPORT MEGATASA Lyt
FREINT'"REGI AIATCSOPORT KIIRASH A
PRIMT"REGI ADATCSOPCRT MOIOSITASA (Ma"
PRINT"ADATCSOPORT TORLEEE
PRIMTYADATHATREIY KIIRAZA
FRIMT"FELVETEL
PRINT"YEGE

PRINT

THFUT “"WALASZTASH" ;PE

IF Bg="Ll"
IF B="K"
IF Bg="1"
IF Bg="T"
IF Ba="g"
IF B§="F"
IF Bg="y
GOTO 1950

THEH
THEM
THEH
THEM
THEM
THEM
THEM

GOSLE
GOSLUE
GO2UE
H[OSLE
LOsUE
GOSUR
GATA

1546:
1668
1858
1504
$GOTO 1464
2484:
peiclel

2480

(Tam
CHAM
Ean
{ l..[ :1 It

GOTO 1864
GOTO 1856
GOTO 18c@
GOTO 1886

GOSUR 2ne:G0T0 1969

PEM#**#**Q##*####***##4***#%###**

REM#

REM# LT ADATCSOPORT MEGADASA #'

FEM#

PEM#*##+**#§#¥%¥##+¥#¥¥##**¥f+i¥%

1330 PRINT CHREC147);

1340 FRINT"SAIATHALMAZ :"HE

1256 PRINT

1250 PRINTYADATCSOPORT : " F3 /R

1376 PRINT

1326 IFM=ATHEH144A

1396 FOR J=1' TO M

1408 PRINT "#CU;MIDECSTRECTS 205009 TARCT Y "an
1416 KCR, J¥=0: INPLUTALR, I

1420 HEXTJI

1420 PRINT

1440 PRINT"Y ' TABC7Y V=" ;

1450 (R, ME1Y=E: THFUT HOR M1

1468 PRIMT

14761 PRINT "JOK AZ ADRTOKY;

1426 GOSLIE 3010

}dgn IF AS="1" THEN RETURM

986 GOTO 1346

151 REMEESFRAEERE Rl e h
1526 REM¥ LT AUATCSOPORT HOZZAVETEL #
1570 FEMEREEERF SRR SRR

1544
1554

IF HNA THEH 1598

PRINT



1568 PRINT"AZ ADATHALMAZ HEHM EOVITHETO"
1570 GASUR 29208

1588 RETURH

1598 HM=R+1 E=H'GOSUIE 1234

1600 EETLRH

1610 REM&EREERssE k¥ ek idessidskidis

16268 REM# *
16260 REM® REGI ADATCEOPORT KIIRASH #
1640 REM#* %

1650 REMESERFHEEEFEREFPREEEFEFREEE AR
1660 GOSUE 1728 IF ER=1 THEH RETLRM
1670 IF ER={ THEH RETURH

1689 GOSUE 2250:RETLRM

1690 REMEREHEMEERRCESEEFERRPEREREFREE
1706 REM# ADATCSOPORT SZAM KERDES  #
1710 REMEFSSEEEEERSFEEEERERSEFRRFSFH
1726 R=0

1720 IF M=@ THEM PRIHT!PRIMT "AZ ADATHALMAZ LRES, " :GOSUE 2930 ER=1RETURH
1746 ER=3: INPUT"ADATCSOFORT SZAMA @ iR
17=a TF R»@ AMI RC=H THEH RETLRH

1769 PRINT

1770 PRINT"MEM LETEZO ADATCSORORTC
1720 GOSUE 2330 ER=1

1790 RETLRM

1500 REM*###+##§+#+&###**#&+++#++#++++
1810 REM¥

1820 REM¥ REGT ADATCSOPORT HGHD:ITH’H¥
1833 REM¥ ¥
1840 REM#RF¥s A ubbbb b F bbb b h bbby
1950 GOSUE 1720:1F ER=1 THEM RETURH
1860 GOSUE 22S0:GOSUE 1246 :RETURH

170 REMESFEEREEEEe b b bR R ¥

1826 REM# *
18230 REM#& REGI ADATCEOPORT TORLESE #
15960 REM%

19163 PFM##**#####**»*#+$$#$++#*¢##*###
192 GOSUE 1720

1926 IF ER=1 THEN RETURHM

1940 PRINT"RIZTOS., HAGY TOROLIUK'
1956 GOSUE 2016

1968 IF A$="H" THEM RETLRM

19700 IF R=H THEM 2030

1926 FOR T=F TO H-1

1994 FOR J=1 T M+1
2086 1 XCL, Ty=RCIH L, TY
2010 HEWT J
2020 MEXT 1
2034 M=H-1
7040 PETURM
2050 REMEAFEREEEEEEEEEFEEESE R E S HbE ¥
2060 REMK #
2678 REM# LEMEZHIBA ELLEHORZESE *
2096 REM#
2090 PEM*#+##*#+#%+%#+¥+++¥++¥*+#¥++##
2168 IMHPUT#15,HS, HHE. 5. 52
2110 IF HS=0 THEM RETLIRH
2120 PRINT
212@ PRIMT"LEMEZHIER!" {PRIMT
2140 PRIMT HS;HH%:S; 52
2150 PRINT
7160 GOSUE 2936 !RETLRH
217 PRINT"HYOMIA MEG A MEGFELELO GOMECT!"

2128 GETAS: IFA$=""THEHZ 150G

2158 RETURH
A0 REMEFERFEREFEFRRE SRS RN RS R b
{9 REM& #
REM# AUATCSOPORT KIIRASH #
230 REM# ¥
’ REMEHREHEASIHSH S FREHESLHE RS HE LR
2256 PRINTTCHREC1470; "ADATHALMAZ : "HE
2260 PRIMT
2270 PRINT'RDATCSOPORT | "M "/ iR
2256 FRINT
2293 IFM=6 THEM2348
230A FOR J=1 TO M

T PYRY A RPN PN
AN [I:g PR

n‘w
3N
)
o

£
)



23168

PRIMT R4 MITECOTRECT ), 25 "y " TABLTY M= Vi H(R, I

2320 NEXTJI
2338 PRINT
2348 PRIMTSMITREC? v V= ", 4R M+12
23SH IF BFCHOMY THEN GOSUR 2950
236@ RETIIEM

376 REM*####**+#***+#+###++¥++#+#+*¥+
'2388 REM& HIDATFILE HEY EEE #
2540 REM$SsEdxedabdsiontrssis +$+##*+##
2400 Rg="":PRINTAZ ADATHALMAZ HEVE: ViHEILEFTH0V T4, LEHCHE b 4+2Y;
2410 INPUT X%:1F HE="" AHI Kf="" THFH 2400
Z40H NE=YE: RETURN
2420 REMEREEREEERE SRS EE AR RS O R R a4 &
2440 REM# *
2450 REM# ADATHRLMAZ KIIRASH *
2460 REM#
2470 FEM#++***++#+6+++¥+#+¥++##%#++¥¥+
2426 PRIMT
2493 INFUT"KEPERHNYOCE Y  PRINTERCA "} IT
2566 IF ID<>2 AND ID<34 THEM 249
2510 OFEMID, ID:SH=6:IF 1D=3 THEH PRIMHT CHR£(1473: :GH=3
2520 PRIMTH#ID. "ADIATHMATRIY " iH$
S526 PRIMNT#ID:LM=2:IF M=3 THEM 2630
2540 FOR I=1 TO M
2550 PRIMTHID,RIGHTAC"Y  "+STRECTD, 3% LE=
2860 FOR J=1 T0 M+1
25701 PRINTH#ID,RIGHT$¢" MASTRE (T T, 12
2520 S=541:1F S=SH AHD Jo3M+1 THEW PRIMT#IDN: PPIHT#INJ“ WiiE=ar LN=LH+1
2596 HEXT J
2608 FPRIMTH#ID: LH=LMH+1 ) "
2616 IF 10=3 AND LH+INTCCM+12723028 AND T<0H THEMGOSUEZS26: LH=0:FRINT CHREC 1470
2620 MEXT 1
26368 CLOSE ID:GOSUER 2926
o640 RETURM
2658 REMEXERRFFEOEEEEEEEFEERF R Rk
JEEA REM# *
2670 REM¥ ISMERTETES *
JEC0 REM# *
2690 REM#RFEdbki @bkl ek b
70 PRINT CHREC147)

2718 PRINT"ADATKEZELD PROGREAM"

SPDE PRIMT "o e mmr et e I
2736 PRINT"A PROGRAM AZ ALAEET FELATATOK VEGZESERE ALKALMAS: "

2740 PRIHT" LLT ADATHALMAZ LETREHOZASA"
275G PRINT ADATHALMAZ FELYETELE LEMEZRE"
2768 PRIMT" REGI ADATHALMAZ BETOLTESE"
2770 PRIMT" |LEMEZROL"
2788 PRINT

7EE PRIMT® ADATHALMAZ MODOST TASA"
ESBE FRIMT™ ADATHALMAZ BOYITESE"
2810 PRINT" ADATCSOPORT  TORLESE AZ ADAT"
2826 PRIMT" HALMAZE. "
2830 FRINT
28461 PRIMT" ADATHALLMAZ KEFERHYORE IRASF™
2856 PRIMT" ADATHALMAZ HYCMTATORE IRASH"
2860 PRIMT" ADATCSOPORT KEPERMYORE TRASH"
2878 PRIMT" ADATCSORORT HYOMTATORA IRASA™
25200 GUSUE 2930:RETURH
289G PEM#»#+#$+$$#¥#¥$*#4+++#+#+4#
2900 REME YARAKOZAS *
2910 REMEF#$¥EEaededssesssbe s idss
2920 PRINT :FRIMT"TEGYE EE AZ ADATLEMEZT"
29360 PRINT:PRINT"NYOMJIOM MEG EGY EILLEMTYUT!™
2942 FOR BR=1 TO 16:GET X$:HERT EO
2950 GET ¥$:IF W$="" THEH 2554
2950 PRIHTT WCRPRIMTY
297@ RETLIRH
2920 REME$$RKEEnd S e e bbbk ek
2998 REM# IGEM/HEM KERTES .
DGR REMEFESEEdEd sk bbb p ey
I@1A IMFUT " CIZHYY; A%
3026 IF A$CRVIY AMD AECE"HY THEM 3eic
2028 RETURH
FEATY.
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MELLEKLET

1. tablazat

A normalis eloszlas kritikus értékei (u,)

() ,00 ,01 ,03 ,05 ,07 ,09
0,0 ,5000 ,5040 ,5120 ,5199 ,5279 ,5359
i ,5398 ,5438 ,5517 ,5596 ,5675 .5753
i .5793 ,5832 .5910 ,5987 .6064 ,6141
,3 ,6179 ,6217 ,6293 ,6368 ,6443 ,6517
4 ,6554 ,6591 ,6664 ,6736 ,6808 ,6879
)5 ,6915 ,6950 ,7019 ,7088 1157 ,7224
6 ,7257 ,7291 ,7357 ,7422 ,7486 ,7549
7 ,7580 L7611 ,7673 ,7734 ,7793 ,7852
.8 ,7881 ,7910 ,7967 ,8023 ,8078 ,8133
9 .8159 8186 ,8238 .8289 ,8340 ,8389
1,0 ,8413 ,8438 ,8485 ,8531 ,8577 ,8621
1 ,8643 ,8665 ,8708 .8749 ,8790 ,8830
1,2 ,8849 18869 ,8906 ,8943 ,8980 ,9015
1,3 ,9032 ,9049 ,9082 9115 .9147 9177
1,4 ,9192 ,9207 ,9236 ,9265 ,9292 .9319
1,5 ,9332 ,9345 ,9370 ,9394 ,9418 ,0441
1,6 ,9452 L9463 ,9484 ,9505 ,9525 -,9545
.7 ,9554 ,9564 ,9582 ,9599 ,9616 ,9633
1,8 ,9641 ,0648 ,9664 ,9678 ,9693 ,9706
1.9 .9713 ,9719 ,9732 .9744 ,9756 .9767
2,0 ,9772 L9778 ,9788 ,9798 ,9808 ,9817
2.1 ,9821 ,9826 ,9834 ,9842 ,9850 ,9857
22 ,9861 ,9864 ,9871 ,0878 ,0884 ,9890
2,3 ,9893 ,9896 ,9901 ,9906 ,9911 ,9916
2,4 .9918 ,9920 ,9924 ,9929 ,9932 ,9936
2,5 ,9938 ,9940 ,9943 ,9946 ,9949 ,9952
2.6 ,9953 ,9955 ,9957 ,9960 ,9962 ,9964
3 ,9965 ,0966 ,9968 ,9970 9972 ,9974
CE ,9974 ,9975 19977 ,9978 ,9979 ,9981
2,9 ,998 1 .9982 ,9983 ,9984 ,9985 ,9986
3,0 ,9986 ,9987 ,9988 ,9989 ,9989 ,9990
30 ,9993 ,9993 ,0994 ,9994 ,0995 ,9995
3,4 ,9997 ,9997 .9997 ,9997 ,9997 ,9998
3,6 ,9998 ,0998 ,9999 ,9999 ,9999 ,9999
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A Student eloszlas kritikus értékei (¢,, )

2. tabldzat

£ ,10 ,05 ,025 01 ,005 ,001
f tch'
1 3,078 6,314 12,706 31,621 63,657 318,310
P 1,886 2,920 4,303 6,965 9,925 22,327
3 1,638 2,353 3,182 4,541 5,841 10,215
4 1,533 2,132 2,776 3,747 4,604 7,173
5 1,476 2,015 2571 3,365 4,032 5,893
6 1,440 1,943 2,447 3,143 3,707 5,208
7 1,415 1,895 2,365 2,998 3,499 4,785
8 1,397 1,860 2,306 2,896 3,355 4,501
9 1,383 1,833 2,262 2,821 3,250 4,297
10 1,372 1,812 2,228 2,764 3,169 4,144
15 1,341 1453 2437 2,602 2,947 3. 195
20 1,325 1,725 2,086 2,528 2,845 3,552
30 1,310 1,657 2,042 2,457 2,750 3,385
40 1,303 1,684 2,021 2,423 2,704 3,307
60 1,296 1,611 2,000 2,390 2,660 3,232
120 1,289 1,658 1,980 2,098 2617 3,160
s 1,282 1,645 1,960 2,326 2,576 3,090
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A y? eloszlas kritikus értékei x2, ;

3. tablazat

g 995,99 975 95 50,20 ,10 ,05 ,025 ,01  ,005
f XE,f

| 0,000 0,0002 0,001 0,0039 0,45 1,64 2,71 3,84 502 6,63 7,88
2 0,010 0,020 0,051 0,103 1,34 3,22 4,61 5,99 7,38 9,21 10,60
3 0,072 0,115 0216 0,352 2,37 4,64 6,25 781 935 11,34 12,84
4 0,207 0,30 0,484 0,71 3,36 5,89 1,78 9,49 11,14 13,28 14,86
5 0,412 0,35 0,831 1,15 4,35 128 9,24 11,07 1283 15,09 16,75
6 0,676 0,87 1,24 1,64 3599 8,56 10,64 12,59 14,45 16,81 18,55
7 0,989 1,24 1,69 2,17 6,35 9,80 12,02 14,07 16,01 18,48 20,28
8 1,34 1,65 2,18 2,73 7,34 11,03 13,36 15,51 17,533 20,09 21,93
9 178 209 27 4358 8,34 12,24 14,68 16,92 19,02 21,67 23,59
10 2:16 2,56 3,25 3,94 9,34 13,44 15,99 18,31 20,48 23,21 25,19
15 4,60 5.23 6,26 7,26 14,34 19,31 22,31 25,00 27,49 30,58 32,80
20 7,43 8,26 9,59 10,85 19,34 25,04 28,41 31,41 34,17 37,57 40,00
25 10,52 11,52 13,12 14,61 24,34 30,68 34,38 37,65 40,65 44,31 46,93
30 |13,79 14,95 16,79 18,49 29,34 36,25 40,26 43,77 46,98 50,89 53,67
40 20,71 22,16 24,43 26,51 39,34 4727 51,81 35576 59,34 63,69 66,77
50 21,99 29,701 32,36 3476 49,33 58,16 63,17 67,50 71,41 76,15 79,49
60 35,53 37,48 40,48 43,19 59,33 68,97 74,40 79,08 83,30 88,38 91,95
70 |43,28 45,44 48,76 51,74 69,33 79,71 85,53 90,53 95,02 100,43 104,2
80 51,17 53,54 54,15 60,39 79,33 90,41 96,58 101,88 106,63 112,33 116,3
90 [59,20 61,75 65,65 69,13 89,33 101,05 107,57 113,15 118,14 124,12 128,3
100 67,33 70,06 74,22 77,93 99,33 111,67 118,50 124,34 129,56 135,81 140,2
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