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ELOSZO

Mire alkalmas ez a konyv, €s mire nem?

A konyv lehetoseget nyujt az Olvasonak arra, hogy valogatott példak tanulmanyozasan
keresztil ismereteket szerezzen a grafikus abrazolas, elsosorban az 4n. 3D-grafika (a
haromdimenzids abrazolas) elméletérdl és gyakorlatardl. Természetesen ez a konyv sem ad
valamennyi grafikus abrazolasi feladatra kész megoldast. Ehelyett a szamitogéepes grafika,
mindenekelott a 3D-grafika fontosabb alkalmazasait targyalja. Bizunk abban, hogy az Olvaso a
receptszeru leirasok alapjan elsajatitja azokat az ismereteket, amelyek keépessé teszik sajat
problémainak 6nallé megoldasara.

A konyv eredményes tanulmanyozasahoz a szamtani alapmuveletek, ill. a MICROSOFT-
BASIC programnyelv ismeretén kiviil gyakorlatilag semmiféle €loismeret nem sziikséges.
Kivanatos viszont, hogy az Olvaso fogékony legyen az uj ismeretek befogadasara.

A konyv ket, egymastol elkilonilo 6 részre tagolodik.

Az elso reszben kizarolag a grafikus abrazolas elméletével foglalkozunk. Egyszeru, szemléletes
peldakon keresztiil ismertetjiik meg az Olvasot elobb a vektorszamitas, majd a nagy gyakorlati
jelentosegu matrixszamitas alapveto tudnivaloival.

A masodik részben részletesen foglalkozunk a gyakorlati programozassal. Eloszor egyszeri
grafikus abrak készitésére alkalmas példaprogramokat mutatunk be, majd — részben ezekre a
peldakra epuldo — oOsszetettebb programokat, amelyek szemléltetik a szamitogepes grafika
alkalmazasanak szeles koru lehetoségeit. Reszletesen targyaljuk a kovetkezo témakoroket:

—— egyszeru geometrial alakzatok programozasa;

— szabadon valaszthato iranyu irasformak;

— rendszerszimulaciok ;

— uzleti grafika;

—— CAD (szamitogéppel tamogatott tervezes);

— forgatasok; '

— perspektivikus abrazolas;

— halografikak;

— a hidden-line-probléma (eltakart vonalak abrazolasi problemaja);
~— gomb és gombtiikrozés;

— real-time — triukkfilmek;

— a nemlinearis interpolacios eljarasok grafikai alkaimazasa.

A programokat az IBM PC, ill. az IBM PC-vel kompatibilis gépeken igen elterjedt
MICROSOFT-BASIC 2.0 programnyelven irtuk. A konyv tartalmaz egy fejezetet a
MICROSOFT-BASIC 2.0 programnyelv sajatossagairol is, hogy ne zarjuk ki az Olvasok
korébol azokat, akik mas BASIC-valtozattal dolgoznak.

E helyen szeretném megk6szonni Herrmann, Schnellhardt és Troger uraknak barati tamogatasat
és a kello idoben adott 0sztonzését a konyv megirasara. A kiadonak, kiulonosen Grohmann
urnak koszonetemet fejezem ki a konyv kiadasaért, valamint nagy turelmeért, amivel a
szamtalan probléma megoldasaban mellettem allt.

Forstinning, 1984 oktobere A szerzo



A rend a logika birodalma,
a rendetlenség pedig a fantdzidé.
George Bernanos

Négy hét utdn jon a teoretikus és jelenti:

vegre sikertlt az elefantor egy gombbeé transzformalnom,
most mdr elkezdhetiink szamolni.

Erich Sackmann



Szamitogépes grafika — de miert?

Szamitogeépes grafika — jol hangzik. de vajon mire valo? Ez a keérdes egyszeriien megvalaszol-
hato: a szamitogépes grafika segitségével a szaraz matematikai tények szemléletes formaban
jelennek meg a megfigyeld szeme elott. No, és miért oly elényds ez? A valasz ismét nagyon
egyszeri: mit mondanak pl. az Olvasonak a kovetkezd szamparok :

1232\ [2232\ [-1366\ [—0.366),
1.866 )" \0.134 ) 0366/ \ —1.366)

Nagy valoszinuséggel semmit. Egycsapasra megvaltozik azonban a helyzet, ha ezeket a
pontokat egy koordinata-rendszerben abrazoljuk.

Az emberi agy nyilvanvaloan nem arra van berendezkedve, hogy digitalis formaju informacio-
kat dolgozzon fel. Azt szoktuk meg, hogy az informacidokat elsésorban a szem révén,
masodsorban pedig a hallas és tapintas utjan nyerjiik, és ennek megfeleloen dolgozzuk fel. Nem
véletlenul terjedt el azonban a mondas: a gyakorlat teszi a mestert. Némelyek a szamokkal valo
mindennapos tevékenységiik soran akkora gyakorlatot szereznek, hogy az ilyen jellegii — de
nem tul nagy mennyiségi — informacidkat fejben képesek feldolgozni. De ezek csupan egyedi
esetek, azok a kivételek, akik az elobbi szabalyt erdsitik. A nagy tobbség (a szerzot is beleértve)
soha nem lesz erre képes. A felmeriilé nehézségeket mindazok az Olvasok érezni fogjak, akik
meg soha nem foglalkoztak vektorszamitassal. Megfelelo gyakorlat hijan kezdetben bizonyara
nem lesz konnyl a magyarazatok — kiildnosen pedig a haromdimenzids térbeli gondolatmene-
tek — kovetése. De ne rettenjenek meg: vegil is egy haromdimenzios vilagban eélink!
Hamarosan kideril, hogy némi gyakorlat megszerzése utan a magyarazatokat mar nem is olyan
nehéz kovetni.

A szamitogep nem tud harom dimenzioban szamolni, sot két dimenzioban sem — a gép
digitalizalt” informaciokhoz kotott. Képes azonban a szamitogép arra, hogy ezeket az
informaciokat alkalmas programokkal konnyen attekintheto rajzokka alakitsa. Ez rendkiviili
jelentOségu, mert az egyre nagyobb teljesitményu szamitogepekkel grafikus abrazolast igenylo,
bonyolult problémak is megoldhatok. A szamitdégép nem véletlenil o6rvend oly nagy
nepszeruségnek az iparban és a kutatasban. A szamitogéppel a kisérletek gyakran egyszeriubben
és lényegesen olcsobban elvegezhetok, esetleg teljesen mellozhetok is.

Ennek szemléltetésére bemutatjuk az an. végeselem- (finite elemente) modszer ipan alkal-
mazasat egy peldan keresztul.

Egy gépjarmu-hajtokar ,,egészének”™ lizemszeru viselkedését nem tudjuk leirni valamely fizikai
torvénnyel. Ezért a szamitogépes kisérlet (szimulacio) soran a hajtokart véges (finite ) sok, igen
kicsi, un. elemi részre bontjuk. Ezekre az elemekre jo kozelitéssel érvényesek egyszeru fizikai
torvenyszeruségek, amelyek Osszességiikben mar leirjak a hajtokar milkodését (szuperpozici-
onalas elve).

A szamitogeépes kisérlettel megfigyelhetd, hogy hogyan valtozik a hajtokarban ébredo feszultség
eloszlasa kilonbozo terhelés hatasara, a hajtokar felépitésétol fuggden. Az informaciot grafikus
uton jelenitjuk meg. Ezzel el is jutottunk a szamitogépes grafika elsddleges alkalmazasahoz:
nevezetesen az onasi adatmennyiségek feldolgozasahoz.
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Az adatforrasok alapvetoen kétfelek lehetnek. Kiilsé adatforrds a felhasznalonak az aktualis
szamitogepes feldolgozast megelozoen létezo adathalmaza. Be/sd adatforrds ugy jon létre, hogy
a feldolgozando adatok maguk is az aktualis szamitogépes feidolgozas kozben keletkeznek.
Szamitogeépes kisérlettel nyerhetd belsé adatforrasra mutatnak tovabbi példakat a kovetkezod
abrak.

Belso adatforrassal elsosorban olyan szamitogépes kisérletek soran talalkozunk, mint amilyet
az elobbiekben 1s vazoltunk. Az elso abran egy sugarhajtomibol kiaramlo gazsugar elemzési
adatait hasonlitjuk Ossze. A szamitogéppel szamitott (a) és a kisérleti iton nyert eredmény (b)
szemmel lathatdan jol egyezik.
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A masik abra egy jetfejnek a nalanal tizszer nagyobb anyagsiirusegii kozegbe valo behatolasa
soran kialakulo ket allapotat mutatja. (Jetnek nevezik a fizikaban, 1ll. a csillagaszatban azt a
sugarzast, ami egy objektumbol, pl. egy kozmikus radioforrasbol aramlik ki.) Ebben a
szamitogépes kisérletben a kis stirtségii, a hangsebességnél (x~ 340 m/s) haromszor nagyobb
segesseggel kilepo gazsugar fejrészénél gombaszeru orvények keletkeznek. Ezeket a szamitaso-
kat 1980-ban Michael Norman és Karl-Heinz Winkler a Garchingeri Max Plank Intézet
munkatarsai, Larry Smarr és Michael Smith az Illlionoisi Egyetemmn munkatarsai vegeztek el a
vilag akkoriban leggyorsabb szamitogépén, a CRAY-1-en. Az egyébkeént sziikséges 50 ora
szamitasi 1do6 helyett a CRAY—-1-en 2-3 orara volt sziikség. Figyelembe véve azt a tenyt, hogy a
CRAY -1 masodpercenként tobb mint egymillié muvelet elvégzésére képes, gyakorlatilag nem
lehetett a szamitogép ontotta adattomeg grafikus feldolgozasarol lemondani.

A szamitogépes grafika egy masik nagy felhasznalasi teriilete a kilso adatforrasok, elsésorban a
meéresi adatok feldolgozasa.

1980. majus 18-ig az USA Washington allamaban talalhato Szr. Helen vulkan igazi
.keépeskonyvbe 1116™ vulkannak szamitott. E napon azonban egy kitorés soran a robbanas a
vulkan tetejebol 400 m-nyit letépett, mély kratert hagyva vissza. A szamitogepes grafikak a
vulkankitores elott (a) és utan (b) mutatjak a hegyet, killonbozo iranyokbol. (Ezeket a szerzo
keszitette az US Geological Survey adatai alapjan.)

A szamitogepes grafikak alkalmazasara példa a fényképek feldolgozasa is, mindenekelott a
csillagaszatban. Az emberi szem gyakran nagyon megbizhatatlan, mert a kis fényerosségeket a
nagyok mellett nem képes felismerni. Ilyenkor az an. szinkodolasi (colour coding) eljarast
alkalmazzak : minden fényerdsségértékhez egy meghatarozott szint rendelnek hozza, és igy —
hala a szamitogép iényegesen nagyobb érzékenységének — a korabban lathatatlan struktarak
lathatova valnak. (A szamitogép természetesen nem a fényerdsségeket, hanem azok szamszeri
ertekeit kilonbozteti meg.) Ez a modszer azert érdekes. mert azokban a hullamhossz-
tartomanyokban (pl. az infravoros-, valamint a rontgen- és a radiosugarzas tartomanyaban) is
alkalmazhato, amelyekben az emberi szem vak.

A kovetkezo abran lathato képek PKS 2208-137, valamint PKS 0548-322 pulzarok
intenzitaseloszlasat mutatjak 1490 MHz frekvencian, azaz a radidhullamok tartomanyaban.
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3D-V2.6 (¢) 1984, Objektum: Szt, Helen hegy

(A pulzarok sugarzasuk nagyfoku polarizaciojaval és intenzitasuk erds ingadozasaval tinnek
ki.)

Ezért volt logikus, hogy a fejlodés a csillagaszat hagyomanyos eszkozeitol, a kdzvetlen
megfigyeléstol és a fényképezéstol egyre inkabb az Uj eszk6z, a szamitogep iranyaba torekedett.
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Miért kellene a viszonylag kevésbé érzékeny fotolemezek nehézkes utjat jarni, ha a rohamosan
fejlodo elektronika és a szamitogépek alkalmazasaval Iényegesen jobb eredményeket célozha-
tunk meg? A kovetkezmeény azoknak a chipeknek (aramkor lapkaknak) a kifejlesztése lett,
amelyeket az amerikail megjelolés kezdobetiii alapjan CCD-chipeknek neveziink (CCD = char-
ge coupled device, toltéscsatolt eszk6z). Ezek a fénykeépészeti lemezt gyakorlatilag teljesen
helyettesiteni tudtak. Egy CCD-chip alapjaban véve nem mas, mint egy tilméretezett
szilictumchip, de rajta a mikroméreti tranzisztorok helyett kicsi, fényérzékeny mezok, az an.
pixelek talalhatok (a keépelemek szamara). Erodsen leegyszerusitve: minden pixel egy
fotonszamlalo, ami a fotoeffektus alapjan mukaodik.

A fényatalakit6 tulajdonsagi anyagok (szilicium) képesek a fotonokat, tehat a fényt kozvetlenil
elektromos toltésekké alakitani. (Ez a jelenség az alapja annak, hogy a kilonbozo fajta
mesterseges holdakat napelemek réven energiaval tudjuk ellatni.) Ha egy meghatarozott ideig a
CCD-chipet sugarzas hatasanak tesszuk ki, akkor valamennyi pixelben a felhalmozodott toltés
(charge) aranyos lesz a pixelt ért sugarzas erosségével. Ilyen ,,megvilagitas™ utan ezeket a
toltéeseket a szamitogép beolvashatja az operativ tarba.

A CCD-chipet nemcsak a digitalis kijelzési mod tette kozkedveltté. A legiijabb CCD-chipek
pixelszama eléri a 640 000-et. Ezek 800 x 800 elembdl allnak és a spektrumnak a kéktol a sargaig
terjedo tartomanyaban a legjobb fotolemezeknél tizszer érzékenyebbek. Ez lehetove teszi, hogy
lenyegesen kisebb, de ugyanolyan teljesitményt tavcsoveket epithessink. Ma mar a vilag egyik
legnagyobb tacsovének, a Mount Palomar tavcsovének 5 m-es tiikkrét konnyen helyettesitene egy
CCD-chippel felszerelt 0,4 m-es tiikkor.

A szamitogépes grafikanak a csillagaszat kilonosen kedvelt felhasznalasi teriilete. Igy
hatarozhatok meg a szineltolodasok (false colour coding) alapjan pl. a sebességeloszlasok a
galaxisokban. A moddszer azon alapul, hogy a mozgasban levd részecske altal kibocsatott
sugarzasra érvenyes a Doppler-jelenség. Eszerint a Foldtol tavolodo részecskék sugarzasanak
hullamhossza megno, azaz a spektrum vOros tartomanya felé tolodik, ill. a Foldhoz kozeledoke
megrovidul, azaz a kék tartomany fele tolodik el. A fellepo frek venciaeltolodas mindenesetre oly
csekely, hogy az emberi szem nem képes érzékelni. Ezzel szemben konnyu ezt a szamitogépnek
felismerni és megfeleld diagramon abrazolni.
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. RESZ
MATEMATIKAI ALAPOK

1.1 Vektorszamitas

A kovetkezokben roviden ismertetjik a vektorszamitas alapvetd tudnivaloit, mivel ezek az
ismerctek a konyvben bemutatott programok megértéséhez nélkiilézhetetlenek. Altalanosan azt
mondhatjuk, hogy a vektorszamitas a matematikai alapja a gyors €s pontos szamitogepes
grafikak készitésének. Elso pillantasra Gigy tiinhet, hogy e konyv a vektorszamitasrol, nem pedig
a szamitogepes grafikarol szol. Valdjaban a matematika a legalapvetobb grafikai segédeszk oz,
¢s schol masutt nem tapasztaljuk a matematikai muveletek hatasat olyan gyorsan, mint a
szamitogepes grafikaban.

A koOnyvben bemutatott programokat az Olvaso csekeély modositassal sajat feladatainak-
megoldasahoz is kivaloan felhasznalhatja (pl. mérési eredmények grafikus értékelésére). A
szamitogépes grafikak elsésorban arra valok, hogy az attekinthetetlen szamoszlopokat
megfoghato, szemléletes formaban jelenitsek meg.

1.1.1 ALAPFOGALMAK

1.1.1.1 Vektor és skalar

A matematikaban megkilonboztethetiink két alapvetOen eltér0 mennyiséget. Azokat a
mennyiségeket, amelyeknek az értéke valos szamokkal kifejezheté (pl. tomeg, homeérséklet,
tolteés, hosszusag), skalaroknak nevezziik. Ezekkel szemben azokat a mennyiségeket, amelyek
cgy szam és a tér egy iranyanak egylttes megadasaval jellemezhetiink (pl. sebesség, ero,
elektromos és magneses térerésség), vektoroknak nevezziikk. Szemléletesen: a vektor iranyitott

ry9s ’ . e g - — : e .
szakasz, egy ,,nyil” a térben. (A jelolése: a, a, a vagy P,P,, P,P,, ahol P, a vektor
kezdopontja, P, a végpontja). A szakasz hosszat az a vektor nagysaganak vagy abszolut
ertékenek nevezziik, a jelOlése: |a| vagy a.

Egységvektorok azok a vektorok, amelyek hossza egységnyi, vagyis |a| = 1. A 0 nullvektor olyan
vektor, amelynek keczd6- és végpontja egybeesik: a hossza tehat nulla, aranya nem
meghatarozott.

Keét vektorrol akkor mondjuk, hogy egyenidek, ha nagysaguk és iranyuk is azonos.

a ‘b az a és b vektor egyenld,
/ hosszuk €s iranyuk megegyezik
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Példak nem egyenid vektorokra:

¥,

Y A .
Y~ - b b

,A:'—G e

A vektoroknak két csoportjat kiilonboztetjiik meg:

o4

— szabad vektoroknak nevezzik azoknak a vektoroknak a halmazat, amelyek egy adott a
vektor parhuzamos eltolasaval keletkeznek (azaz valamennyi a-val egyenlo vektor);

— a kétott vektorok (helyvektorok ) meghatarozott okok miatt nem tolhatok el, ezek a tér egy
meghatarozott egyeneséhez vannak rendelve.

//

N
/ a - hoz tartozo
szabad vektorok

A vektorok ezen definicioja szemiéletes ugyan, de matematikai eértelemben nem kielegito. Pl. a
fuggvények is felfoghatok vektorokként, de ezzel a problémaval a tovabbiakban nem
foglalkozunk. Figyelmunket csak olyan vektorokra korlatozzuk, amelyekre a megadott
definicidja teljesen kielégito.

1.1.1.2 Vektorok Osszeadasa eés szorzasa skalarral

Legyen k egy valos szam (jeldlése: k € R, ahol R a valos szamok halmaza), és a egy vektor. Ekkor
a ka szorzat az a vektor, amelynek hosszusaga |k|-|a|, iranya k >0 esetén megegyezik, k <0
esetén pedig ellentétes az a vektor iranyaval.

Egy vektort pozitiv skalarral szorozva tehat csak a vektor nagysaga valtozik meg, de iranya
nem; negativ skalarral vald szorzaskor pedig a vektor nagysaga €s iranya is megvaltozik.
Specialisan k = — | esetén — la = —a, vagyis —a nagysaga azonos a nagysagaval, de iranya
ellentétes. Abban az esetben, ha k=0, a ka értéke 0a = 0.

Ha a és b két vektor, akkor Osszegiiket a kovetkezOképpen értelmezzik : parhuzamos eltolassal

az a és b vektorokat flizziik egymashoz, helyezziik at a b vektor kezdopontjat az a vektor
vegpontjahoz. Az a+ b 0sszegvektor az a vektor lesz, amelynek kezdopontja azonos az a vektor
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kezdopontjaval, végpontja pedig azonos a b vektor végpontjaval. Mint az a kovetkezo rajzon
lathato, mindegy, hogy a b vektort flizziik az a vektorhoz, vagy az a-t a b-hez, azaz:

at+b =b+a.
P

Ezt a tulajdonsagot kommutativitasnak nevezzik.

-
b

-
a

- -
a+b

b a

Tobb vektor egymashoz flizésével — azaz 6sszeadasukkor — irdanyitott torottvonal keletkezik.

b

Altalanosanaza,b.c,... nvektoroka+b+c+ ...+ ndsszegét azzal az f vektorral definialjuk,
amely ellentétes iranyu a torottvonal kezdOpontjaba visszatéro, sokszogge zaro f' vektorral:

at+tb+c+...+n+f =0,

il
atb+ct+...+n= —f =1

Az a—b kilonbséget az a es a —b vektorok Osszegeként értelmezziik:

a—b=a+(-b)
19



Altalanosan érvenyesek a kovetkezo milveleti szabalyok:

atb=D>b+ta kommutativitas
at(bt+tc)=(a+b)tc asszociativitas
k(la) = (k])a k,le R
k(a+b) = ka+kb disztributivitas
ka = |k|-|a] keR

Mint lathato, a szamok Gsszeadasaval és szorzasaval kapcsolatos szabaiyok a vektorokra is
¢rvényesek.

1.1.2 AZ n-DIMENZIOS TER

1.1.2.1 Vektorok linearis kombinacioja
Az n-dimenzios tér fogalmanak megertéséhez szukségink van a vektorokkal kapcsolatos
nehany fogalom ismeretére.

Aza,, a,,...,a, vektorok linearis kombinaciojaként a b = k,a, +k,a,+ ... +k,a, vektort
értjiuk, ahol a k., 1 £r<n egyltthatok valods szamok.

Szemléltessiik ezt egy példan:

04

A b vektor mindkét esetben az a, vektorok linearis kombinaciojaként all elo. Nyilvanvalcan
végtelen sok lehetdség van arra, hogy kiilonboz0 a, vektorok 0sszegeként fejezziik kia b vektort.
Els6sorban az a kérdés, hogy létezik-e minimalis szamu a, vektor, amelyek linearis
kombinaciojaként barmely b vektor eldallithato.

Tekintslink egy peldat:
b,

__—_’_...._-..
9
A b vektor nyilvanvaloan nem fejezheto ki a
b = ka,; keR

formaban, mivel az a, és a b vektorok ranya kiilonbozo.
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Nezzik a kovetkezo peldat:

5

%\

1

Ebben a példaban a b vektort kifejezhetjiik az a, vektor linearis kombinaciojakeént, mivel a, és b
vektorok csak nagysagukban kilonboznek egymastol, iranyukban nem. Ervenyes tehat:

b= ka,: keR.

Két vektor, a, és a, alkalmasan megvalasztott k,, k, egyltthatokkal mindig eleget tesz a
kovetkezo feltételnek:

k.a, +k,a, =0.

Az a, és a, vektorokal linearisan figgetleneknek mondjuk akkor, ha az egyenletnek nincs a
trivialistol (azaz k, = k, = 0-t6]) kilonbozo megoldasa.

Nézzliink meg most egy kétdimenzids teret, pl. a papir sikjat:

21

Ls

Az a és b vektorok linearisan fiiggetlenek, mivel a feltételt leiro egyenletre csak a k, = k, = 0
egyutthatok adnak megoldast.

Felmerul a kerdés, hogy talalhatok-e még tovabbi vektorok (pl. egy ¢ vektor), amelyek szintén az
a es b vektorok sikjaban fekszenek, de ezektdl linearisan fluggetlenek. Az abrabol lathato, hogy
ez nem lehetséges.

Azt tapasztaltuk iehat, hogy ket, linearisan figgetlen vektorral a sik valamennyi mas vektora
kifejezhetd. Altalanos megfogalmazasban a definicio: a tér dimenzidja egvenlé a tér linedrisan
fiiggetlen vektorainak maximalisan lehetséges szamaval. (A pontos matematikai bizonyitasra —
bar nem kiilonosen nehéz —- itt nem térunk ki.)
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1.1.2.2 Vektorkoordinatak

A tovabbiakban vizsgalodasunkat a kétdimenzios teérre (roviden R?; olvasd R kettd)
korlatozzuk, de minden, amit elmondunk, hasonlo formaban érvényes az R"-re is.

Legyenek e, és e, az R? linearisan fiiggetlen vektorai. Akkor az R? minden b vektora kifejezheto
b= b,e, +bhye,; b,, beR

alakban. Adott e, e, esetén b iranyat csak a b, és b, egylitthatok hatarozzak meg. Ezeket a b
vektor (e,, e,) bazisra vonatkoztatott koordinatainak nevezziik. Szokasos irasmodja:

b
b=( 1) vagy b = (b,, b,).
b,

Bazisnak az e, linearisan fluggetlen vektorok azon minimalis halmazat nevezziik, amelyek
linearis kombinaciojaként a vizsgalt tér valamennyi vektora egyértelmien eloallithato.

Egy specialis bazis a kovetkezo:

L

——

€

Az e, és az e, egymasra merOleges egységvektorok. Az ilyen bazist ortonormalt (merdleges és
normalt) bazisnak nevezzik.

Tekintsiik pl. az (x; y) derékszogli koordinata-rendszert! Mindket tengely eloallithato a
megfeleld egységvektor és a valds szamok szorzatakeént.

v

G
0] 1
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1.1.2.3 Pontkoordinatak

Teremtsunk kapcsolatot egy vektor koordinatai és egy pont koordinatai k6zott! Helyezziink —
mint elobb — egy rogzitett O pontba két (ill. harom, ..., n), paronként egymasra merdleges
(ortogonalis) egységvektort. Ekkor egy derekszogu kOOI‘dlnd[d rendszert kapunk, amelynek
minden P pontjahoz hozzarendelhetiink egy OP vektort. Ezt a P vektort a P pont

helyvektoranak nevezziik. Azonnal lathato a P pont (x; y) koordinatai és helyvektoranak
koordinatai k6zotti kapesolat:

Of

!
<Y

A helyvektor egyértelmien eloéallithatd a pontkoordinatak alapjan, mert ervenyes, hogy:
= Xi&; +ye,;.

Elegendo tehat egy pont koordinatait ismerni, ha a bazisrol tudjuk, hogy az standard bazis.

Konnyen belathato: nem feltétlentl szikséges, hogy a b,, b, bazisvektorok egymasra
merdlegesek, ill. egységvektorok legyenek, elegendd, ha linearisan fiiggetlenek egymastol. Erre a
tényre késobb még visszatérink.

1.1.2.4 Példak, alkalmazasok

1) Az e, és e, bazisvektorok koordinatakkal felirt alakja:

() el

Hiszen igaz, hogy:

, = le, +0e,; ill. e, = Oe, + le,.
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L

2 3
2) Tekintsik az A = (]> es B = (5) helyvektorokat!

B
5.._
L«
AB
3.-
2+

A

<+

i —+ ! gz
! 2l 3 4 X

—' i
Hogyan tudjuk az 4 és a B pontokat 0ssz¢k6t0 vektort, azaz az A B vektort meghatarozni?
A problémat egy zart poligon segitségével oldjuk meg. Ervényesnek kell lenni:

A+ AB-B =20

A+ A}; =B a B vektort hozzaadjuk mindkét oldalhoz
—

AB+A =B kommutativitasi szabaly

AB=B-A az A vektort levonjuk mindkét oldalbol

Ezzel megkaptuk két pontot 0sszekoto vektor képletét:

— 3

AB=B—-A

.. ’ .. - " 1 rr r - ‘-__>
(Vegyiik észre, hogy az 0sszeko6to vektor = végpont — kezddpont és nem A — B, mint azt az AB

irasmod sugallja).

——
Hatarozzuk meg most az 4B vektor koordinatait!
Ehhez felhasznaljuk, hogy ha

b
a, ‘bz
akkor

kg = (al) _ (kal\):
a; kaz;
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ﬂ+b:/’u,\+ hi\ _ a1+bl).
\“2} b, a,+b,

Altalanosan: ha a és b vektorok alakja:

a, b]

: b,

g = ua, ) i = 3

Un/‘ ) bnz

akkor

,U1+b1 kul
‘U-:"'hﬂ kul
atb=1 ~. " 1|. ka = ,

\a,,%,,} kan

I '
Az AR vektorra tehat:

AB=B-A =B+(—A)= (i) +(f1)(‘?) = (2) + (_?) - (;__?) = (i)

3) Vizsgaljuk meg néhany esetet a kovetkezd vektorok lincaris osszefliggésevel kapcesolatban:

HEREHER

Vegylik eszre. hogy

4

azaz az elso ket vektor csak nagysigban kulonbozik egymastol, az iranyuk azonban
megegyezik.
A masik két vektorral kicsit nchezebben boldogulunk: a

vektor elso koordinataja alapjan eészrevehetjik, hogy ez a vektor nem allithato el6 az
1y 3
( 3 l vagy a | 0 ]
‘4 l

vektor skaldarszorosaként, mert ehhez igaznak kell lenni a

25



osszefluggesnek.
Ha k =0 (az elsd koordinata miatt), akkor:

of3)- o] - (2]

ami ellentmondas!
Azonos megfontolas érvényes a

3
a
1
vektorra is. Vizsgaljuk meg, hogy a
- 0
2]
11
vektor eldallithato-e az

1 ' 3
3] és a lO]
4 |

vektorok linearis kombinaciojaként.

Ehhez érvényesnek kell lennie a

SHRYHRE

osszefuggesnek.
Kapunk tehat harom egyenletet, amelyekben feltétel, hogy k, és k, kielégitse a kovetkezo
Osszefliggeseket:

(1) k,+3k,= O
(2) 3k,
(3) dk,+ k,=11.

A (2) egyenlet alapjan: k, =3.
Ezt behelyettesitve az (/) egyenletbe, adodik:

3+3k2 = 0:>k2 = '-l.
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Ellendrizziikk a megoldast, behelyettesitve az értékeket a (3) egyenletbe:
4-3—1=12—-1= 11

A k,=3ésa k,=—1 értékek tehat megoldasa az egyenletrendszernek. Teljesil tehat, hogy:
1 3 0

(3)-1e)- {2
4 1 11

0 .
A ( 9‘ vektor tehat linearisan fligg az
11

) e [

vektoroktol.

Ezutan bemutatunk még egy modszert, amellyel vektorok linearis fliggdségét vizsgalhatjuk. Ez a
modszer azonban csak a vektorok linearis fliggetlenségének, ill. 0sszefliggésének kimutatasara
hasznalhato anelkul, hogy a linedrisan Osszefiiggd vektorokat egymasbol ténylegesen
eldallitanank. A modszer megértéséhez sziikségiink lesz a kovetkezo ismeretekre.

Vegyiik a sik 3 vektorat, amelyek legyenek a, b, c.

2y
4

Mint korabban mar megallapitottuk, a kétdimenzios térben nincs kettonél tobb linearisan
fuggetlen vektor, mert barmely harmadik vektor eloallithato

¢ = ka+mb

formaban.

Ez altalanosithatd: az n-dimenzios térben legfeljebb n szamu linearisan fliggetlen vektor
talalhato, igy barmely n+ 1 vektor linearisan Osszefugg.

Ha az R3-ban — mint a példankban — adott 4 vektor, akkor elore megmondhatjuk, hogy ezek
kozil legalabb egy linearisan fiigg a masik haromtol. Ezért ilyen esetben csak a lehetséges
vektorharmasok linearis fliggoségét kell megvizsgalni. Ezt a vizsgalatot az un. determinansok
segitségevel végezhetjiik el. (Hogy ne vigylk tulzasba az elméletet, itt csak a két-, ill. haromsoros
determinansokkal foglalkozunk.)
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Legyenek az R?, ill. az R3 vektorai:
a, bl‘ ay b, ¢y
da, = a, 5 b2 = bz). Ay = [ a, J ] b3 = b2 s €3 7 [ ('2] .

Akkor definicio szerint a determinansok:

ay byl _ )
= a.by—ayby;
a, b,
1l
a, by ¢,
aZ bz ('2 == a]b26'3+blc‘2(13+('1(12b3‘_(13b2('1 ‘*b3('2al_(‘3613b1.
ay by ¢,

A haromsoros determinans kiszamitasat konnyiti meg az Gn. Sarrus-szabaly. A
a, b, ¢,
det A= |a, b, ¢,

as by ¢,

kiszamitasara érvenyes a kovetkezo egyenloseg:

1 + + +
a, by @, \al\ b, ¢, a, b,
N X X
a, b, c,| = a, by (‘2)<az b
ay by ¢, /03/53/"3 ay > by

Osszeadjuk a ., + "-jellel ellatott egyenesek mentén fekvd egyiitthatok szorzatait, és kivonjuk a
., — -jellel jelolt egyenesek menteén fekvo egytitthaidk szorzatait.

Ezek utan hogyan vizsgdljuk meg determinansokkal a vektorok linearis fuggoséget?

Ervényes a kovetkezd szabaly:

ha det A=0, akkor a vektorok linearisan fuggenek;
ha det A#0, akkor a vektorok linearisan fliggetlenek.

Ha el akarjuk donteni, hogy az

3603

vektorok linearisan fuggdek-e, akkor meghatarozzuk a vektorokbol alkotott determinans
ertéket.
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(8]

I
130 9 —0+(3-9-4)+0-06—(1-9-1)—(11-3-3) = 108—9—99 = 0.
4 1 11

E vektorok tehat lincarisan Osszefiggnek. (Fontos: ha a tér dimenzioinak szama n, akkor a
vizsgalando vektorok szama is n lehet csak, sem tobb, sem kevesebb. Tehat 2az R?-ben, 3 az R3-
ban stb.)

4) A 2) peldaban megadott 4 €s B pont tavolsaganak meghatarozasa a feladat. Vegyunk fel egy
ortonormalt koordinata-rendszert:

- o
x
'}
B-x
Y
-
X X

A 2) példaban meghataroztuk: B— A = (;)

A Pitagorasz-tétel alapjan:

Xy =(IB-A|)2 < |B-A|= /x2+,2.
Tovabba:

IB—A|=AB=az Aésa B pontok tavolsaga.

; — >
Igy az AB vektor hosszat a koordinataibol a kovetkezd keéplettel szamithatjuk ki:

—» -
|4AB| = |B-A| = /x*+,2,
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Mivel

X':bl_ail _v=b2—az.

az A és B helyvektorainak koordinataival:

—
|4B| = /(by—a,)* +(b;—a;)*.
A pontok tavolsaga tehat:
J1+16 = \/ﬁl:I.
5) Gyakran szikségink van arra, hogy egy adott vektorhoz tartozo, az adott vektorral

egyiranyu egységvektort meghatarozzunk. Erre az egységvektorra fennall, hogy:

. 2
EY
Koordinatakkal kifejezve:

a,
da;
aﬂ
= T
\/af-f-a%-i-...—{-af

o

Mit i1s nyertiink mindezzel? Nagyjabol ugy mondhatnank: nyertik annak a lehetoségeét, hogy
pontokkal és geometriai alakzatokkal szamolni tudjunk. Vagy masképp fogalmazva azt, hogy
alkalmazni tudjuk a rendelkezeéstinkre allo algebrai és analizisbeli eszkozoket a geometriaban.
Ebbol szarmazik az analitikus geometria kifejezés, amellyel modszeresen eloszor Descartes
foglalkozott.

Most mar kepesek vagyunk pl. arra, hogy a

(0) ()G

haromszoget egy vektor segitsegevel tetszoleges helyre eltoljuk.
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az eltolasi vektor, amellyel a (0; 0) pontot eltoljuk. A haromszog cstcsainak Uj koordinatait ugy
kapjuk meg, hogy a v vektor koordinatait hozzaadjuk a haromszog csiucsainak megfelelo
koordinatakhoz:

(o) (o) ()= C2)- (20)- (52)

] 2
6) Az (2) (]) vektorok bazist alkotnak az R?-ben.

Bizonyitds: nyilvanvalo, hogy e két vektor linearisan fuggetlen. Az e, €s e, egységvektorok a
kovetkezd alakban irhatok:

1 1 /1 212
e] = = — _ + - ;
0 32 3\1
0 2/1 1/2
e, = = - — = :
1 I\ 2 2%
Mivel az e, és e, egységvektorok eldallithatok a vizsgalt vektorok linearis kombinaciojakent, s

mert R? valamennyi pontja eldallithato aze, ése, egységvektorok segitségével, ezért eloallithato
az R? valamennyi pontja az

(2) & ()

vektorokkal is.
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1.1.3 EGYENESEK ES SIKOK AZ R3-BAN
Vizsgalatainkat a kovetkezOkben az R3-ra (a haromdimenzids térre) korlatozzuk, egyrészt

azért, mert nagyobb dimenzioszamu esetek ritkan fordulnak eld, masrészt, mert az R2-re
vonatkozo osszefuggesek az R3-beli Gsszefliggések specialis escteinek tekinthetodk.

1.1.3.1 Paraméteres egyenletek

Tekintsuk a kovetkezo abrat:

o

0

Adott az O kezdOpont, a g egyenes, tovabba a g cgyenes egy A4 pontja és az egyencs u
iranyvektora. Az egyenes pontjait a kdvetkezé modon adhatjuk meg:

g: X = A+ ku; k € R,
mert
A+ku—X =0,

Az egyenesrc megadott Osszefliggest az egyenes parameteres egyenletenek nevezzuk.

Egy sik paraméteres alakjanak meghatarozaszhoz tekintsik a kovetkezo abrat:
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Mint mar lattuk, két linearisan figgetlen vektor elégséges ahhoz, hogy az R? Osszes pontjat
abrazolhassuk. Ha eltoljuk a térben Rt egy A vektor mentén, akkor megkapjuk egy sik
abrazolasanak altalanos paraméteres alakjat:

E: X=A+ku+lv; k, le R.

1.1.3.2 Peldak, alkalmazasok
Az eddigi ismeretek elmélyitésére vizsgaljunk meg néhany feladatot!

1) Egy AB szakasz felez6pontja

o

Ossza fel az M pont az AB szakaszt 1:1 aranyban.
Ervényes tehat:

_— . — —>
AM = MB, ill.  |AM| = |MB|

Hatarozzuk meg elGszor az A és B pontokon atmeno egyenes egyenletét!
Az A helyvektorral és az AB iranyvektorral:

g: X = A+k(B—A).

Az M pont a g egyenes pontja. A hozzarendelt paraméter értéke 0,5, mivel felezi az AB szakaszt.
Ervényes tehat:

1 1.1 A+B
M=A+_(B—A)=A+_B—_-A=
;(B~A) 2B AT

33



2) A haromszog sulypontja

A geometnabol ismert, hogy a haromszog sulypontja a csiucsokat a szemkozti oldal
felezOpontjaval Osszekotd szakaszok, azaz a silyvonalak ko6zds metszéspontja. Vegytik
kiindulasként az O pontot, amely nem az A4, B és C pontok altal meghatarozott sikban fekszik.
Akkor az oldalfelezé pontok helyvektorait a kovetkezo alakban irhatjuk:

M, = (B+C):

N | v

(C+A);

b = N —

(A +B).

A sulyvonalak paraméteres alakja:

1 1 r r
AM.: X = A+r|{-B+ -C— = T = = " .
g r(2 2C A) (1 r)A+2B+2C,

1 1 s s
BM,: X=B+s|-C+ -A—-B)=—- — -
2 8(2 5 B) 2A+(l s)B+ 2C,

! t
= A+ -B+(1-1C.

[
CMy: X =C+1t| A+ -B-
’ (2 2 C) 2 2

Az AM, és BM, egyenesek S metszéspontjara fennall, hogy

(1-r)A+ B+ -C = A+ (1 —5)B+ -C <
3 2- 2 2

S 4 r s
l—r— 2 JA+ (= —-1+s|B+[(=—-2)C=
( r 2)A (2 1 S)B (2 2)C 0.
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Mivel az A, B és C pontok egy haromszog csucsal, igy nem eshetnek egy egyenesre, tovabba az O
pontot ugy valasztottuk meg, hogy ne fekiidjon a haromszog csucspontjai altal meghatarozott
sikban, igy az A, B, C vektorok linearisan fiiggetlenek, az A, B, C egyutthatoinak mindig 0-nak
kell lenni. gy azt kapjuk, hogy r=s=2/3. Ugyanigy kiszamitva a BM, és a CM, egyenesek
metszespontjat, adodik, hogy s=r=2/3. Mindkét esetben ugyanazt az S pontot kapjuk, a
harom sulyvonal tehat egy pontban metszi egymast. Az S pontot a haromszog sulypontjanak
nevezzik, és helyvektora az

A+B+
5= C

3

osszefuggés alapjan hatarozhato meg.

3) Tetszbleges négyszog oldalfelez6 pontjai (az R>-ben) paralelogrammat alkotnak

Helyezziik a négyszog egyik csucsat célszertien a vonatkoztatasi rendszer O kezddpontjaba.
Ekkor az oldalfelez6 pontokra a kovetkezo egyenleteket kapjuk:

1
M, = -a;
1 23
M, = ll)'
2 2 ?
1
M;=b+
3 _2_(:’
1
M, =a+ 5(b+c—a).
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S 1 1 1 ] ] ] 1
= —_ —_ —_ = + -_— —_ Vb— + — = _b— 2 — b-—- ,
MM, =Db+ ‘cz a —(2 b+c—a)=b+ 5{: a 5 ic 28 5 2a —€2._ a)

1 1 1 1 1 1 1 1
MM,=a+ —(2 b+c—a) 2a 28 2b ic 2a > _c2 —(2 c)

R = b o= b = Lb = (D)
! = —<— b=-b+ <= c).
&3 2 32 2 2 2

A szemben fekvé M M, és M M, ill. M| M, és M, M oldalak tehat parhuzamosak és egyenlo
hosszusaguak, igy valoban paralelogrammat feszitenek ki.

1.1.4 VEKTOR SZORZASA VEKTORRAL

Az eddigiekben a vektorok tisztan additiv tulajdonsagaival foglalkoztunk. Mint mar
mondottuk, a vektorok iranyitott ,,nyilak™, igy az altaluk bezart szogek is meghatarozhatok.
1.1.4.1 A skalaris szorzat

A skalaris szorzatot a kovetkezoképpen definialjuk: az a és b vektorok skalaris szorzata alatt
(Jelolése: a-b vagy ab) az

a'b = |a|-|b|lcosop

valos szamot értjik, ahol ¢ (0<¢ <n) az a és b vektorok altal bezart szog.

=

a

Fontos: a skalaris szorzas eredmények nem vektor, hanem egy vaids szam, vagyis skalar.

A skalaris szorzas szemléletesen a kovetkezé modon értelmezhetd: ha aza és a baz R? vagy az
R3 vektorai, akkor a skalaris szorzat az a vektor hosszanak szorzata az a-ra vetitett b vektor b’
vetiletének hosszaval.

|
| vetulet

o
|

-
a
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Legyen az a és b vektor koordinatakkal megadott alakja a kovetkezo:

a, b,

b.

a=| "] b=|7
a, b,

A vektorok skalaris szorzata:

a, b,
ab=|% || P2 =ap +ap,+. +ap,
a, ] \b,
A skaladris szorzds tulajdonsagai:
/)a-b=D>b-a kommutativ
2) k(a-b) = (ka)-b = a-(kb) valos szammal vald
szorzasa asszociativ
3)(a+b)-c=a-ct+b-c disztributiv
4)a-a=a?>0, ha a#0
a2 = |a|?

A skalans szorzas muveletére tehat az aritmetikai alaptorvények mindegyike érvényes.

Fontos: hogyan értelmezziik az
(a-b)-c

kifejezést? Mivel a-be R, azaz egy skalar, a ¢ vektort egy skalarral szorozzuk, nem pedig
vektorok kozotti skalaris szorzast vegzunk.

1.1.4.2 A vektorialis szorzat

A vektorialis szorzatot csak az R3-ban definialjuk. A skalaris szorzattal szemben a vektorialis
szorzas eredménye szintén vektor, amely merdleges az a és b vektorok altal meghatarozott
sikra, mégpedig gy, hogy az a, a b és az axb un. jobbsodrasu rendszert képeznek. Az
eredményvektor hossza pedig az a és b vektorok hosszanak és kozbezart szogiik szinuszanak
szorzata:

|axb| = |a|-|b|sin¢.
Jobbsodrasu rendszerhez gy jutunk, hogy jobb keziink hiivelyk-, mutato- és k6zépso ujjait ugy

nyujtjuk ki, hogy a k6zépsé ujjunk (az a x b vektor) merdleges a hiivelykujj (a vektor) és a
mutatouj) (b vektor) altal meghatarozott sikra.
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Az a x b szorzat koordinatakkal valo irasmodjara érvényes a kovetkezo szabaly: legyenek

a, b,
a=|a, es b=| b,
a; b

az R?3 vektorai, akkor

a, b,

ay by
PR R B e
2 2 = 4: k
a3 ’b3 ‘ a3 b3 albz'—azbl

day by

a, b,

Az i-edik koordinatat agy kapjuk meg, hogy az a és b vektorok i-edik koordinatajanak
elhagyasaval kapott kétsoros determinanst kiszamitjuk. Fontos, hogy a masodik koordinata ele
minuszjelet irjunk.

A vektoridlis szorzds tulajdonsdgai:

l1)axb= —(bxa) nem kommutativ!

2) k(axb) = (ka)yxb = axkb valos szammal valo
szorzasa asszociativ

3)ax(b+c)=axbtaxce disztributiv
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Szemleletesen kifejezve: a vektorialis szorzas eredményvektoranak hossza az a és b
vektorok altal kifeszitett paralelogramma teriiletével egyenlo:

[axb| = F.

Bizonyitas:

F = |a|-|b|sing = axb.

o

1B siny

-
a
A skalaris és vektorialis szorzatra érvényes Osszefliggések:

a-b =0 = alb (acésb merdlegesek);
axb=0 = al||b (aésb parhuzamosak),

ha a, b#0
Ervényesek a kovetkezd szabalyok:
/)(axb)-c=a-(bxc)

2)ax(bxc)a(a-c)-b—(a-b)-c
Grassmann-azonossag

3)ax(bxe)+tbx(exa)+tex(axb)=0

1.1.4.3 Példak, alkalmazasok
/1) Két vektor hajlasszoge
Minthogy

a-b = |a|-|b|cos o,



ezert

cos @ =

la|-|b|

i

-
a

A képlet alapjan meghatarozhatd pl. két, egymast metszo egyenes altal bezart szog.
Legyen:

g,: X =A+ku;
g,: X =B+,

akkor a g, és g, egyenesek altal bezart J szogre igaz:

a-yv

COS 0 = .
l@|-|v]

2) Sik és egyenes hajlasszoge
Legyen adott az

E: X = A+kv+Iwsik,
valamint a

g: X =B+ra egyenes.

A
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A v x w szorzat egy olyan vektor, amely a w és v vektorok altal meghatarozott sikra meroleges.
A g egyenes és az E sik altal bezart ¢ szogre ervényes a kovetkezod Osszefuggés:

=90 —¢'.

A ¢’ szO0g azonban a v X w es a vektorok skalaris szorzataval egyszeruen meghatarozhato, mivel

COS(Pf = w
|lvxw|-|a]

3) Két egyenes szogfelezdje

Adottak az egyenesek iranyvektorai: a és b. Meghatarozandok a két egyenes szogfelezéinek
iranyvektorai, '

W, €S W,.

3]

92

Induljunk ki a skalarns szorzatbol:

Mivel a w vektor szogfelezGje a g, és g, egyeneseknek,
P = 3 <>COS P, = COS P;.
A skalarszorzat alapjan a cos ¢, = cos ¢, helyett irhato:

w-a w-b _
|w|-|a| |w|-|b]’

41



il

jal  [b]’

Mivel a w vektor az a és b iranyvektorok sikjaban fekszik, eloallithato ezek linearis
kombinaciojaként:

w = ka+b. (%)

(Felteheto, hogy a b egytitthatoja 1, 1ll. — 1, ui. a w iranyvektornak csak az iranya lényeges, a
hossza érdektelen.)
Igy:

(katb)-a _ (kazb)-b
|a] |b

la|  |b]

ka? a-b k(a-b) b?
la|  |a] |b| |b|

ka’t+a-b k(a-b)xb?
B e

b k(a-b
:tTT= @b) )

b

¢k(|a_|-_M—a-b) _Ibj-|a|—a-b
|b| |a|

=k = —
|a|

Ezt behelyettesitve a (x) egyenletbe, a megoldas:

1 b
=Ma:{:b: —‘w=ii_=a°ib°.
|a] |b] |la]  |b|

A szOgfelezo egy iranyvektorat tehat az a és b vektorhoz tartozo egységvektorok osseadasaval,
ill. kivonasaval kapjuk meg.
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4) Pont és egyenes tavoisaga

Egy egyenesre meroleges vektor segitségével meghatarozhatjuk egy pont és egy egyenes
tavolsagat. Legyen adott a P pont, valamint a g egyenes (ami atmegy az 4 ponton, iranyvekora
u).

g: X=A+ku

Nezzuk meg a kovetkezo abrat:

ol ==

Egy pontnak egy egyenestol mért tavolsagat ugy kapjuk meg, hogy meghatarozzuk a P pontbol
a g egyenesre bocsatott merdleges g egyenessel valo metszéspontjanak a P ponttol valo
tavolsagat.

Nyilvanvaloan igaz:

n = ku+n.
A ku értékét konnyen kiszamithatjuk, ha meghatarozzuk az n’ vektor vetiletét az u

iranyvektorra.
Ervényes a kovetkezo egyenloseg:

(Az elobbi abrarol leolvashato, hogy
|ku| = ! jelolés mellett:

[ = |n'|cos ¢

O n-u
</=|n|—cosp = ——
lul |u]
/
ku=[u* = —
|u|
L n‘u u n-u n-u )
U= ——=—u=—=u.
u |u| Jul? u’
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Behelyettesités utan kapjuk:

, n-u
n=nt+-—-u,
amibol
! n' u
n=n———u
u

5) Pont és sik tavolsaga
Sik egyenletének normalalakja
Sik dofése egyenessel

Adott az F sik és annak egy 4 pontja:
E: X=A+ku+tlv.
A cimben jelzett probléma kissé nehezebb az el6zonél. A megoldas azonban egyszert lesz, ha

attériink a sik leirasanak egy masik modjara.
A sik egyenlete koordinatakra attérve:

a u, Vi
X=)a,|+tkiu, |+!]v,
a, Uy v,

Ebbdl harom egyenletet kapunk az X koordinataira:

(1) x, = a,+ku,+1lv;
(2) x5 = a,+ku,+1lv,y;
(3) x5 = a;tkuy+iv,.

Az egyenletrendszer megoldasa a sik egyenletének az Uin. nemparaméteres alakjat adja.
A tovabbiakban tegyiik fel, hogy u, nem egyenlo 0-val.
Vezessiik be a kovetkezo roviditéseket:

ny, = Vil; = Vals,

Ny, = Vil = ViU,
ny = vyuy, = Vyily,
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(2)+ (— E‘i)(i) = (1Y

u,

=(1)": (-Yz'az)“(-ﬁ_al)(?) = l(Z_S)
1 1
(3)+ (— “’)(1) = Q)
u,
==(2): (x3_a3)_(xl_-al)(:£) = 1<__uﬂ2>
1 1
2y - (—_ﬁz—)m' = (1)’
nj
(6 = @y )1y *al)(z_a) _(-\"2_02)(_’:2> +(x, _al)(_:j_z_)(_nnz) =0
1 1 3

Atrendezve kapjuk:

u —n 11
x3—x1(—3)—x2( 2) +x1(u—2)( rl)—C={).
U nj u, nj3

A C konstans — mint latni fogjuk — egyszeriien meghatarozhato. Hozzuk még a tagokat k6zos
nevezore €s vonjuk ossze.

XaUyny+ xyun, + xun, +C' = 0.
u,-gyel valo osztas utan kapjuk:

xn,+xn,+x3n3+C" =0 i (*)

Ez az eredmeny varhato volt. Kérdezhetnénj, miért?
*

!

-
n

2

E

Tekintsiik az E'sikot! Nyilvanvalo, hogy a sik térbeli helyzete leirhato csupan a sik egy 4 pontja
és egy, a sikra merodleges vektor segitségével. Ezt a merdleges vektort a sik normalvektoranak
nevezzuk.
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Lévén kozombos, hogy milyen normalvektort hasznalunk, normalvektora az E siknak pl. az
u x v vektor is:

Uy Vi UaV3 T U3V, 1y

uxv=Ju,| X v, | =\ uyv,—uyvy; | =\|n,| =n
Uy Vi UV, —uyvy ny
s N / /

A (=)-gal jelzett egyenlet egyiitthatoinak oOsszehasonlitdsaval megallapithatjuk, hogy ezek
azonosan az n komponenseivel.

E: nyx,+n,x,+nyxy+n, =0; ny, = konstans (**)

Az n, konstans meghatarozhato, ha ‘az egyenes 4 pontjat a (=*) egyenletbe behelyettesitjik.
[gaz:

na,t+n,a,+nya,+ny, =0,
amibol
no = _(n1a1+n2a2+n3(13).

A (=) forma a sik egyenletének normalalakja. Mi a haszna mindennek a P pont E siktol valo
tavolsaganak meghatarozasaban? Nagyon sok, ui. ha ismerjiik a sik egyenletének nemparame-
teres alakjat, akkor kiilondsen egyszeri modon meghatarozhatjuk ennek a siknak és egy
egyenesnek a doféspontjat.

A P pontbol az E sikra bocsatott merdleges:

g: X=P+rn
A g egyenes és az E sik egyenletének egyenlove tételebol adodik az S doféspont:

P+rn=A+ku+lv.
Az eredményt maris megkapjuk, csak a (+#) egyenletbe X helyett a g egyenes P+ rn pontjat kell
behelyettesitentink.
Igy a behelyettesités es kis atalakitas utan azt kapjuk, hogy

mpy,tnyp,tnypytng
ni+nj+n3

' — =

A meroleges egyenes P-t0l a doféspontig tartd szakaszanak / hosszara fennall a kovetkezo
Osszefiligges:

[ = |r|n||.
Mivel

In|* = ni+n3+n3,
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1gaz, hogy

Pyt Nyp, tNp5 + 0y (%%%)

J e
Jni+ni+n?

Ez azonban megegyezik a vektorszamitas eredményével, amit Ggy kapunk, hogy a P—A
0sszek0t0 vektort a normalvektorra vetitjuk. A vetilet hossza a P pont és a g egyenes tavolsaga.

P

2

A (*x=*) egyenlet nem mas, mint a sik egyenlet normalalakjanak a transzformaltja. Az
Osszefliggest 0. L. Hesse német matematikus (1811—1874) tiszteletére Hesse-féle normalalak-
nak nevezzuk.

A Hesse-féle normalalakot gyakran vektorialisan irjuk fel:

n,-(X—A) = 0.

(A Hesse-fele normalalak egyszeriien adodik a kovetkezo gondolatmenet alapjan: mivel a sik
normalvektora éppen azaltal jellemzi a sikot, hogy annak minden vektorara merodleges, ezért ha
a sik egy rogzitett pontja A4, akkor a sik barmely X pontjara X—A 1 n,, azaz

ny (X—A) = 0.)

Ha az n, normalvektor elojelét negativnak valasztjuk, a Hesse-féle normalalakbol azt is
megtudjuk, hogy a sik melyik oldalan van a pont. A negativ eldjel miatt az n, normalvektor
iranya mindig olyan, hogy a koordinata-rendszer O kezddpontjabol kifelé mutat.

Ha az

nyx, tn,x,+nyx;+ng

s g

—sgn (ny) - /N3 +n3+ n?
egyenletbe helyettesitjiikk a P pont koordinatait, akkor a P pont helyzetétdl fligg a d elojele:

d>0 akoordinata-rendszer O kezdOpontja és a P pont az E sik két kiilonb6z6 oldalan fekszik ;
d=0 PeEFE (vagyis a P pont az E sikban van);
d<0 a koordinata-rendszer O kezdOpontja és a P pont az E sik azonos oldalan fekszik.
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1.1.5 VEKTORTER, BAZIS, DIMENZIO

Az eddigi fogalmak és gondolatok tobbé-kevésbé szemléletesek voltak, ugyanakkor néhany
nagyon fontos fogalmon atsiklottunk. Ennek ellenére mar lehet az Olvasonak megkozelito
elképzelése arrol, hogy szemléletesen mi is egy vektortér. A kovetkezo fejezet nagyon formalis
lesz, mivel a fogalmakat absztrakt modon altalanositjuk. A vektortér, valamint a bazis és a
dimenzio fogalmat csak a teljesség kedvéért targyaljuk. Ezek ismerete nem eldfeltétele annak,
hogy a kovetkezd részek érthetoek legyenek. Az Olvasd akar a Gauss-féle eliminacios
(kikiiszobolési) eljaras leirasanal is folytathatja a konyv tovabbi tanulméanyozasat.

A vektorter

Definici6: egy tires V halmazt, amelynek elemeire az 6sszeadas (+) és a valos szamokkal valo
szorzas (=) értelmezett, valos vektortérnek nevezink, tehat V' = (V, +, *). A halmaz elemeit
vektoroknak nevezziik. (Szemleletesen kifejezve egy V vektortérre példa az, amit eddig R"-nel
jeloltiink.)

z osszeadds axiomdi

V,: a+tb=c¢; a, belV=at+tb=celV
a V halmaz az Osszeadasra nézve zart

(Vegylk az R" a és b két vektorat, akkor az a és b vektorok Osszegének 1s az R"-ben kell lenni.
Hallgatolagosan eddig ebbdl a feltételbol indultunk ki.)

V,: (a+b)+¢c=a+(b+tc); a bcelV
asszociativitas

Vy: atb=Db+a; a beV
kommutativitas

(Mint mar lattuk, ez a feltétel az eddig vizsgalt miiveletekre altalaban teljesiilt. Volt azonban
kivetel 1s: a vektonalis szorzat.)

Ve: a+t0=a; aelV
nullaelem létezése

(A nullaelemet barmely vektorhoz hozzaadva az eredetit kapjuk vissza.)

Vs: ata ! =
inverz elem létezése

(Minden a V-hez tartozik egy a™ !, vagyis az a-hoz tartozo inverz elem, amelyre a ¥4 axioma
1gaz.)

Vegyuk pl. az ae R" vektort! Ennek inverzét —a-val adhatjuk meg, mert az a+(—a) = 0
kielégiti a V5 axidOmat. V teljesiilése feltételezi a ', axioma érvényességét, mivel az axioma nem
is volna felirhato, ha nem létezne nullaeclem. A koévetkezmény az lenne, hogy valamennyi
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szamolasi tdrvény érvénytelenné valna, mert pl. igaz lehetne:
a—a#b—b.
A szorzas axiomdi

Ve: ka=DbeV;, keR, aelV
valos szammal vald szorzasra nézve zart

(Ha ae V, akkor ennek a vektornak barmilyen tobbszorose is eleme a V halmaznak.)

V,: la=a
egységelem létezése a valos szamok halmazaban

(A vektornak az egységgel valo szorzasa nem valtoztatja meg a vektort. Ennek az axiomanak
szamunkra nincs jelentdsége, mert mi csak valos szamok folott értelmezett vektorterekkel
dolgozunk.)

Ve: k(a+b) = ka+kb
(k+0a = ka+/a
disztributivitas

Mindezek azt a benyomast kelthetik, hogy formalitasok ,,zagyvalékat’ tartuk az Olvaso elé. A
téeny azonban az, hogy ezen minimalis kovetelmények teljesiilése nélkill nem volnanak
lehetségesek a vektorokkal valo miveletek. Az axiomakat akar azonnal el is felejtheti az Olvaso,
amennyiben azok a vizsgalt vektorterekben mindig teljesiilnek. Ez a szakasz talan jelzi azt, hogy
az egyszerunek tiind ismeretek mogott milyen sok matematika van. (A matematika ui. a konkrét
vektorterek — mint amilyen pl. az R" is — tulajdonsagait absztrahalva definialja a vektortér
fogalmat az elobbi axiomakkal. Ezaltal az absztrakt vektortérben igazolt allitasok valamennyi
konkrét vektortérben érvényesek.)

Bazis és dimenzio
Bdazisnak nevezzik a V halmaz linearisan fiiggetlen vektorainak azon halmazat, amelynek

elemeivel alkotott linearis kombinaciok a ¥ halmaz valamennyi elemét eloallitjiak. A linearisan
fliggetlen bazisvektorok szamat dimenzionak nevezzik (jelolese: dim V).
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1.2 Matrixszamitas

1.2.1 A GAUSS-FELE ELIMINACIOS ELJARAS

A matrixokkal valo muveletek soran rendkivili fontossagi a Gauss-féle eliminacios eljaras. A
modszer ismercte mas szempontbol is (pl. linearis egyenletrendszerek altalanos megoldasa)
érdeklodésre tarthat szamot.

Vizsgaljuk meg a kévetkezo problémat: adott az R? harom sikja: E,, E,, E5. Nézziik meg, hogy
egymashoz képest milyen helyzetben lehetnek ezek a sikok!

a) A 3 sik egymassal parhuzamos.

b) 2 sik parhuzamos egymassal. Ezt a kettot metszi a harmadik, a g, és a g, metszésvonalban.
E
Y\/%2
\ /
\
./
\/ 2

9,/\/ =

¢) A 3sik helyzete olyan, hogy egyik sem parhuzamos a masikkal. Ekkor ismét harom esetet kell
megkulonboztetniink.
¢;) A 3 sik helyzete olyan, hogy barmely kettét véve, egy-egy metszésvonalban metszik
egymast és a metszésvonalak (g,, g,, g3) parhuzamosak egymassal.




¢,) A 3 sik egy egyenesre illeszkedik.

¢3) A 3 sik ugy metszi egymast, hogy a g,, g,, g5 egyenesek egy pontban metszik egymast.

93 S

Milyen megallapitast tehetiink ?

Mint korabban mar lattuk, egy sik helyzete jellemezheto a sik normalvektoraval. A harom sik
felirhato a kovetkezo formaban:

E,: ajx,ta;;x;ta3x5 =0;
Es! @sXy tdpl,tdas:Xs =0
ahol az
ay, dz, as,
iz | | d22] - | 432
a3 dzj (25X

vektorok a 3 sik normalvektorai.

A sikok kolcsonos helyzetérol szerezhetiink informaciot, ha ezeket a normalvektorokat linearis
fuggodség szempontjabol megvizsgaljuk. Ha pl. mind a 3 sik parhuzamos egymassal, akkor
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mindegyik normalvektor eldallithaté az egyik normalvektor skalarszorosakeént, barmelyiket
valasszuk is a harom koziil. A sikok egymashoz viszonyitott helyzetének meghatarozasa végiil is
a linearis egyenletrendszer megoldasahoz vezet. A kovetkezdkben latni fogjuk, hogyan oldhato
meg egy ilyen egyenletrendszer.

irjuk fel az egyiitthatokat téglalap alak( tablazatos formaban:

aqyy ag; a3 T dya
sy ds2 dss T daa
diy as; Ay, Ty

Egy ilyen tablazatot matrixnak neveziunk. A matrix sorait (ill. oszlopait) felfoghatjuk egy vektor
koordinataiként is, igy lehet beszélni a matrix soraird! (oszlopairdl), mint sorvektorokrol
(oszlopvektorokrol.)

Az egyenletrendszer megoldasahoz sziikségiink van egy sorra, lehetOség szerint sok nullaval.
Ehhez atalakitjuk a rendszert.

Legyen a,, # 0.

p _ | T4z [ T4
A) ay ay; ap s / - -
dy, 14
(2) ayy ap; dap; T dra -
(3) as; az, aj; T A3y =

Az eredmeény:

(1) ay, ay; a3 T dya
a;a,; (y3diy, Ay4ddy,
(2) 0 a3~ 3™ — Tayt ———
dyq ag 11
d31dq; a;3da, Ay4y,
(3) 0 a3, — — d33T — Td3a Tt
i1 ay ayy

Az (1) sort megszoroztuk a —a,,/a,,,ll. —as,/a,, valos szamokkal és hozzdadtuk a (2), ill. (3)
sorokhoz. Kimutathatd, hogy ezaltal a rendszer megoldasainak halmaza nem valtozik.
Ezt az eljarast elemi soratalakitasnak nevezziik. A kovetkezé sémat kapjuk:

C11 Ci2 €13 Cia
0 C22 C23 Caa
0 0 C33 | Caa

Az egyenletrendszert Iépésenként — alulrol kezdve, feifelé haladva — oldjuk meg
(€33X3 = €34 =X3 = C34/C3; =(2)-be stb.).

A megértés megkonnyitésére bemutatunk egy példat.
Adott harom sik: E,, E,, E;.

Ey: 2x4F xa+3x,=9=0

EZ: xl—2X2+ X3+2=0
E3: 3.r17'2,t?+2x:5“_7 = 0
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Az egyenletrendszert a Gauss-fele eliminacios e¢ljarassal oldjuk meg.

2 1 3 9
| —2 1 —2 vagy az egyenleten icicserelesével:
3 2 2 7
I ~Z 1 ==
2 1 3 9
3 2 2 7
I =2 1 —2
0 3 1 13
0 8 —1 13
() T =2 1 =2
(2) 0 5 1 13
3 0 0 —=13/5 —395
(3)-bol (—13/5)xy = —39/5 Xy=
(2)-b6l 5x,+3 =13 X, =2
(1)-bol x;,—4+3 = -2 xy;=—1

Megoldasként tehat a

B

pontot kaptuk, amely mindharom sikon rajta fekszik.

Mi lenne az eredmény, ha az £, sikot a kovetkezo modon adnank meg:
Es: 3.r1+.x2+4_\'3_’7z0

A Gauss-féle eliminacids eljarassal kapott eredmény

1 =2 |1 =2
0 > 1 13
0 0 0 13

szemmel lathatéar a 0= 13 ellentmondashoz vezet.

Vizsgaljuk meg most alaposabban a sikok normalvektorait!

l 2 3
n1={—2], n2=(.ll] my = —l]
1 3 4

Nyiivanvaloan igaz az m, +n, = n, Osszefliggés, azaz a normalvektorok nem linearisan
fuggetlenek.

A 0=13ellentmondas alapjan mondhatjuk, hogy nem iétezik olyan pont, amely mindharom sik
kozos pontja lenne. EbbOl viszont a ¢) eset alapjan az kovetkezik, hogy két-két sik
metszésvonalai parhuzamosak egymassal.
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Ezzel szemben, ha a (3) sorban 0=0 eredményt kapnank, akkor megoldhaté lenne az
egyenletrendszer, mégpedig végtelen sok megoldéassal, amit egy k paraméter segitsegevel
irhatunk le.

Igaz lenne:
Ry—=2KsF Xg = =27
5x;+x53 = 13.

Helyettesitsiik be x; helyett a k& paramétert, eés akkor kapjuk:

53—
5x,+k = 13=x, = —

x1—2(13~5:—£) +k= -2

26 2

,Yl +4‘-5‘—*+k:_2

.\fl = — -

16 7
5 B

Ezt vektornalisan felirva:

Xy 16/5 =715
xz] = (13/5 o ¥ s K—I/S]
£ 0 ] :

Emeljik ki az 1/5-6t az iranyvektorbol, és akkor adodik:

X, 16/5
[x,_) = ( 13/5

X3 0

~7
~1
5

+ K’

Ez egy egyenes egyenlete. A harom sik egy egyenesben metszi egymast (c,-es eset).

Ez a séma altalanosithato: ha — mint elobb lattuk — a sikok egyenleteit matrix alakban irjuk
fel, akkor elemi oszlopatalakitassal meghatarozhatd a matrix un. rangja. Az mindegy, hogy sor-,
vagy oszlopatalakitast végziink, mert a sorvektorok, ill. az oszlopvektorok alapjan meghataro-
zott rang egymassal egyenld. Mindenesetre mindig csak egyféle: vagy sor-, vagy oszlopata-
lakitast alkalmazhatunk.

A matrix rangjat a kovetkezoképpen defimaljuk: az A matrix rangjan (r) az egymastol linearisan
fuggetlen oszlopvektorok maximalis szamat értjitk. Az egyutthatok matrixanak rangjat r-rel, a
kibovitett matrix rangjat pedig 7-mal jeloljuik.

rdy; d;p; d;3
A= 1ay; a;, a

L dyy d3; dadj,

oy
I

Fdyy 4,2 4;3 dyg
Lazn drs dz3 dj,
dy; dz; dzz di,
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Altalanos érvényes a kovetkezo:

Megoldas

pont

parhuzamos egyenesek (2 vagy 3)

1 k6z0s egyenes

3 parhuzamos sik, nincs metszésvonal
a 3 sik azonos!

nem sik!

O o= o= B WY
L P B BRUS B VS I T

A matrix fogalma azaltal valik igazan hasznossa, hogy a matrixokkal kilonbozo algebrai
milveleteket lehet végezni. Ezeket a matrixmiiveleteket ismerjiik meg a kovetkezo pontban.

1.2.2 MUVELETEK MATRIXOKKAL

Az m x n meretl matrix m sorba és n oszlopba rendezett elemek tablazata. Az m sorbol és n
oszlopbol allé matrixok M halmazat a kovetkezd modon jeléljik: M (m x n, R), ahol R a valos
szamok halmaza.

Legyen A egy m X n-es matrix:

@yl 556 sl

&= az:azz.- « <3y

amlaml - lpp

A tablazat alakja m és n értekétdl fugg. Az olyan matrixot, amelynek csak egy sora (m=1) vagy
csak egy oszlopa (n=1) van, vektornak (sor-, ill. oszlopmatrixnak) nevezzik.

Ha egy matrixnak ugyanannyi sora van, mint ahany oszlopa (m=n), akkor négyzetes vagy
kvadratikus matrixrol beszéluink. A kvadratikus (n X n tipust) matrixok halmazanak jelolése:
M(n, R).

A nullamatrix (vagy zérusmatrix) minden eleme 0O:

Az egységmatrix olyan matrix, amelynek minden féatlobeli eleme 1, és minden mas helyen 0 all.

10 . .0
01 . 0
E = 1.
. 1
00 . 1
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Egy matrixot, amely

[ 1
0

—_—0
o O

d
———

tipust, n-ed rendli kvadratikus egységmdtrixnak nevezziik.

Matrixok Osszeadasa
Legyen az A és a Bmatrix az M (m X n, R) halmaz matrixa. Az A és B matrixok Gsszegén azt a
matrixot értjik, amelynek elemei rendre az A és B matrix megfeleld elemeinek Gsszegébol
adddnak.

A+B=C

aytbyy athy,...a,tby,

C: 021+b21 a22+b22...a2""|‘bz"

IR o WO T o SR ;)

mn

Ertelemszeruen csak azonos méretu matrixokat lehet dsszeadni.

Matrix szorzasa skalarral

Legyen k egy valds szam. Az A matrix k-szorosan azt a matrixot értjiik, amelynek minden eleme
az A matrix megfelelo elemének k-szorosa.

ka,, kay,...ka,,
N

ka,, ka,,...ka,,

Matrixok szorzasa
Legyen az A matrix Ae M(m X n, R) és a B matrix Be M(nx p, R):

a,, Qiz---%n
A= aZl 022...0M

o Am2 Apn
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Byi Dyg sy
B = {721 _bZZ“‘bZP
by |

- Upp

A szorzatmatrixot a kovetkezoképpen értelmezzik:

(‘ll Clz..(‘lp
Ean 55 505
C=A-B=1| . % %2 <P
: . EM(mxpﬁR)w
le CmZ "Cmp
ahol
a;y by
.o | di2 ] b2
clk_ - -
ain bnk

Szemleletesen kifejezve: a szorzatmatrix azon elemét, amely az i-edik sor és a k-adik oszlop
metszéspontjaban van, ugy kapjuk meg, hogy az A matrix i-edik sorat skaldrisan szorozzuk a B

matrix k-adik oszlopaval.

Ehhez elengedhetetlen feltétel, hogy az A matrix oszlopainak szama egyenlo legyen a B matrix
sorainak szamaval. Ha tehat az A matrix m X n méretu, akkor a B matrixnak n x p méretiinek

kell lennie, és a C matrix m X p méreti lesz.

A matrixmfiveletekre érvényes szabalyok

M,: (k+DA=kA+IA
k(A+B) = kA+ kB

M,: (A-B)-C= A-(B-0O)

M,: A-B# B-A (altalaban!)

(A sorok, 1ll. az oszlopok szamara tett feltevesek miatt, ha az A -8B szorzas

elvégezheto, akkor a B- 4 altalaban el se végezheto.)

M,: Ket matrix szorzata akkor is lehet nullamatrix, ha egyik tényezdje sem nullamatrix,

azaz.
A#0 B#0 de A-B=20
Pl.:
25 3
52 23] |-13—-5] Toowo
92 -3 4 168 24 | 000
30 16

Kovetkezesképpen fennall, hogy:

AB 5 A # 0= B = 0 (altalaban)
A-B=A-C, A # 0= B = (C (altalaban)

I
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Matrixok transzponalasa

A matrixok halmazan végezhetd muveleteknek van egy tovabbi esete, amellyel eddig még sehol
sem talalkoztunk. Ez az Un. matrixtranszponalas. Egy A matrix transzponalgjat a ¢,
szimbolummal jeloljik. Az A matrix transzponaltjat ugy kapjuk meg, hogy a sorvektorokat
felcseréljik az oszlopvektorokkal.

(F 2 =1 3 6 2 —b3
-1 O S

[-—1 0 5 3]= LY
35 -4 2 S e

Kvadratikus matrixok inverze

A kvadratikus matrixok fontos tulajdonsaga, hogy bizonyos feltételek mellett invertalhatok.
Minden regularis (linearisan fliggetlen sorokbol allé) A matrixnak van inverze. Egy négyzetes
matrixot regularisnak nevezziik akkor, ha a matrix rangja egyenlé a matrix rendjével (r=n).

Ha a A matrix az M (n, R) halmaz egy matrixa, akkor igaznak kell lenni az r = n egyenloségnek.
Ennek magyarazatat majd latni fogjuk. Az A matrix inverz matrixanak (jelolése: A~ ') azt a
matrixot nevezzik, amelyre érvényes:

A A '"=E es

A 'A=E

-
Az Amatrix inverzén tehdt azt a matrixot értjitk, amellyel az A matrixot megszorozva ( balrél vagy

Jjobbrol) egységmatrixot kapunk. A muvelet kommutativ, ami a matrixok szorzasara altalanosan
nem érvényes.

Az inverz matrix kiszamitasa elott ejtsink meég néhany szot a matrixok szorzasarol!

1.2.3 LINEARIS LEKEPEZES
Linearis leképezesnek neveziink egy
F(V-W)
figgvényt, amelyre tetszdleges v, w e V ¢€s k € R esetén:

L,: F(v+tw)= F(v)+ F(w);
L,: F(kv) = kF(v).

A matrixok szorzasanak specialis esete a kovetkezo:

411 dy2---Q44 Xy
3y Qzz..-.4yy X2
Am1 Amy - - -App Xnp @
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Itt a masodik matrix egyetlen oszlopbol all, ez tehat egy vektor. Ha a szorzast elvegezzik,
azonnal lathato, hogy az eredmény is egy vektor lesz.

dyy @y2... Ay,
dyy d3z... dy,
Ay Apa - - - Qinn

_‘(1 (1“.\'|+alz.\'2+ N +a‘”.rn }'1
X5 dy Xy tazx,+ ... ta,.x, B4
X Qi Xy Tl ks F . . . il X, ¥,

A szorzas egyenlete a matrixok szokasos jelolésével:

A-X=Y

ahol az X és az Y matnxok vektorok.

A kovetkezokben megmutatjuk, hogy ezzel egy linearis leképzést defimaltunk.

]:

L,: F(x+y)= F(x)+F(y)
AX+Y)=A- [ :
x,ty
rall(-r1_+.1'l)+
aml(xl._‘_}!l)_‘_

ag x,tagy, +

Apy Xyt a,, v, +

L,y kF(x) = Flkx)

.“1 + }‘1

+a 1 n(xn 5 .}'n)
e amn(xn £3 yn)
+ alnxn + alnyn

: = A X+AY
+amxﬂ+amﬂ.})ﬂ

k(A x)=(kA) x = A-(kx)

Most mar a korabban targyalt egyenletrendszereket teljes egészében leirhatjuk matrixokkal is.
Az egyenletrendszer a kovetkezOképpen néz ki:

Ax+b=19

@y X5 T ..l X,
: +
am]xl T s +amn’xn

b, 0

Ezt az egyenletrendszert matrixokkal azonban csak egy tovabbi feltetel teljesulése esetén tudjuk

megoldani.

Ha ui. A egy n-ed rendii kvadratikus matrix, akkor érvényesek a kovetkezo Osszefliggések:

A-x+b =0
<A-x = —b
<A 1'A-x =A"1-(—-b)
<FE -x =A"1-(—b)
<X =A"1-(—b)
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irjuk a —b helyett y-t, akkor azt kapjuk, hogy:

Ax=yex=A ly

Ezzel egy egyértelmiien meghatarozott megoldast kapunk, azaz egy pontot. Az A matrix
rangjanak egyenlonek kell lenni a matrix n rendjével. Ez a feltétele ui. az A~ ! inverz matrix
létezésének.

'Ezutan mar meg tudjuk hatarozni egy linedris egyenletrendszer megoldasat. Mindenesetre
sziikségiink van ehhez az A " ! inverz matrixra. Ennek kiszamitasara két elméleti modszer van.

/) Az A-x = E, meghatarozatlan allitasabol levezetjiik a Gauss-féle eliminacios eljarassal az
x=A1E =A"1
alakot. Ezt a modszert mindenekelott olyan matrixok eset¢ben alkalmazzak, amelyek

rangjara az r >4 egyenlotlenség fennall. Szamunkra gyakorlatilag ezért nincs jelentosége.

2) Fennall a kovetkezo egyenlOség:
Z + + +
‘ allalz . . -aln

= + o+ +
A d 2 ET i R s [

v+ .
u1lma - - - App

ahol az af, az a,,-hez tartozd adjungalt stb.

Az a,; komponenshez tartozo adjungaltat a kovetkez6 modon szamitjuk ki: toroljik az A matrix
i-edik sorat és k-adik oszlopat. A maradék szamokbol alkotott determinanst megszorozzuk a
(= 1)7U*0 tényezovel, majd kiszamitjuk a determinans értékét. Tekintettel arra, hogy
a determinansokat csak akkor tudjuk konnyen kiszamitani, ha a determinans legfeljebb 3 soros,

nagyobb matrixok esetében vagy az /) modszert, vagy valamilyen egyéb numerikus eljarast
alkalmazunk.

1. példa: a;, ="
ayy dy2 43
A= | dyy dz; djs

Ayy; d3; djz;

Az a,, elemhez tartoz6 adjungalt:

a a
(— ) a;z a: = (—1)(a;,a5;—as,a,;)
2. példa:
3 2 111 p -2 s 1|2 -5 4
1 02| =2 |=-5 5 5|=<-{5 5-5
5 5
4 4 9 4 —5 =2 1 5 -2
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Ha most pl. a

Iyt dxat Xy =l
X +2xy, =2
4.t! =+ _t’z P 3.\—3 — 3

cgyenletrendszer megoldasat kell megtalalnunk, akkor azt a kovetkezd modon hatarozhatjuk

meg:
(3 2 1| [« 1)
1 0 2 x, 1 =12
4 1 3] \x 3
(YI 1 r*2 -;5 4—
tyl ==l 5 5 =35
5
Kg L1 5 =2

1 0
21=10
L 1

Linearis egyenletrendszercket nagyon attekinthetd és egyszer(i formaban tudunk matrixok

segitségevel kifejezni.

Az eddig targyaltak azt a benyomast keltették benniink, hogy elsésorban linearis egyenletrend-

szerek megoldasaval foglalkozunk.

Az elmondottakkal az volt a célunk, hogy szemléletessé

tegyuk az egyszeribb matrixmiveletcket. Szamunkra sokkal fontosabb azonban az, hogy a
matrixok révén olyan segédeszkoz keriilt a keziinkbe, amely lehetové teszi, hogy vektorfliggve-

nyeket definialjunk.

A kovetkezo analogia mindezt vilagossa teszi:

y = f(x) y = Fix)
y=3x+1 y = Ax+b

Az elso esetben szamokhoz szamokat, a masodikban vektorokhoz vektorokat rendeltink.

A matrix funkcioja érthetobb lesz a kovetkezo példa alapjan:

2 1 3
A=14 3 1
g 3 =2
Legyeny = A-x
’_v, 2 1 3 X,
Va = 4 3 1 X5

Helyettesitstiik be az egyenlOségbe az e,, e,, e, standard bazisvektorokat:

O o

1 1 2
| Of=1 4
3 0 0
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> 1 3] (o) [1
43 1|41]=]3
0o 3-2110/) \3
L =

2 1 3 fo\ 3
43 1llol+ 1
0 3 -2 | \1, )

Amint latjuk, a bazisvektorok képei a matrix oszlopvektorai. A bazisvektorok képei egyben
bazist alkotnak az Y = A-X egyenlettel meghatarozott képtérben. Ez a matrixmiiveletek
linearitasabol adodik:

A(a,e,tae,+...+ae,) = A(a,e,)+ A(a,e,)+ ...+
+ A(a,e,) = a,A(e,)+a,Ale,))+ ... +a,A(e,).

Azaz a tér egy tetszOleges vektoranak kepe (amelyet el6zOleg aze,, . . . e, bazisvektorok linearis
kombinacidjaként allitottunk eld) eldall a bazisvektorok képeinek linearis kombinaciojaként.

Szeretnénk a matrixok hasznossagat egy nagyon részletes példaval szemléltetni. (Ajanlatos ezt a
példat alaposan atgondolni, mert ez az alapja csaknem minden matrixmiveletnek, amelyet
kesobb alkalmazni fogunk.)

vA

Adott az R?, valamint a két bazis, e,, e, és e/, €} :

Jeloljuk az e, ¢s e, egysegvektorok altal meghatarozott koordinata-rendszert S-sel, azt pedig,
amelyet az e} és e, egységvektorok hataroznak meg, S’-vel.
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Az S’ rendszerben e és e, koordinatai:

, I ) 0
e, = 0); &=\
Az S rendszerbeli koordinatakat — mint lathato — igy kapjuk meg:
. 1 =] /1y _ (1
T 1 \o !
. 1 —1] (0N _ (1
70 ]\ i
Tehat, ha ismerjlik egy pont koordinatait az S’ rendszerben, akkor az

a1~

matrix segitseégével az S rendszerbeli koordinatait is meg tudjuk hatarozni.

Pl. adott a P = (3,1) pont az S’ rendszerben.

A pont S rendszerbeli koordinataira a (2,4) értéket kapjuk, mert

e[ 7116)-6)

Az eredmény helyességérol meggy6zodhetiink a kovetkezo rajz alapjan:

51

63



Igaz tehat az

x = A-x
egyenloseg, amelyben az A matrix oszlopait az e, e, bazisvektoroknak az S rendszer bazisara
vonatkoziatott koordinatai alkotjak. Lathato, hogy ezt az egyenletet forditva is fel tudjuk irni,
ui. ha az A matrix rangja r=2, akkor igaz az

X=AX <A ''x=x%

Osszefliggés.

-

Az A ' inverz matrixot a legegyszeribben az elobbieckben bemutatott 2) moddszer szerint
hatarozhatjuk meg.
11
-1 1

=17 11 =17 1
Lo 211 1] 2

Az eredmeényt ellenorizzik az

A A '=E

Osszefligges felhasznalasaval.

tf1 =17 1 1] [t o
211 1| [ -1 1 0 I
Ha most a P = (2,4) pont koordinatait meg akarjuk hatarozni az S’ rendszerben, akkor a

P=A'P

egyenlet alapjan

e 110)-0)

Tehat az A ésaz A ~ ! matrixok segitségével nagyon egyszeriien at tudunk térni az S rendszerbol
az S’ rendszerbe és viszont.

Tételezzik fel, hogy az
y=Tx

osszefliggéssel megadtuk a T matrix leképzését az S rendszerben. Az érdekel most benniinket,
hogy hogyan néz ki a T matrix, ami az S’ rendszerben irja le ugyanezt a leképzést.
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Nézziik meg a kovetkezd diagramot:

r
X &

A Al
X' - r Y’

Egy adott x’ pontnal az S’ rendszerboél el6szor vissza kell térniink az S rendszerbe, itt a Tmatrix
leképzését el kell végezni, majd ezt kovetden ismet at kell térni S rendszerbol az S’ rendszerbe.

Igaz tehat a kovetkezo egyenloség:

y=A 1T AX

Tehat egy olyan képletet kaptunk, amelynek segitségével egy abrat egy rendszerbol egy masik
rendszerbe tudunk transzformalni.

1.2.4 PELDAK EGYSZERU MATRIXMUVELETEKRE

A kovetkezokben bemutatunk néhany példat matrixmuveletekkel kapcsolatos feladatok
megoldasara. Azt ajanljuk az Olvasénak, hogy a feladatokat probalja meg 6nalléan megoldani
¢s a megoldasokat csak késobb ellenorizze.

1. feladat
Az e, és e, egységvektorok az R? standard bazisat alkotjak.
a) lgaz-e és miért, hogy az

e, = 2e, te,; e, = —e,te,

egyenletekkel egy uj bazist definiailunk?

b) Szamitsuk ki egy vektor (x,; x,) régi koordinataibol az (x', ; x;) koordinatakat!
Végezziik el az atszamitast visszafelé is!

c) Rajzoljuk be egy koordinata-rendszerbe az

) () C)
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pontokat és a

) () e

egyeneseket! Az adatokat értelmezziik el6szor régi, majd pedig uj koordinataként!

d) Milyen egyenletek irjak le a koordinatatengelyeket a két koordinata-rendszerben?

Megoldas

o () ()

Az e, és e, egységvektorok bazist képeznek az R2?-ben, mivel linearisan fiiggetlenek és a
kétdimenzios tér minden eleme eldall két linearisan fiiggetlen vektor linearis kombinaciojaként:

b) A transzformaciés matrix oszlopvektorai a bazisvektorok képei. igy:

[

EllenOrzés:

tff2 -1 t 1]_[1 o
(11 -1 2 0 1
x=A"1x

Igazak tehat a kdvetkezo egyenletek:
X y_ |2 1| [(x}
Xy 1 1 X5
xp) 1 I 1] (x
x5 31 =1 2 Xy
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c) Koordinata-rendszernek valasszuk az S rendszert (o jeloli az abran a régi és x az Uj

koordinatakat).

9>

Az uj koordinatak kiszamitasa:
(2 —1] (1Y _ (2

| 1 1]11\0 1

[2 —17] (0 _[—1

R 1]\l 1

1 )-G)

Az iranyvektorok 0j koordinatai:

o [ @) =i

o [0 Cese -G
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d) A koordinatatengelyek az S’ rendszerben:

o))
o)

A koordinatatengelyek az S’ rendszerben:

L2 (6)-300)- ()

2. feladat

Koordinata-transzformaciot végeztiink az R3-ban a kovetkezok szerint:

a) Irjuk fel az inverz transzformaciot leiré
X=8X

egyenlétet!

b) Mutassuk meg, hogy az x, + x, = 0 sik a masodik rendszerben koordinatasik lesz és hogy a

0

egyenes pedig a masik rendszer koordinatatengelyévé transzformalodik.
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Megoldas
!

0o 1 1 0 -1 0
a) S=T '=|—-1 1 0l={1 1 0
0 0 1 1 0 1
Ellenorzes:
1 1 0] lo-10 1 00
1 1 0 1 1 0l=l0 1 0
-1 -1 1 1 0 1 0 0 1

Tehat az inverz transzformacio egyenlete:

‘X’

—— N
O
-0 O

b) E: x;+x,=0

Meghatarozzuk az S’ rendszer koordinatatengelyeit az S rendszerben:

— .
o-1 1| (1) (o

11 of-lof=]1 (+)
1o 1] \o

: :

o -1 0| [o) (-1

o1t of fr]=1] 1

1 o 1] \o 0

o -1 0| (o) (o

1 1 olflo]=]o

1o 1 \1) \u

Ahhoz, hogy az (x,; x;), (x;; x3), (x;; x3) koordinatasikok nemparaméteres egyenleteit
megkaphassuk, kiszamitjuk e vektorok vektonalis szorzatait (keresztszorzatait).

0 —1 — | —1 0 1 0 0 1
1] x 1= |-1]; 1l xjo}l={r]:st1]x10})=|0
1 0 1 0 1 0 ! . 0

A koordinata-rendszer (0; 0; 0) kezdépontjanak transzformaltja 6nmaga, igy az mindharom
siknak pontja lesz.

El: _xl_,\:2+x:§=0
) IO X X, =0
Ey: = N =0
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E, az adott sik. A

g x=k| 1
1

egyenes nyilvan éppen az x)-tengely, amint az a (x)-gal jelzett elobbi egyenletbdl lathato.

3. feladat

Legyen az A matrix

A= [C_"S"’ _S‘""’],ahol @eR
sin@ COS @

a) Hatarozzuk meg A inverz matrixat!
b) Mutassuk meg, hogy a
Y=A-X
egyenlet az X vektornak az O pont koériili, ¢ szoggel valo elforgatasat irja le (a ¢ szoget

ivmeértékben szamitjuk!)!
¢) Hatarozzuk meg az

1 1
+k
(1)+()
egyenes egyenletét a ¢ = n/6, vagyis 30°-kal elforgatott S’ rendszerben.

Megoldas

a) det A = cos? ¢ +sin? ¢ = 1

A“=t Cos¢ —sin¢@ _ cos¢@ sing

sin @ CoS @ —sin¢@ Ccos@
Tehat fennallaz A ' = 1, egyenléség. Azokat a matrixokat, amelyek ezt a feltételt teljesitik,
ortogonalis matrixoknak nevezzik.

b) [y;\ _|cosg —sing X
V2 opve  cos @ X2
Yi\ _ [X1€o8@—x,sIn@

V2 X, sin @+ xcos ¢
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Az X és Y vektorok kozotti o szoget skalaris szorzas alapjan hatarozzuk meg.

Fennall a kovetkezd egyenldség:

XY
cosa =
IXI|-1Y]
()cl)_(x1 COS @ — X, sin (p)
Xy x, sin @ + x, COS @
cos a =
IX]-1Y]
cos o — x%cos @ —x,x,; sin @+ x,x, sin ¢ + x2 cos @
IX]-1Y]
(x3+x2)cosp |X|*cos¢ IX|
<>Cos a = = = COS @ —.
X[ 1Y] X[ TY] “1vi 2

Az |Y|-ra viszont igaz:

|Y|? = (x, cos ¢ — x, sin ¢)* + (x, sin ¢ + x, cos ¢)? =
x%cos? ¢ —2x,x, cos ¢ sin @+ x3 sin? ¢ +
x%sin? ¢+ 2x,x, cos ¢ sin ¢+ x2 cos? ¢ =

x? (cos? @ +sin? @)+ x2 (cos? ¢ +sin? @) = x?+ x2.

I+

gy tehat irhatjuk:

Y]

— = 1 =cosa = cos ¢ =a = ¢,
IX|

mivel csak 180°-nal kisebb szégek johetnek szoba.

A (=) egyenlet tehat teljesiilt, amivel viszont azt mutattuk ki, hogy az A matrixszal leirt
transzformacio hatasa a ¢ szoggel valo elforgatas.

c¢) Atszamitast végziink az S rendszerbdl az S’ rendszerbe. Ervényes a kovetkezd egyenlet:
X' =AX,

tovabba a kovetkezo egyenloségek :
1 _ 1
cos 30° = 5\/3; sin 30° = 3

Fel tudjuk irni tehat az A ~! inverz matrixot:

A_,:[ 0,5./3 0,5 ]=1[ﬁ 1']
-0,5 0,5\/3 2] —1 \/5 '

A



igy azt kapjuk, hogy:

VR
2_1\/5

J3 1] /1 3

&
r

[\

i

et

-1 /3] \/3 1

Az egyenes egyenlete tehat az S’ rendszerben:

J3+1 J3
x=| 2

31

2

1

Ezzel megbeszéltitkk az Osszes alapvetd Osszefliggést, amelyekre a grafikak Osszeallitasahoz

- roer

latni fogjuk, hogy ezek az ismeretek egyéb szempontbol is hasznosak.

3D-V2.7 (c) 1984, Objektum: PKS 0548-322




3D-V2.7 (c) 1984. Objektum: PKS 2208-137
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2. RESZ

A GRAFIKA PROGRAMOZASANAK
GYAKORLATA

2.1 A grafika programozasa MICROSOFT-BASIC
2.0-ban

2.1.1 A GRAFIKUS KEPERNYOK FELEPITESE

A MICROSOFT-BASIC 2.0-ban harom kiilonbozo képernyod van, az un. screen-ek, amelyek
kilonbozo felhasznalol célokat szolgalnak.

A screen 0 a standard képernyd. Ebben a képernyo-tizemmodban csak a szokasos iraskep
hasznalhato, a grafikail utasitasok nem alkalmazhatok.

A screen | és a screen 2 grafikus képernydk, amelyek egymastol csak a szinvariacios
lehetosegben és a felbontasban kiilonboznek.

Az elso esetben a kepernyo felbontasa 320 x 320 pont, amelyek 4 szinben jelenithetok meg. Itt

.

10, 11) hasznaljuk fel a megfeleld szin kivalasztasara.

A masodik esetben a képerny6 felbontasa 640 x 200 egyedi pont. Ekkor csak két szinnel
dolgozhatunk, 0 = fekete (a pont nincs kigyujtva) és 1 = fehér (a pont ki van gyujtva). Jollehet
a 2-es képernyd képelemeinek (pixeljeinek) szama kétszerese az 1-es képerny6 képelemszama-
nak, de ez nem a felbontas megkeétszerezodését jelenti, ui. csupan az x-iranyu képfelbontas
kétszerez6dott meg, de az y-iranyu nem. Ennek a ténynek az ismerete fontos a grafikus abrazolas
szempontjabol. Az 1-es képernyo-lizemmodban az x és az y koordinatatengelyek egyenranguak,
vagy mas szoval két szomszédos képelem tavolsaga az x-tengelyen pontosan akkora, mint az y-
tengelyen. Ezzel szemben a 2-es képernyo-lizemmodban a képelemek x-iranyt tavolsaga csupan
fele akkora, mint az y-iranyu tavolsag. A 2-es képernyo-iizemmodban valo grafikaprogramozas
esetében ez azt jelenti, hogy amennyiben az Olvaso az egyforma hosszi egységeknek megfelelo x,
y-értékekkel szamol, ugy az x-értéket meg kell szoroznia 2-vel, ha el akarja keriilni, hogy az
abrazolas az x-iranyban egy 0,5-es tényezovel torzuljon.

A kovetkezokben latni fogjuk az x, y, z koordinatatengelyek gyakoribb megjelenéseit,
amelyekben az x- és y-tengelyek fel vannak cserélve.

Az a) eset a matematikailag szokasos elrendezés, ezt a tisztan matematikai jellegu levezetések
esetéen fogjuk alkalmazni. Az l-es és 2-es képernyd-izemmodban (a rajzon az l-es
uzemmodban) az x- és y-tengelyek elhelyezkedése a b) esetnek felel meg.
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x y
y X
a) b)
0 X
0 =319
|
[
|
|
|
Y :
|
|
i |
________________ _
199

Ezt a masodik abrazolasi format mindig akkor valasztjuk majd, ha a képernyografika specialis
problemairol lesz szo.

A ket abrazolasi forma kozotti kulonbseg abban nyilvanul meg, hogy az x — y sikot az elobbi
esetben alulrdl, az utdbbiban felilrdl latjuk. A WINDOW (ablak) utasitas segitségével lehet a
ralatast megvaltoztatni.

2.1.2 GRAFIKUS UTASITASOK

A kovetkezokben a grafika programozasanak BASIC utasitasait fogjuk ismertetni. (Az
angolul vagy németiil értd Olvaso figyelmébe ajanljuk az IBM PC BASIC 2.0 kézikonyvet. A
megfelel0 cimszavaknal az utasitdsok részletes ismertetése megtalalhato.)

2.1.2.1 A PSET és a PRESET utasitasok

A PSET (Point SET) és a PRESET (Point RESET) utasitasok arra valok, hogy a képernyd egy
meghatarozott helyén a pontot megjelenitsiik vagy toroljiik.

Formdja: PSET (x, y), szin
PRESET (x, y), szin
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A koordinatak ket modon adhatok meg: abszolut vagy relativ formaban.

A PSET (x, y) a megfeleld képernyé-iizemmodban egy pontot jelenit meg az (x, y) pozicidban
(abszout forma).

A PSET STEP (d,, d,) megjelenit egy pontot az utoljara kigyujtott (vagy leoltott) ponthoz
képest (d,, d,) pozicioban (relativ forma). A PRESET utasitiasban a koordinatakat hasonloan
adjuk meg.

Példa: PSET (100,100)

KigyQjtja a pontot a (100,100) pozicioban
PSET STEP (20,20)

Pontot ir ki a (100,100) pontra vonatkozo (20,20) poziciéban, tehat a (120,120)
pozicioban.

Elofordulhat, hogy a megadott pontok a tényleges képernyon kiviil esnek. Ez mindaddig nem
jar semmiféle kovetkezménnyel, ameddig a megadott adatok a —32768-t6l a 32768-ig terjedd
tartomanyban vannak. Ellenkez6 esetben megjelenik egy OVERFLOW lizenet.

2.1.2.2 A POINT fiiggveny

A POINT fuggvénnyel lekérdezheto egy képelem szine.
Formdaja: v = POINT (x, y)

Az 1-es képernyé-iizemmodban a 0, 1, 2 és a 3 felel meg a kiilonb6z6 szineknek, mig a 2-es
képernyo-iizemmodban csak a 0 és az 1. A POINT fiiggvénnyel tehat ellenorizhetjiik, hogy egy
pont ki van-e gyujtva vagy sem.

2.1.2.3 A LINE utasitas

A LINE utasitas szamos lehetoséget rejt magaban.

Formdja: LINE (x,;, y,)—(x;, y;), szin, BF, mod

a)

b)

Egyenes két pont koézott

LINE (x,, y,)— (x5, ¥,), szin
Lehetséges rovidités: LINE —(x,, y,), szin

Ekkor a kezdOpont automatikusan az utoljara megjelenitett pont. A megjelenités (ill. torles)
megvalosithato a PSET, a PRESET vagy a LINE utasitas valamelyikével. LINE esetében ez

a pont a vonal végpontja.

Ha a szint nem adjuk meg, akkor az l-es képernyé-iizemmodban automatikusan a 3
értékkel, a 2-es képernyd-iizemmodban pedig az 1 értékkel rajzol.

Kér pont kézotti vonal torlése

Analoég a)-val, de a szin = 0 (a 2-es képernyo-izemmodban), ill. a szin = hattérszin (az 1-es
képernyd-iizemmodban) valasztas sziikseges.
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c) Téglalap
LINE (x,, ¥;)—(x,, ¥,), szin, B
Egy téglalapot rajzol, ahol az (x,, y,) és az (x,, y,) a szemben fekvd csucsok.
LINE (x,, y,)—(x;, y,), szin, BF

,, Kitoltott” négyszoget rajzol.

d) ., Line styling” (szaggatott vonal)
LINE (x,, y,)—(x,, y,), szin, BF, mod
A mod egy 16-bites kifejezés, azaz a 0£s a 65535 értékek kozé es6 egész szam. Az értéket
decimalis vagy hexadecimalis (&H . ..) formaban adhatjuk meg.
A méd bitminta szerint szaggatottan rajzolja a vonalat.

Példa :
1,0,0,1/1, 1,1, 1/1,0,0, 1/, 1, 1, 1, 1
9 F 2 F
Ez a &H9F9F hexadecimalis, vagy a
9-4096+15-256+9-16+15-1 = 40863
decimalis szam.
A képerny6n megjelend vonal képe:

(0 hianyz6 pont, — megjelenitett pont).

2.1.2.4 A PAINT utasitas

A PAINT utasitassal kitélthetjik a grafikus alakzatot egy meghatarozott szinnel, vagy egy
meghatarozott rasztermintaval. '

Formdja: PAINT (x, y), szin (ill. minta)

A PAINT utasitas az alakzatot a megadott szinnel (mintaval) mindaddig festi, amig ugyanazt az
alapszint talalja. Ugyelni kell arra, hogy az (x, y) az alakzaton beliil legyen, valamint, hogy az
alakzaton ne legyen rés, mert egyébként az utasitas az egész képernyot befesti. Ha az (x, y) pont
mar korabban az adott szinii volt, igy a PAINT hatastalan. A szin helyett mintat is meg lehet
adni, egy maximalisan 8 x 8-as maszkkal. A minta a /ine styling-hez hasonlé modon adhat6é meg.

Byte-tartalom
Sor Byte-minta
hexadecimalisan decimalisan

1 1000 1000 88 136
. 1100 1100 GO 204
3 1110 1110 EE 234
4 il il FP 289
5 1000 1000 88 136
6 1100 1100 Co 204
7 1110 1110 EE 234
8 L1 1011 FF 255
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Ezekbol az értekekbdl egy jelsorozatot (string kifejezést) irunk fel:

A% = CHRS (&H88)+ CHRS (&HCC)+ CHRS (&HEE) + CHRS (&HFF)

A% = AT+ AS

vagy
A% = CHRS (136)+ CHRS (204) + CHRS (234)+ CHRS (255)
A% AT+ AS

(Az 5...8 byte ertekek megadasa tulajdonképpen felesleges, mert azok az 1...4 értékekkel
azonosak. Egyébként minden, legfeljebb 8 byte-tal megadott kifejezés megengedett.)

A PAINT utasitas akkor
PAINT (x, y), AS

alaku.

2.1.2.5 A GET utasitas

A GET utasitassal a grafikus abrat a képernyorol egy tombbe olvashatjuk.
Formdja: GET (x,, y,)—(x,, y,), tombnév

Az (x,, y,) és (x;, y,) a tdmbbe olvasando képet tartalmazo téglalap egymassal szemben fekvo
csticsainak koordinatai. A tdmbnév egy megfeleld méreti tombvaltozo. A szikséges meret a
kovetkezOképpen szamithato ki (2-es képernyd-iizemmaod):

4+ INT ((d,+7)/8) *=d,

Tehat pl. egy 10 x 12-es nagysagu kép esetében a tomb elemeinek szama legalabb
4+ INT((10+7)/8 %12 = 28

kell legyen.

A kovetkezo sorrendben kell tehat eljarni:

DIM A (28)
GET (x, y)—(x+10, y+12), A

2.1.2.6 A PUT utasitas

A PUT a GET utasitas forditottja, igy a grafikus abrat kivihetjiik egy tombbdl a kepernyore.
Formdja: PUT (x, y), tombnév, tevékenység
Az (x, y) az atviendo abra bal felso sarka.

A tevékenység lehet:

PSET atvitel a képernyore;

PRESET invertalt atvitel a képernyore;

AND atvitel csak akkor van, ha az atviendoé abra alatt mar letezik kep;
OR az abrat, amit atvisz, a képernyon mar meglevo abrara helyez;
XOR az abrat exclusive or-ral viszi at, azaz megjeleniti a pontot, ha az meg

nem volt kigyajtva, ill. torli, ha ki volt gyujtva.
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2.1.2.7 A BSAVE és a BLOAD utasitasok

A BSAVE és a BLOAD utasitasok eredetileg a gépi kodu programok mentésére, ill. betoltésére
valok, de velik a képernyotar lemezen i1s tarolhato.

DEF SEG = &HB800
BSAVE ,egység: név.kod”, 0, 16200

A visszatoltés formaja:
BLOAD ,.egység: név.kod”

Fontos, hogy BLOAD utasitas vegrehajtasa elott ugyanaz a képernyo-iizemmod legyen
bekapcsolva, mint ami a megfelelé6 BSAVE utasitas elott volt. Igy pl. a nagyfelbontasa képek
visszatoltése elott a 2-es képernyo-uzemmodot kell beallitani.

2.1.2.8 A WINDOW utasitas

A WINDOW (ablak) utasitas a tovabbiakban szereplé minden koordinatat fizikai koordina-
taként definial.

Formdja: WINDOW (x,, y,)— (x5, V)

A WINDOW utasitas segitségével a felhasznalo altal definialt koordinata-rendszer hasznalhato.
Pl. az Olvasé meg akarja jeleniteni a képernyén a (— 10, —10)— (10, 10) tartomanyt. A
WINDOW utasitassal minden koordinatat ebben a rendszerben adhatunk meg. A (0, 199)
pozicié a megadott legkisebb x- és y-értékekhez lesz hozzarendelve, ami példankban a (— 10,
—10);a (319, 0),1ll. a (639, 0) poziciok pedig a legnagyobbakhoz, esetiinkben a (10, 10)-hez. A
pont hozzarendelése tehat mégegyszer megtorténik, azaz (— 10, —10)— (10, 10) és a (10,
—10)—(—10, 10) tartomanymegadasi formak egymassal ekvivalensek. Minden koordina-
taértéket az utasitas atalakit képernyd-koordinatava, és az egész képernydt a definialt
tartomanynak tekinti. Masképp fogalmazva: a WINDOW utasitassal a felhasznalonak a
feladathozilleszkedo koordinata-rendszere automatikusan a képernyd ,,természetes’ koordina-
ta-rendszerébe transzformalodik.
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2.2 Geometrial transzformaciok az R?-ben
és az R3-ban

A kOvetkezOkben az R?¢ésaz R3-beli geometriai transzformaciokkal (eltolas, tengelyes tiikkrozes,
kozeppontos tukrozes, forgatas) foglalkozunk. Lehetdseg szerint az R2- és az R 3-beli eseteket 1s
megtargyaljuk, mivel a kozottik levo kiilonbségek nem tul nagyok. Szamunkra azonban
elsosorban csak a kétdimenzios muveletek érdekesek.

22.1 ELTOLAS

Amint korabban mar lattuk, egy veéges sok helyvektorral meghatarozott alakzatot az eltolasi
vektor segitsegevel barmely tetszoleges helyre el tudunk toini. Mindezt egy R?-beli haromszog
peldajan fogjuk bemutatni. (A megfelelé mivelet végrehajtasa az R3-ban ezzel analog.)

Adott az ABC haromszog, valamint a P pont.

An

A haromszoget Ggy akarjuk eltolni, hogy a C csucs a P pontba kertiljon, azaz C' = P. A v
cltolasi vektort ekkor a kovetkezoképpen tudjuk meghatarozni:

C+v=C(
= v=C-C=P-C

Az 1) A" B’ C’ haromszoget ugy kapjuk meg, hogy a v eltolasi vektort hozzidadjuk az A, B, C
helyvektorahoz:

A=A+v=A+P-C
B'=B+v=B+P-C
C'=P

A szamitogeppel is hasonloan szamittatjuk ki az eltolt pont koordinatait.
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Legyen pl.:

A= () . ( _ (P
4% Vs P2—C;
Az Uj poziciora a kovetkezdt kapjuk :
a, Vs a2+ vy az/
Ezzel a programrészlet:

Al'’=Al1+P1-ClI
A2 = A2+ P2—C2

(A BASIC programban termeészetesen az Al’, A2" helyett mas azonositot, pl. A1V-tés A2V-t kell
hasznalnunk, az aposztrof valtozonévben nem fordulhat elo.)

2.2.2 TUKROZESEK

A miuveletek itt is analogok az R?-ben €s az R3-ban. Mindenesetre ne tévessziik szem eldl, hogy
az R?-ben csak kozéppontos és tengelyes tiikrozést kiillonboztetiink meg.

Az analog muveletek:

R? R?
kozéppontos tikkrozés kozéppontos tukrozeés
tengelyes tikrozes sikra vonatkozo tiikrozes

Az R3-ban veégzett tengelyes tiikrozés az R?-beli tengelyes és kozéppontos tikrozesbol
Osszetevodo transzformacio, kozelebbrdl nem foglalkozunk vele.

2.2.2.1 Kozéppontos tiikrozes

Példaként tekintsiik az R2-ben az ABCD négyszoget, amelyet a P pontra kell tiikkrozniink.

D &

? —

o —0

A 8 P
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Az uj koordinatakat, pl. a C pont koordinatait a kovetkez0 modon kapjuk meg: a C és a P
—, . ,

pontok meghataroznak ecgy egyenest. A CP = P—C vektor iranyvektora az egyenesnek, a P

pont pedig az egyenes egy pontja. A C' pontot az jellemzi, hogy a C és a P pontokon athalado

cgyenesen fekszik és a P ponttol mért tavolsaga egyenlo a P és a C pontok tavolsagaval.

igy a ¢’ pontot nagyon egyszeriien megkapjuk a
C'=P+CP=P+P-C=2P-C
formulaval.

Koordinatakkal:
C = (‘i) _ (2/’1—('1)_
L3 2p,—c,

Altalanosan tehat:

A =2P-A
B =2P-B
C =2P-C
D =2P-D

2.2.2.2 Tengelyes tiikkrozés az R?-ben

Tekintsiikk az A BC haromszoget:

A tikrozes tengelye legyen az
a. X=P+ku

egyenes. Pl. a B pont uj koordinatainak, azaz a B’ pont koordinatainak a megallapitasara a
kovetkez0 modon jarunk el
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<i

cC
~
Q

<y

Bl
Ha az u iranyvektor koordinatai

_{uy
u_kuz)’

akkor egy u-ra meroleges n normalvektor az

- (1)

mert igaz az
nu=0

egyenloség.
Ezen kiviil az sem okoz nehézséget, hogy a

——h

BP = P-B

vektor meghatarozzuk:

BP = (p, ) _ (bl) _ (pl_bl)
Fa b, pP2—by
A BP vektornak az m vektorra vald vetitésével a v vektort kapjuk, amelyre igaz a kovetkezo
egyenlet:
—
v=BL =L-—B
A B’-re vonatkoztatva:

—>
B'=B+2BL =B+2v
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A v vektor konnyen meghatarozhato a vetitési képlettel (vo. Matematikai alapok ). irhato tehat:

pi—b, ) =
-3 g 2
BP'“ pz"“hz UT ( )
v = n=— u,

In|? u? + u

Ebbol kapjuk, hogy:

_(n m(@;ﬁnﬂ‘“ﬁiﬂéjfﬁﬁgl(—uz).
v, e )

V)

Ezek szerint B'-re érvényes a kovetkezd Osszefliggés:

B = B+2y = b, +212u1+211u2 (_“2)
- M ui+u; u )

2

ahol

| = (11) _ (Pl_f%\
[ p2—b,)
Neézzink egy példat:

Legyen

s

|
[
21 r
|
|
i
’#?“—4.“""8
|
!
|
ﬁ‘L T -
-1 :1 2 X
|
!
=14 :
1a
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Tudjuk, hogy B’ koordinatajanak (0, I)-nek kell lenni. Ellendrizziik ezt szamolassal is:

() (o) -6)- ()

- (1)) =0+ 00)= )

Szeretnék ezen a helyen a grafikus programozas problemajahoz egy rovid, altalanos természetu
megjegyzest fuzni. A bonyolult képletek eldfordulasa szukségesse teszi, hogy ezek helyesseget
ellenorizziik, mert felirasuknal, ill. a program kodolasakor hibakat kovethetiink el (szamolasi,
gépelési, beolvasasi, szintaktikus hibat). Ezert altalaban kivanatos, hogy a felallitott képletet, 1ll.
a megfeleld programszakaszt a teljes program inditasa elott teszteljiuk egy olyan trivialis
példaval, amelynek a megoldasa ismert. Mindig egyszeribb egy 20 soros, attekintheto
programszakaszban a hibat megkeresni, mint kikiszobdlni ugyanazt a hibat egy 2000 sort
tartalmazo programbol.

2.2.2.3 Sikra vonatkozo tukrozés az R3-ban

Ezt a rovid szakaszt a matematikai érdeklodesu Olvasoknak szanjuk, jelentosege a grafikak
feldolgozasaban gyakorlatilag nincs.

Adott a B pont, valamint az £ sik.

Ha az E sikot paraméteres alakban irjuk fel, akkor normalvektorat az
uxXy =n

képlettel hatarozhatjuk meg. Ismert normalvektor esetében azonban ugyanaz a képlet érvényes,
mint az R2-ben.

I'n
——n

In|? "

B =8B+2
vagy koordinatakkal:

ny

g‘ 2yn, +1n,+ 1sn,y)

ol I R e e
b 1 2 3 n
3 3
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2.2.3 FORGATAS

A forgatas leirhato az an. rotacios matrix (a forgatas matrixa) segitségével. A matrixképletek
levezetésere a rotacios matrixok fejezetében meg alaposabban kitérunk. Ezért itt most csak azt
beszeljiik meg, hogy hogyan kell egy kétdimenzios rotacios matrixot kezelni.

Mint mar lattuk, a

cosx —sina
sin o COS %
matrix az A helyvektort a koordinata-rendszer kezdopontja korul « szoggel elforgatja. Ha egy A4

pontot egy tetszoleges P pont korul x szoggel el akarunk forgatni, akkor a kovetkezoképpen
jarunk el.

4.3 —

Meghatarozzuk a PA vektort. Az R(x) rotacios matrix segitségével elforgatjuk a PA vektort «
— A ,

szoggel és ezaltal megkapjuk a PA’ vektort. A P és a PA’ Osszeadasaval az A’ vektort nyerjuk.

Tehat tetszoleges 4 és P koriili a szoggel valo A’ elforgatottjara:

cosx —sSina
A'=P+R(a)-(A—P)=P+[, :|-(A—P).
sin COS
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2.3 Alakzatok grafikus megjelenitése

Eddig csak azon toprengtink, hogy miképp tudunk egyenes szakaszokkal hatarolt alakzatokat,
pl. egyeneseket, haromszogeket stb. vektorokkal abrazolni. Ez a megkozelitési mod azonban
korok, ellipszisek, spiralok, gombok esetében ugyanlgy lehetséges. Mint majd latni fogjuk,
elméletileg mindig kétféle iabrazolasi modunk van: egy analitikus és egy vektorialis, az alak:zat
un. paraméteres alakja.

2.3.1 KOROK
Bizonyara sokan ismerik a kor
2

.\‘2-!-}'2 =r

egyenletet, Nem nehez felismerni, hogv ez vagy az ebbdl levezetett osszefliggések nehézkesen
programozhatok. Egy egyszeriibb eldallitas érdekében tekintsuk a kovetkezo rajzot:

'}

=M
b
| e

'l
.
s

™

N

Nyilvanvalo, hogy az r sugarvektor, amely a kér egy pontjara mutat, mindig felbonthato két,
egymasra meroleges r, és r, komponensre.

Az 1, és r, vektorokra érvényes a kovetkezd Osszefiiggés:

r, = |r|cos¢x°®
r, = |r|sin¢gy®

Ezzel tehat lehetéségiink nyilt arra, hogy a kért nagyon egyszeriien programozhassuk.

Lattuk, hogy az |r[cos¢ az r x-iranyd komponensének, az |r|sin ¢ pedig az y-iranyu
komponensének felel meg, és igy az
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|r|cos<,o)
r —d

\Ir|sin ¢

cgyenloség 1gaz.
Ez a kor egyenietenck parameéteres alakja.

A parameéter vaitoztatjuk ugy, hogy 0-10l 2z-1g minden ertéket felvegyen és mindig csak a
sugarvektor vegpontjat jelenitjik meg. lgy egy kort kapunk. Azennek megfeleld program tehat:

CLS:SCREEN 1
R=10:MX=160:MY=100:PI=3.14159
FOR 1 =1 TO 2+PI STEP .1

X = MX + Rx=COS(I)

Y = MY + RaSIN{I)

PSET X, Y

NEXT

A programban MX eés MY a kor kozéppontjanak koordinatai. Segitségikkel koriink
kozéppontjat és ezzel az egeész kort el tudjuk toini a koordinata-rendszer kozéppontjatol a

kepernyo tetszoleges pontjaba, mert érvényes a kor altalanos egyenlete:

X=M+R

2.3.2 ELLIPSZISEK

A kor az cllipszis egy specialis esete. Az ellipszisek ket tengelyét kulonboztetjuk meg. A rajzon a
a nagy feltengely €s b a kis féltengely.

R

. |

|

Egy ellipszis 1étrejottét ugy képzeljiik el, hogy gondolatban egy kor alaku lapot a teérben
szemmagassagban valamilyen szoggel eltorditunk.
Az ellipszist czért matematikailag a kor affin képének is nevezzuk.*

* Azaffinitasnak mint transzformacionak a fenti szemléltetés helyett inkabb egy gumilapra rajzolt kor adott
ranyd ,,nytjtasa’ felel meg. (Ford.)
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A korhoz hasonloan, az ellipszis paraméteres meghatarozasara az

asin @
r:
b cos ¢

alakot kapjuk.

Amig a kornél mindegy, hogy derékszogu koordinata-rendszeriink elhelyezkedése milyen, mivel
mindig ugyanazt a kort kapjuk, addig az ellipszis esetében a koordinata-rendszer elforgatasa
megvaltoztatja az ellipszis helyzetét. Erre mégegyszer majd az ellipszis vektoregyenleténel
visszatérunk.

Ervényes a kovetkezd egyenldség:
r=asingpe,+tbhcospe,,

ahol e, és e, az x—y koordinata-rendszeriink egységvektorai. Az e, és e, egységvektorokat
helyettesithetjik olyan ket egymasra merdleges e €s e, egységvektorral, amelyek helyzete az
eredeti koordinata-rendszeriinkben tetszoleges lehet. Ezaltal lehetové valt ezen vektorok
koordinataikkal valo megadasa.

Legyen

’ ax
e 1 = 5
ay

akkor egy erre merdleges egysegvektort az

, [ —a,\ _ (b
€2 a, b,

egyenloséggel adunk meg.

Ha behelyettesitink az ellipszis egyenletébe, akkor ezt kapjuk, hogy:

() = amme(() +reosa ()
r = = asin @ +bcos @ :
r, a, b,

Igy a két komponens:

r, =asmnga,tbcosepb,;
r,=asinga,+bcoseb,.

Ez az ellipszis egyenletének altalanos alakja.

Koordinata-transzformacioként felirva:

ri\ _|ax b [fasing
rs a, b, | \bcosg)
Itt az ellipszis kozéppontja a (0; 0) pongban van.
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Ehhez az

m,
M B ( | )
m,
helyvektort hozzaadva, az ellipszis kozepponuandk az M pontba valo eltolasat kapjuk (1. a
programban).

Az e) ¢s e, definialasanal nem sziikséges tekintettel lenni arra, hogy itt egységvektorokrol van
's70, a program ui. a 160-astol a 180-asig terjedo sorokban a vektorokat onalloan atalakitja
cgységvektorokka.

FIGYELEM: a program nem tartalmaz magyardzatokat, ezert a gvakorlati rész bevezetdjét
FELTETLENUL el kell olvasni!

5 REM ... P1 ...

199 REM . ....... Ellipszisek

110 CLS:SCREEN 2:KEY OFF:PI = 3.16
1200 MX = 169:MY = 109

130 A = 790:B = 20

140 AX = 2:AY = 1

150 BX = ~AY:BY = AX

160 Z = SQR(AXTZ2+AY"2)

170 AX = AXAX/Z:AY = AXAY/Z

180 BX = BXBX/Z:BY = B*BY/Z

192 PSEPR (2% (MX+BX), MY+BY)

209 FOR I = @ TO 2xPI OSTEP .43
210 X = MX+SIN(I)*AX+COS(I)*BX
220 Y = MY+SIN(I)*AY+COS(I)*BY
239 LINE -(2%X,Y)

249 NEXT '

250 END
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2.3.3 SPIRALOK

A spiralokat a korbol is szarmaztathatjuk: a kor sugarat a @-vel aranyosan nagyitjuk, ill.

kicsinyitjuk, pl.

@ COS @
r = , X
@ sin @
Az x-vagy az y-iranyu komponens eldjelének megvaltoztatasaval valtozik a spiral forgasiranya,
jobbra csavarodorol atvalt balra csavarodora, és forditva.

©

FIGYELEM: a program nem tartalmaz magyardzatokat, ezért a gyakorlati rész bevezetjjét
FELTETLENUL el kell olvasni!

5 REM ... P2 ...

1090 REM . ....... Spiralok

119 CLS:SCREEN 2:KEY OFF:PI = 3.13419
120 FOR I = @ TO 1@%P]I STEP .25

139 X = 320+4%T*SIN(T)

140 Y = 100+2%I*COS(1)

1606 NEXT
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2.4 Ferde iras

A kilonbozo bazisvektorok R2-ben valo alkalmazasanak kilondsen szép példaja a ferde irds. A
TEST szot az élek végpontjainak koordinataival definialjuk (v6. 240—270-es sorok).

0 5 10 2 30 40 50 60 65 70

0

10

A vonatkoztatasi rendszeriink a képerny6 standard koordinata-rendszere.

Vezessik be az €, és e, vektorokat mint 0j bazisvektorokat, igy az R? egy 0j koordinata-
rendszerét kapjuk.

Y Yy

Ha most betiiink koordinatait mint 0j koordinatakat (x, ; y,) értelmezziik, akkor az

()= ()= (5)

egyenlettel megkapjuk a betiik régi rendszerbeli koordinatait.

Ez megfelel az

C)-Le o) C)

matrixegyenletnek (vo. 170—180-as sorok), hiszen egy koordinata-transzformaciorol van szo.

A program valOojaban nem kiilénésen bonyolult. Ha az e és e, vektorokat megfeleloen
valasztjuk meg, akkor a TEST szo6t tetszéleges helyzetben, tetszdleges torzitassal irhatjuk fel (pl.
jobbrol balra, feje tetején allva stb.).
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A kezdopontok, azaz a T betii bal felso sarkat az

- ()
Sy

vektor eltolja az S pozicioba.

Javasoljuk az Olvasonak, hogy probalja ki a megfelelé hatasokat azzal, hogy a bazisvektorok-
nak mas-mas értékeket ad meg a 140-es és a 150-es sorokban.

Programleirds

Sor Magyarazat
130—150 A valtozok eértékeéenek beallitasa
160—190 A koordinatak beolvasasa és transzformacio
200—230 A transzformalt betik rajzolasa
240270 A koordinatak DTA-sor formaban

FIGYELEM: a program nem tartalmaz magyardzatokat, ezért a gyakorlati rész bevezetijét
FELTETLENUL el kell olvasni!

T2aT
TEST
e g
L) <P
e &
=
E .
B S -
50 REM ... P3 ...
1068 BEM ;2 0n 5 Ferde iras

119 CLS: SCREEN 2

120 DIM X(30),Y(39),XB(39),YB(39)

130 SX 160:8Y = 1909

140 AX 2:AY = 1

159 BX @:BY = 1

168 FOR I 1 TO 21:READ X(I),Y(I)

170 XB(1) SX+X(I)*AX+Y(I)*xBX

1890 YB(I) SY+X(I)XAY+Y(I)*BY

199 NEXT

209 PSET (XB(1),YB(1)):FOR I
LINE -(XB(I),YB(I)):NEXT

219 PSET (XB(5),YB(5)):FOR I
LINE -(XB(I),YB(I)):NEXT

o n

2 TO 4;

6 TO 11:

1l
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229

240
250
269
270

PSET
LINE
PSET
LINE
DATA
DATA
DATA
DATA

I

(XB(12),¥YB(12)):FOR I 13 TO 17:
-(XB(I),YB(I)):NEXT
(XB(18),YB(18)):FOR I
-(XB(I),YB(I)):NEXT
2,0,19,9,5,9,5,19
30,0,29,0,20,5,30,5,20,5,20,10, 30,19
59,0,40,0,40,5,50,5,50,10,49,10
60,0,70,0,65,9,65, 10

19 TO 21:

]
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2.5 A 3-TEST probléma szimulacioja

A kovetkezo program pelda arra, hogy az informaciofeldolgozas milyen szemiéletes formaja a
szamitogeépes grafika.

A szamitogép altal kiszamitott adatok itt atalakulnak a veliik analog keépernyd-poziciokka.
A program két dimenzidoban szimulalja harom, kiilonbdzd tomegi test mozgasat, amelyekre —

adott kezdeti paraméterck mellett (G a gravitacios allando; m,, m,, my a tOmegek; v,, ¥,,v;a
kezdosebességek; A, B, C a testek kiindulasi helyzetc) — csak a gravitacios erd hat.

Tekintettel arra, hogy a v sebesség €s az F vonzoero esetében vektorialis mennyisegekrol van szo,
ezeket a programnak is vektorokként kell kezelni. Egy test mozgasegyenletének felirasahoz
nézziik meg a kovetkezo abrat:

n©
P

Az egyik tetszoleges testre, pl. az m, todmegi testre, egy meghatarozott idopontban két erd hat,

az K3, és az F;,, amelyeket az m, és az m, tdmegi testek gravitacios hatasa valt ki. A ¢
idopontban az m, tomegl testre, tehat az

F,=F;, +F;,

er6 hat, amelynek iranya a rendszer S stlypontjaba mutat. Az F4, és az F,, erokre érvényes a
kovetkezO Osszefugges:

_mym, G | = mym,G
=717 ] = e
Irs,l? I7asi?

Az erdk iranyat az ry; €s az ry, vektorok hatarozzak meg.
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RN
wnt

M3

Az m, tOmegu test v, kezdeti sebessege az F er6 hatasara megvaltozik. A tesinek az F, ero altal
dr 1d6 alatt létrehozott impulzusa (mozgasmennyisége):

dp = F5dz.

A test impulzusvaltozasara érvényes
dp = m, dv,

Osszefluggest behelyettesitve az el6zobe:
m,dvy = F,dt.

Ebbol a sebességvaltozasra azt kapjuk, hogy

Ezutan lesz sziikségiink a szimulaciora, mivel eddig szamitogeép nélkiil is eljutottunk, de tovabb
nem.

A szimulaciohoz tetelezzik fel, hogy a dz nagyon kicsi. A mi céljainkra megfelel, haads = 0,1 s-
ot valasztjuk (fizikai értelemben ez mar nagyon kicsi érték). A kovetkezd egyenletet kapjuk:

Fel kell tetelezniink, hogy a 0,1 s-os iddintervallum alatt a gravitacios ero gyakorlatilag nem hat,
a lest

vy = vy +dv,

sebesseggel mozog, tovabba, hogy a masik ket test kolcsonhatasabol (vonzasabol) szarmazo
erok sem lépnek fel.

Ezutan a
ds; = v, dr
mozgasegyenlettel ki tudjuk szamitani az m, tomegu test ) helyzetet:

P, = P,+ds, = P,+v,dr.
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Figyelembe vesszilkk még azt az esetet is, amikor a testek olyan kozel keriilnek egymashoz, hogy
osszeuitkoznek. Feltételezziik, hogy a testek tdkéletesen rugalmatlanok és ezaltal egy K’ test
keletkezik, aminek témege

m = m,+m,
és impulzusa
PP=P. TP
lesz. fgy v'-re felirhatjuk:

A PRERUT

v .
m,+m,

Ha az Olvaso egy kicsit eljatszadozik ezzel a programmal, latni fogja, hogy ezzel a bolygok
Kepler-féle mozgasa nagyon szépen illusztralhato.

Programleirads
Sor Magyarazat
120 Tavolsagfiiggvény
130—150 A parameterek kezdeti értékei
180—220 Az 1y, r,, ry meghatirozasa és egységvektorokka alakitasa
230—250 A mindenkori erOnagysagok meghatarozasa
260—280 Az erdk vektorialis Osszeadasa
290—340 A sebességek vektorialis 6sszeadasa
350—370 Az A', B’, C' 0 poziciok meghatarozasa
390—450 Az egymashoz viszonyitott tavolsag ellendrzese
460—570 Az impulzus- és tomegértékek Osszeadasa utkozés esetén

A 3-test probléma szimul4cidja M1=400, M2=50, M3=100, G=3
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FIGYELEM:

a program nem lartalmaz magyardzatokat, ezért a gyvakorlati rész bevezeidjet

FELTETLENUL el kell olvasni!

54 REM r4 ...
190@ BEM x5 vu s A 3-test problema szimulacioja
110 CLS5:9CREEN Z2:PRINT"A 3-test problema szimulacioja”

129
125
12

149

150
160

165
170
180

180
AL,
210
229
239

240
259
269
279

299
309
319
320
339
3490
350
360
379
380
399
400
410
420
439
440

DEF FND(DX) = BQR(DX"2+DY"2)
FR=3%1E+18

AA =
c2 =
VA(1)
VC(1)
M1 =

M3=

169:

60

999
PRINT"M1= “+STR$(M1)+ ‘M2=

+ST

G=FR*G
PSET (2%xAA,A2):PSET (2%BB,B2):PSET (2%CC,C2)

A2 = 890:BB = 190:B2 = 14¢:CC = Z8%:

@D:VA(Z) = 9:VB(1) = -4.1:VB(2) = -1:
@:VC(2) = 1.7

MZ2 = 50:M3 = 1009:G 6.67%. 0000331
"+BTR$ (M2) +"

RE(M3)+":G= "+8TRB(G)

CX = BB-AA:CY = BZ-AZ2:AX = CC-BB:AY = CZ-BZ:

BX = CC-AA:BY = C2-A2

GOBUB 399

CP = CX/SQR(CX"2+CY¥"2):C1 = CY/SQR(CX"2+CY"2)

B2 = BX/SQR(BX"2+BY"2):Bl = BY/SQR(BX"2+BY"2)

AY = AX/SQR(AX"Z+AY"2):Al = AY/BQR(AX"2+AY"2)

FA(l) = GxM1xMz2/(CX"2+CY"2):

FA(Z2) = G¥M1xM3/(BX"2+BY™"2)

FB(1) = FA(1):FB(2) = GXxMZ*M3/(AX"2+AY"2)

FC(1) = FA(2):¥C(2) = FB(2)

AR(1) = FA(L)Y*C@+FA(Z2)xB@:AR(2) = FA(1)*C1l+FA(2)*Bl
BR(1) = FB(1)X(-C@)+FB(2)%AQ:

BR(2) = FA(1L)*(-C1)+FB(2)%*Al

Cr(1) = FC(1)*(-B2)+FC(2)*(-AQD):

CR(2) = FC(1L)*(-B1)+FB(2)*(-Al)

IF M1 = ¢ THEN VA(1) = ©@:VA(2) = ©:GOTO 31¢

VA(1l) = VA(L)+AR(1)*.1/M1:VA(2) = VA(Z2)+AR(2)*.1/M1l
IF MZ2 = @ THEN VB(1) = ©:VB(2) = ¢2:GOTO 330

VBE(1) = VB(1)+BR(1)*.1/M2:VB(2) = VB(2)+BR(2)*.1/M2
IF M3 = © THEN VC(1) = ©:VC(2) = @:GOTO 359

VC(l) = VC(1L)+CR(1)*.1/M3:VC(2) = VC(2)+CR(2)%*.1/M3
AA = AA+VA(1)* 1:A2 = AZ+VA(2)%.1

BB = BB+VB(1)%*.1:B2 = B2+VB(2)*.1

CC = CC+VC(1)x.1:C2 = C2+VC(2)*.1

GOTO 170

DX = CX:DY = CY:D1 = FND(DX)-4x(M1 = @ OR M2 = ©)
DX = AX:DY = AY:D2 = FND(DX)-4*x(M2 = & OR M3 = @)
DX = BX:DY = BY:D3 = FND(DX)-4%(M1 = © OR M3 = )

IF D1>3 AND D2>3 AND D3>3 THEN RETURN
IF D1<=3 THEN 460
IF D2<=3 THEN 5090
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450
469
47D
480
499
o1%1%)
510
520
530
049
550
560
N E%)
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IF D3<=3 THEN 549

VA(1) = (M1%xVA(1)+M2%VB(1))/(M1+M2):
VA(2) = (M1x*VA(Z2)+M2%xVB(2))/(M1+M2):
M1 = Mi+MZ2:M2 = ©

CIRCLE (2*xAA,A2),5:RETURN

VB(1) = (M3%xVC(1)+M2%xVB(1))/(M3+M2):
VB(2) = (M3%xVC(2)+M2*VB(2))/(M3+M2):

M2 = M3+M2:M3 = O

CIRCLE (2xBB,B2),5:RETURN

Ya(l) (M3%VC(1)+M1*VA(1))/(M3+M1):
VA(2) (M3xkVC(2)+M1xVA(2))/(M3I+M1):
M1 = M3+M1:M3 = O

CIRCLE (2Z2%AA,AZ2),5:RETURN

ol

YB(1)
VB(2)

VC(1)
vC(2)

VC(1l)
VC(2)

o
Y

AN

QW



2.6 Uzleti grafika

A grafikak ket kovetkezo fajtaja az an. uzleti grafika témakorébe tartozik €s az uzleti adatok
grafikus feldolgozasanak két leggyakornbb modjat képvisell.

2.6.1 OSZLOPDIAGRAMOK

Az oszlopdiagramok az adatok feldolgozasanak nagyon egyszeru, ugyanakkor szemléletes
eszkozei. Kilonosen kétdimenzidos adatmezok abrazolasara alkalmasak, pl. arra, hogy
osszehasoniitsuk tobb éven keresztul kiilonb6zo vallalati részlegek lzletmenetét. A kovetkezo
program ezt szimulalja, a példaban 3 év és 8 részleg szerepel.

Az abrazolas sajatossaga, hogy élve a PAINT utasitas adta lehetoségekkel, az oszlopok jol
megkiilonboztethetok a fekete-fehér képernyon és az esetleges nyomtatasban egyarant.

Az adatok a program végén DATA-sorokban vannak megadva. A PAINT utasitas parameterei
a 380-450-es sorokban vannak. A 460—530-as sorokban az abrazolando adatok allnak. A
programnak a felhasznalo egyéni igényei szerinti modositasahoz fontos a 130-as és a 150-es sor.

1 2 A

ARLAARLS
NI
p— | pLAMLED

e
] m LU
’ il
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130 READ M, N: ...

ahol M a kiilonb6zo vallalati részlegek szama;
N a figyelembe vett évek szama.

Az adatok manualisan vihetok be, ha végrehajtjuk a kovetkezo valtoztatasokat:

130 INPUT ,,Vallalati részleg, évek™; M, N: . ..
150 PRINT ,,Vallalati részleg’; J; ,.ev’”; 1. INPUT A(J, I):

Termeészetesen az is lehetséges, hogy az adatokat egy szekvencialis file-bol olvassuk. Akkor a
modositas:

125 INPUT ,file-név (egység: név.kod)”; NAS
130 OPEN I, |, NAS: INPUT#1, M, N:...
150 INPUT#1, A(J, I):...

160 NEXT I: NEXT J: CLOSE 1

Fontos, hogy M és N értéke a szekvencialis adatallomany elején alljon. Az y-értekeket a program
mindig a legnagyobb fellépd adatérték szerint transzformalja. Ez mindig 140 képelem nagysagu.
Az oszlopok szeélességét a program ugy hatdrozza meg, hogy azok az x-tengely 10—610
szakaszat egyenlo aranyban toltsék ki.

Programleiras
Sor Magyarazat
120 8 kilonboz6 PAINT-minta programozasa
130—160 Az adatok beolvasasa
180—200 A rendszerkonstansok meghatarozasa
210—310 Az oszlopok rajzolasa
320—370 Feliratozas
380—450 PAINT-adatok
460—570 Adatok

FIGYELEM: a program nem tartalmaz magyardzatokat, ezért a gyakorlati rész bevezetgjet
FELTETLENUL el kell olvasni!

b BEM «:: PH : un '

199 REM ........ Oszlopdiagram

119 CLS:SCREEN 2:KEY OFF

120 FOR J=0 TO T:READ Z:A$(J)="":FOR I=1 TO Z:READ A:
AB3(J)=AS(J)+CHRS (A)

139 NEXT I:NEXT J

135 READ M,N:DIM A(M,N):B=¢@

149 FOR J=1 TO M:FOR I=1 TO N

150 READ A(J,I):1IF A(J,I)>B THEN B=A(J,I)

160 NEXT I:NEXT J

179 LINE (10,19)-(10,199):LINE (19,1990)-(619,199)
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189
190
200
210
229
230
240
250
260

279
289
290
300
310
3

330

340
3569

369

379

330
399
40
410
429
430
449
459
469
479
489
430
1%}
519
520
530
549

E=600/(7%N) : BB=4xE: BS=3%E

YP=140/8B

BY=2%xE/(M-1)

FOR I=1 TO N:B=18©@:FOR J=1 TO M
XU=10+(J-1)*BY+(I-1)*x(BR+BS) : X@=XU+BB
Y=190-Y@*xA(J, I)

PSET (X@, 19@)

LINE -(X9,Y):IF J=1 THEN 28¢

FOR K=1 TO J-1:IF POINT (X@-KxBY,Y)=1 THEN
LINE -(X@2-KxBY,Y):GOTO 309

NEXT K

LINE -(XU,Y)

IF Y<B THEN LINE -(XU,B):B=Y

PAINT (X9-.5%xBY,188),A3((J-1) AND 7)

NEXT J:NEXT I

FOR I=1 TO 71 STEP 10:LOCATE 1,I:PRINT (I-1)/10
XU=(I+1)*8:X@=XU+300:LINE (XU,@®)-(X0,15),,B:
PAINT (XU+2,19),A$((I-1)/19)

NEXT

LOCATE 4,19:PRINT "Egy wvonal az y-tengelyen megfelel
5 egysegnek”

Q=INT(140/(5%xY®)):FOR I=1 TO Q:

LINE (5, (1990-1%b5%YQ))-(10, (190-1%5XYD))
LINE (19, (199-1*%5%xY@))-(610, (190-1*%5xY®)),, ,&H9399:
NEXT

DATA 1,172

DATA 2,255,090

DATA 4,136,204 ,238,25b

DATA 2,204,51

DATA 1,255

DATA 2,179,85

DATA 8,204,204,236,220,2094, 204,206, 205
DATA 8,129,66,36,24,24,36,66,129

DATA B, 3 BEM :5450 s Adatok

DATA 3,18,15

DATA 14,5,8

DATA 11,9,2

DATA 13,7,5

DATA 5,14,11

DETA 11:8B:5;

DATA 2,11,13

DATA 17,4,9
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2.6.2 KORDIAGRAMOK

A kilonbség az oszlopdiagram és a kordiagram hasznalata kozott az, hogy a kormiagramot
altalaban a reszek szazalekos megoszlasanak abrazolasara hasznaljak. A kovetkezd program
egy ilyen rajzot allit el6. (A bemutatott kérdiagramokat olykor tortagrafikanak is nevezik.) Az
értékeket, Osszesen 14-et (380-as sor), a véletlenszam-generator segitségével allitjuk eld (180-as
sor).

Nem szikséges, hogy az adatok szazalékos értékek formajaban legyenek, az azonban sziikséges,
hogy a részek (a példaban 14) egytttesen a 100%-ot reprezentaljak. Az adatokbol a program
mar kiszamolja a szazalékos-megoszlast.

Ha az adatokat manualisan akarjuk bevinni, akkor a programot at kell alakitani a kovetkezo
modon: a 170-es sorban kitoroljik a

READ N:DIM A(N)
és a 180-as sorban az

A(I) = INT(40xRND (1))+ 10
utasitasokat.

170 INPUT ,,szam”; N:DIM A(N)
180 FOR I =1 TO N:INPUT ,,adat”; A(I): NEXT

Ha az adatok szekvencialis file formaban allnak rendelkezésre, akkor gépeljik be a

165 INPUT ,,egység: név.kod”; NAS
170  OPEN I, I, NA§: INPUT# 1, N: DIM A(N):. ..

utasitasokat és a 180-as sorban az A(I) = ... helyett a
180 INPUT4#1, A(I) :B=B+A(I) :NEXT:CLOSE 1

utasitasokat.

Ugyeljiink arra, hogy a szekvencialis file elsé adata a vizsgalt értékek szama legyen.

Programleiras
Sor Magyarazat
110 8 kulonb6zo PAINT-minta programozasa
130—160 A kontur megrajzolasa
170—180 Az adatok beolvasasa
190—250 Atszamitas %-értékekre és rajzolas
260—300 Feliratozas
310—370 PAINT-adatok
380 Az adatok szama
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Kordiagram

FIGYELEM: a program nem tartalmaz magyardzatokat, ezért a gvakorlati rész bevezetijét

FELTETLENUL el keil olvasni!

50 REM ... P6 ...
190 REM 5 ¢ ws s um s Kordiagram
119 FOR J=0 TO 7:READ Z:A$(J)="":FOR I=1 TO Z:

115
120
139
140
150
160
179
189
190
200
210
220
230

249
250
269
270

READ A:A$(J)=A$(J)+CHRS$(A)

NEXT I:NEXT J

CLS:SCREEN 2:KEY OFF:RANDOMIZE V

CIRCLE (320,100),200,,@,3.14,1/5

CIRCLE (329,139),200,,3.14,6.28,1/5

LINE (520,19@)-(520,130)

LINE (120,100)-(120,133):LINE (320,100)-(520,109)
READ N:DIM A(N):B=@:C=@:PI=3.14159

FOR I=1 TO N:A(I)=INT(A@*RND(1))+1@:B=B+A(I):NEXT
FOR I=1 TO N:C=C+A(I):W=C*2%PI/B
X=320+20@%COS (W) : Y=100-203/5%SIN (W)

LINE (320,108)-(X,Y)

IF W>PI THEN LINE (X,Y)-(X,Y+30)
W=(C-A(I)/2)%2%PI/B:X=320+190%COS (W) :
Y=10@-199/5%SIN (W)

PAINT (X,Y),A$((I-1) AND 7)

NEXT

CIRCLE (329,190),200,,3.14,6.28,1/5

FOR I=1 TO 71 STEP 1@:LOCATE 1,I:PRINT (I-1)/10
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280 XU=(I+1)%8:XP=XU+30:LINE (XU,®)-(X04,15),,B:
PAINT (XU+2,190),A8((I-1)/10)

290 NEXT

3000 LOCATE 4,35:PRINT "Kordiagram'

3190 DATA 1,170,2,2565,0

3200 DATA 2,204,561

33 DATA 4,136,204 ,238,255

349 DATA 1,255

350 DATA 8,204,204,236,220,294,204,206, 205

360 DATA 2,179,85

370 DATA 8,129.,66,36,24,24,36,66,129 .

380 DATA 14:REM ........ Az adatok szama
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2.7 CAD — szamitogeppel tamogatott tervezes

Manapsag a grafikaval kapcsolatos csaknem valamennyi muszaki teriileten — a racionalizalasi
intezkedések révén — egyre nagyobb teret nyernek az un. CAD/CAM technologiak. A
CAD/CAM a Computer Aided Design/Computer Aided Manufacturing (a szamitogéppel
tamogatott tervezeés/szamitogéppek tamogatott gyartas) roviditése. A szakértok véleménye
szerint ezek a technologiak az utobbi évek legfontosabb fejlesztéseinek mindsiilnek. A
CAD/CAM technoiogiak alkalmazasaval sok — a terv és a gyartas kozott levo — 1dot rablo
lepes valik feleslegesse, leven, hogy a feladatokat egyre novekvd mertekben szamitogeppel
vezeérelt gépek veszik at.

27.1 A GRAFIKUS GET ES PUT UTASITASOK

A grafikus GET és PUT utasitasok funkcidjat korabban mar elmagyaraztuk. Most e két utasitas
specialis felhasznalasi lehetdségeirdl fogunk szolni. Ezek az utasitasok lehetOvé teszik, hogy
cgész abracsoportokat tudjunk a képernydn eltolni, mégpedig az eltolas vektoranak
nagysagatol fuggoen tobbe-kevésbe folyamatosan.

A PUT utasitassal kapcsolatban lehetséges eljarasok egyike az XOR. A hatasat itt részletesen
megtargyaljuk. ‘

Az XOR jelolés az eXclusive OR (kizaro ,,vagy”) kifejezésbol szarmazik.

Az XOR logikai milvelet két byte tartalmat hasonlitja 6ssze bitenként. Az Osszehasonlitas
credménye egy ujabb byte, amely a kovetkez6 modon all elo:
- ha az 1-es byte-ban is és a 2-es byte-ban is a bit | allapotban van, akkor az 6sszeg byte-ban a
bit 0 allapotu (ezert exclusive);
ha az l-es byte-ban a bit 1 allapotban, a 2-es byte-ban pedig 0 allapotban van, ill. forditva,
akkor az 6sszeg byte-ban a bit allapota 1 lesz;
ha a bit mindkét byte-ban 0 allapoti, akkor az 6sszeg byte-ban is 0 allapotu lesz.

Egy példa alapjan hasonlitsuk 6ssze az XOR (kizaro vagy) hatasat a kozonséges OR (vagy)
hatasaval.
OR XOR

10101010 10101010
+ 11011111 + 11011111

= 11111111 = 01110101

Milyen eldny szarmazik ebbdl a kiillonleges operaciobol?
Ehhez tekintsiink meg egy péeldat:

a) 10101010 b) 11101111
+ 10101010 + 10101010
00000000 01000101

+ 10101010

11101111
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Ha ugyanazt a bitsorozatot az XOR-ral adjuk 0ssze (a) eset), akkor lathatoéan az eredmény egy
nulla byte. A PUT utasitast az XOR paraméterrel alkalmazva mindez azt jelenti, hogy torolni
tudunk egy abracsoportot Ugy, hogy ugyanazt az abracsoportot ugyanazon a helyen jelenitjuk
meg. A PUT utasitassal tehat mozgatni tudunk egy abracsoportot, ha a kovetkezo sorrendben
jarunk el (az ACS révidités az abracsoportot jeldli):

1) az ACS-ot jelenitsiikk meg az (x, y) pozicidban;

2) szamitsuk ki az uj (x,, y,) poziciot;

3) helyezziik az ACS-ot a régi (x, y) poziciéra (torlés);

4) jelenitsiik meg az ACS-ot az 1j (x,, y,) pozicidban (megfelel az /)-nek).

Mi torténik akkor, ha az ACS-ot egy mar meglevd abran mozgatjuk (b) eset)? Az elsé lépésben
megjelenitjitk az ACS-ot az (x, y) pozicidban. Ekkor azok a paniok, amelyek mind az ACS-ban,
mind a mar meglevé abraban megvannak, invertalodni fogrnak, ami most azt jelenti, hogy
torlédnek. Ha most a 3) lépésben az ACS-ot masodszor is megjelenitjiik az (x, y) pozicioban,
akkor az ACS minden — az elsd l1épésben megjelenitett — pontja eltiinik, azok a pontok pedig,
amelyek az elsé 1épésben torlodtek, most ismét megjelennek. Az eredeti hatteret tehat egészében

visszaallitottuk. P

A kovetkezo program ennek a technikanak egy egyszeri alkalmazasi példaja.

2.7.2 EGY EGYSZERU CAD-PROGRAM

A programmal ismert épitéelemekbdl aramkori kapesolasi rajzot lehet 6sszeallitani. A példahoz
a kovetkezo elemeket valasztjuk:

1> =
b

A =) C D

Az elemek az A4, B, C, D tombdkben vannak tarolva (a megfelelé dimenzionalas a program
kezdete). Elobb az elemeket egyenként megszerkesztjiik a képernydn és a GET utasitassal
taroljuk. Természetesen tetszoleges szamu mas elem is definialhatd. Torolni nem szabad: az
utolso abracsoport, amit a QX-ben és a QY-ban tarolunk, az eltolhat6 koordinatatengelycket
hatarozza meg. Amennyiben tovabbi elemeket valasztunk, a programot maddositani kell. A
szikséges valtoztatasok:

/) a tertiletnév megfelel6 dimenzionalasa a program elején;

2) a potlolagos sorok beillesztése ugyanolyan formaban, mint amelyek a 390—420, 530—560,
700-—730, 790—820 mez6kben mar megvannak. A PUT utasitas specialis bels6 strukturaja
sajnos nem enged meg kényelmesebb megoldast.

108



Funkciok

Inditas utan az aramkori elem rajzat tarolo tombnek megfelelo betut (4, B, C, D) nyomjuk meg
a billentylizeten. Az abra megjelenik a bal felsé sarokban. A numerikus blokk 3 nyomogombja-
val az abrat a feje tetejére allitva, mas szoval az x-tengelyre tiikkrozve kaphatjuk meg, ha a
nyomogombot az elem kivalasztasa elott miukodtetjik. Az elem ekkor a kivalasztas utan balra
lent jelenik meg. A 9 nyomogombbal allithatjuk ismét az eredeti allapotot vissza (eziscsak egy u)
elem kivalasztasa elott lehetséges). Az abrak a numerikus blokk nyomogombjai segitségével
mozgathatok (az 5 befejezi a programot).

Normal beallitasban az elemek elmozdulasa mindig 5 egységnyi. Ha az inverz abrazolasra
kapcsolunk at, akkora 7. . .9 nyomogombok funkcidt cserélnek az /. . . 3 nyomogombokkal. A
lepéstavolsagot barmikor megvaltoztathatjuk, ha az § nyomdgombot és egy / és 9 kozotti
szamot nyomunk meg. Az abra mozgatasakor ugyeljiink arra, hogy az ki ne csisszon a
kepernyorol. Ha ez mégis bekovetkezik, akkor az ILLEGAL FUNCTION CALL hibatizenet
jelenik meg a képernyon.

Az L torli a mar kivalasztott elemet, ha annak megrajzolasa még nem tortenik meg. A P
megrajzol egy elemet és varja a felhasznalo tovabbi parancsat.

A Q a kurzort mozgatja, mintha az egy elem lenne (mindaddig hatastalan, amig egy masik elem
van kivalasztva), segitségevel két pont kozott vonalat huizhatunk vagy torolhetjik a vonalat, 1ll.
torolheyjik vele a képernyd egy tartomanyat.

Az E a tarolo rutint hivja, amely a képernyot tarolja a B egységen, work. cad jelolessel.

A program inditaskor megkeérdezi, hogy van-e olyan rajz, amelynek feldolgozasat tovabb
kivanjuk folytatni. Ha i1gen, akkor feltetelezi, hogy az work. cad neven talalhato. A munka
befejezése utan vagy egy masik rajz esetleges tarolasa elott az elso rajz nevet meg kell valtoztatni,
egyébkent az felulirodik.

Attekintés

Kivalasztas: a felhasznalo altal megfeleléen definialt, tetszéleges jel

9: az abrazolasi mod normal beallitasa
3 tukrozott abrazolas
Vezérlés: /...9 nyomogombok; 5 = vége
S1I1...9: a léptetés tavolsaga
L grafikus elem kivalasztasanak torlése (E esetén hatastalan)
4 ¥ kurzor
vonalat huzni: — a kezdOpontnal Q

— a vegpontnal Q
— vonalat hazni, szokoz billentyt
— a vonal torlése L
teruletet torolni: — a bal felsé sarok W
— jobb alsoé sarok W
P: rajzolas
E; a rajz tarolasa a B egységen work. cad néven

Megjegyzés: a kovetkezd abra egy abrazolasi példa, de mint kapcsolasi rajz valojaban
ertelmetlen.
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FIGYELEM: « program nem tartalmaz magyardzatokat, ezért a gyakorlati rész bevezetdjét
FELTETLENUL el kell olvasni!

58 BREM ;.2 PT x:.

199 REM ........ Szamitogeppel tamogatott tervezes

110 CLS:SCREEN 2:DIM A(S00),B(38),C(1@@),D(32),
QY (99),QX(285) :KEY OFF

1200 LOCATE 10, 29:PRINT "Kerem valtson at a
NUM.LOCK-ra es kisbetus irasra"”

130 FOR I=1 TO 4029 :NREXT '

149 PSET (19,90):LINE -(10,4@):LINE - (89, 29):
LINE -(19,@)

150 LINE (9,19)-(15,19):CIRCLE (15,19),2

160 LINE (9,39)-(15,30):CIRCLE (15,39), 2

170 LINE (79,20)-(89,290):CIRCLE (79,29),2

180 GET (9,0)-(99,490),A:CLS

139 LINE (5,0)-(25,6),,B:LINE (&,3)-(5,3):
LINE (25,3)-(39,3)

200 GET (9,9)-(30,6),B:CLS

219 CIRCLE (18,7),14:LINE (©,0)-(5,9):LINE -(189,7):
LINE -(33,8):LINE -(38,9)

220 LINBE (9,7)-(29,T)2LINE {19, 7T)-{19,19):
LINE (19.7)=(15,3)

230 GET (©,0)-(38,19),C:CLS

249 LINE (6,82)-(6,2):LINE (9,2)-(12,12), ,B:
LINE (6,12)-(6,14)

250 GET (9,9)-(12,14),D:CLS

260 LINE (©,9)-(639,8):LINE (©,0)-(2,199)
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279 GET (9,8)-(639,0),QY:GET (9,9)-(0,199),QX:CLS
289 LOCATE 5,10:INPUT "Meglevo abrat folytat';Q$
2990 IF Q$="N" THEN CLS:GOTO 339

309 PRINT "Lemezegyseg (A/B)"

319 L$=INKEY$:1F L%="" THEN 31@

320 A$=L3$+" :WORK.CAD":BLOAD A$

330 U=1@0:¥=5:X=0:¥=0

340 T$=INKEY$:IF T$="" THEN 340

350 BEEP

360 IF T$="9" THEN SCREEN (©,9)-(639,199):GOTO 340
370 IF T$="3" THEN (0,9)-(639,198):GOTO 340

380 IF T$="5" THEN LOCATE 1,1:END

399 IF T$="A" THEN PUT (X,Y),A:T=1:GOTO 460

499 1F T$="B" THEN PUT (X,Y),B:T=2:GOTO 469

419 IF T$="C" THEN PUT (X,Y),C:T=3:GOTO 460

429 1IF T$="D" THEN PUT (X,Y),D:T=4:GOTO 469

430 IF T$="Q" THEN SCREEN (©,4)-(639,1989):

X=320:Y=199:PUT (X,0),QX:PUT (9,Y),QY:
T=5:GOTO 46

44 1IF T$ = "e" THEN BEEP:GOTO 879
450 GOTO 340
469 AB3=INKEY$:IF A$="" THEN 469

479 IF A$="5" THEN BEEP:GOTO 75¢

489 1F A%="1" THEN BEEP:GOTO 789

499 IF A$%="Q" THEN BEEP:GOTO 849

500 IF A$="W" THEN BEEP:GOTO 38929

519 IF A$<> "P" THEN 570

529 BEEP:ON T GOTO 539,540,559, 560

530 PUT (X,Y),A,OR:GOTO 330

5499 PUT (X,Y),B,0R:GOTO 339

550 PUT (X,Y),C,OR:GOTO 330

569 PUT (X,Y),D,O0R:GOTO 339

570 W=VAL(AS)

580 ON W GOTO 599,609,61¢,629,639,640,650, 661,670
590 XN=X-U:YN=Y+V:GOTO 680

600 XN=X:YN=Y+V:GOTO 689

810 XN=X+U:YN=Y+V:GOTO 689

6200 XN=X-U:YN=Y:GOTO 689

630 XN=X:YN=Y:GOTO 689

640 XN=X+U:YN=Y:GOTO 68@

650 XN=X-U:YN=Y-V:GOTO 689

669 XN=X:YN=Y-V:GOTO 68¢

670 XN=X+U:YN=Y-V

689 XN=-XNX(XN>-1 AND XN<€4@):YN=-YN*(YN>-1 AND YN<29%)
699 ON T GOTO 700,719,720, 730, 749

799 PUT(X,Y),A:PUT (XN,YN),A:X=XN:Y=YN:GOTO 469
719 PUT(X,Y),B:PUT (XN,¥YN),B:X=XN:Y=YN:GOTO 460
20 PUT(X,Y),C:PUT (XN,YN),C:X=XN:Y=YN:GOTO 46

730 PUT(X,Y),D:PUT (XN,YN),D:X=XN:Y=YN:GOTO 46
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7490

100
760
179
780
79
1%
814
820
830
840
350
860
870
880
890
1%
91a
920
930
340
95@
360
970

989
99¢

112

PUT(X,9),QX:PUT (©,Y),QY:PUT (XN,Q),QX:
PUOT (9,YN),QY:X=XN:Y=YN:GOTO 46¢
AB=INKEY$:1IF AB="" THEN 750
S=VAL(AS$):1IF 5=0 THEN 750
U=5:V=.5%x3:GOTO 469

ON T GOTO 79@,800,810,829, 830

rPOT (X,Y),A:GOTO 330

PUT (X,Y),B:GOTO 330

PUOT (X,Y),C:GOTO 339

PUT (X,Y),D:GOTO 339

PUT (X,9),QX:PUT (4,Y),QY:GOTO 339
QR=QR+1: IF Q=2 THEN QQ=@:GOTO 864
AX=X:AY=Y:GOTO 469

BX=X:BY=Y
AB=INKEY$: IF A$="" THEN 870
PUT (X,0),QX:PUT (©2,Y),QY

BEEP: IF A$="1" THEN LINE(AX,AY)-(BX,XY),8:GOTO 919
LINE (AX,AY)-(BX,BY)

GOTO 339

QA=QQ+1: IF Q=2 THEN QQ=@:GOTO 3949
AX=X:AY=Y:GOTO 460

BX=X:BY=Y

PUT (X,0),QX:PUT (©,Y),QY

FOR XX=AX TO BX:LINE (XX,AY)-(XX,BY),9:NEXT"
GOTO 910

DEF SEG=&HB899Y

BSAVE "B:WORK.CAD",0,16200

CL5:GOTO 349



2.8 Rotacios matrixok

Mint mar lattuk, az a vektort alkalmas matrix segitsegével elforgathatjuk. Ez természetesen
haromdimenzios esetben is lehetséges. Ha abbol indulunk ki, hogy egy tetszoleges test véges
szamu helyvektorral leirhato, akkor azt a testet egy tetszolegesen elforgatott helyzetben is
tudjuk abrazolni, csak minden egyes helyvektort el kell forgatnunk a rotacios matrix
(forgatasmatrix) segitségével. A kovetkezOkben ilyen matrixokkal foglalkozunk. Nézzuk meg
az U helyvektort egy derékszogu koordinata-rendszerben:

1>

Ezt a vektort szeretnénk a z-tengely korul egy meghatarozott y szoggel elforgatni.
Ekozben a z-koordinata és r nem valtozik meg, csak a szog valtozik:

’

= y+3.

Az U vektort koordinatakkal a kovetkezé modon irhatjuk fel:

ity rcosy
U= u |= rsiny
Uj Us

Mivel a z-koordinata («;) nem valtozik, figyelmunket az x, y-koordinatakra korlatozhatjuk:
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Az r vektorra érvényes az

U,
= =u, tu,
Uu;

Osszefluiggeés.

Mivel az u, vektor az r vektor x-tengelyre valo vetiilete, u,-et a kovetkezo formaban irhatjuk:
u, r cosy
u] = = .
0 0

Az u, vektorra chhez hasonloan azt kapjuk, hogy

(1) (o)
u2= — . .
U, rsin y

Most elforgatjuk az r vektort é szoggel:

A

|

-

{
N

Az r’' vektorra érvényesek a kovetkezd Osszefliggések:

" _(rcos(}’+5)) (rcosycosé—rsinysiné)
1= a '
O k]

0

0 0
b, = , = !
2 (rsm(y—i-é)) (rsinyc036+rcosysin5)
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igy fennall az

, rcosycosd+rsiny sind)
r = ) . .
rsin -y coso+rcosysino

Osszefugges. Az

u, rcosy
r = = .
U, rsiny

cgyenletbol a kovetkezo Osszefuggeseket kapjuk:

Uy
cosy = —;

r
. U
siny = —=,

'3

Ezzel a cosy és a siny az r vektor egyenletébdl kikiiszobolheto és azt kapjuk. hogy:

) b u, cos d+u,sin d
r = = . .
b5 u, Sin 0+ u, cos d

Mivel az U vektor z-komponense nem valtozott meg, U-ra feiirhato:

& U, COS O —u, Sin o
U=\|b, |=) u sind+tu,cosd |. (%)
by Us

Egy matrix segitsegével az U’ vektor mint'az U vektor transzformaltja a kovetkezo formaban
irhato fel:

U =R-u

Koordinatakkal kifejezve:

’

U, Fii T2 I3 U
Uy | = | T2r T2z Taz || Uz
U3 Fy1 Tr3a TIas Us

Osszevetve a (*) egyenlettel, azt kapjuk tehat:
cosd —sind 0

R; = | siné coso 0
0 0 1
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Ugyanigy jarunk el akkor, ha az U vektort az x-. ill. az y-tengely korul akarjuk elforgatni. gy
kapjuk meg a 3 forgatasmatrixot (a z-tengely koriili elforgatas szoget czutan d helyett y-val
jeloljuk).

1 0 0
R,=10 COS & =~SHi &
0 sIn x cos a

cos f§ 0 smnp
R, = 0 1 0
| —sin f8 0 cosp

-

gosy —siny 0
R = |siny cosy O
| 0 0 1
Mint ez konnyen ellendrizhetd, minden egyes matrixra igaz az R ™' = 'R Osszefiigges, azaz a

matrixok ortogonalisak

Szorzassal kapjuk, hogy

R=R, R; R,
cos ficos y —cos fisiny sin f§

R =] cosasiny+sinasin ffcos?y cosacosy—sinasin fsiny —sinacosf
sin & sin 7 —cos a sin f cos y sin o cos Y+ cos a sin fsin y cos acos f8

Ismert x, ff, y esetében nem okoz mar problémat, hogy egy testet tetszolegesen elforgatott
allapotban abrazoljuk, mert minden egyes helyvektorara nézve fennall az

U =RU

osszefugges. (Transzformaciok egymasutanja ui. helyettesitheto ezzel az egyetlen transzforma-
cioval, amelynek matrixa a komponensek matrixanak megfeleld sorrendben vett szorzata. Itt a
térbeli forgatast a koordinata-rendszer 3 tengelye korili egy-egy forgatas egymasutanjaként
kezeljiik.)

Ekozben — mellékesen — a kétdimenzioban valo forgatas rotacios matrixat is meghataroztuk.
Hagyjuk,el az R matrix z-komponensét, azaz a 7. sort és a 3. oszlopot, igy megkapjuk az R2-beli
forgatas R, rotacios matrixat:

cosd —sind
R, = )
y [siné Ccos 5]
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2.9 Vetitesi tipusok

Még megoldatlan probléemank a test vetitése a kepernydre. A vetitéseknek ket alapvetoen
kiulonbozo fajtajat kell megkilonoztetnunk: a kozéppontos és a parhuzamos vetitest.

Ebben a konyvben gyakorlatilag csak a kozéppontos vetitést és a parhuzamos vetites egy
specialis esetét tekintjiik at. A kozéppontos vetités nagyon kozel all az emberi szem
latasmodjahoz, mig a parhuzamos vetités a vetités tisztan matematikai formaja. A parhuzamos
vetites meégis oly nagy kedveltsége azzal magyarazhato, hogy altalaban kisebb, specialis
esetekben pedig szamottevoen kisebb a szamolasi igénye, mint a kozéppontos vetitésé. Elég sok
pont vetitésekor ez a szamolasi idon észreveheto.

29.1 KOZEPPONTOS VETITES

Vegylik a test egy K pontjat. A kozéppontos vetités jellemzoje, hogy egy 4 nézopontbol
kiindulva a test K pontjat egy meghatarozott sikra kivetitjik. Teljesen megfelel valamelyik
koordinatasik, mert a rendszer alkalmas elforgatasaval barmely adott sik atvihetd a vizsgalt
koordinatasikba.

vetitbsugar

A B képpontot ugy kapjuk meg, hogy az egyenest, amit az A és a K pontok hataroznak meg,
metszilk az x— y sikkal. A g egyenes a

’al klﬁal
g: X=A+k(K—A)=]| a, | tk| ky—a,
aj ky—ay

egyenlettel van megadva.
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Az x— - sik nemparameéteres alakja:
E: x,=0.

(Megjegyzés: x;, =x; x, =y, x3=z helyettesitéssel.)

A metszéspontot ugy kapjuk meg, hogy az x-et behelyettesitjik az F sik egyenletébe.
a,+k(k,—a,) = 0.
Ebbdl k-ra a kovetkezo kifejezést kapjuk:

_az
kz_a

Behelyettesitve az egyenes egyenletébe, megkapjuk a doféspont koordinatait:

a

hl=al_k j_(kl_al);
27 d;y

b, = 0;
a

Py = (g™ k _2 (k3—as).
27 4y

Atalakitas utan:

b — ay ko= dsay =Ky Ty _a,kz—azkl'
! Kz —iid 5 k,—a,
b, = 0;

b — a3k, — a,ay—ask,+asa, _azk;—azk,
= ot =

k,—a, k,—a,

Ezzel megkapjuk a vetités matrixegyenletét:

bl . l - az al O kl
bl “kima, | 0 0 o]k
b3 0 03 _az k3
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292 PARHUZAMOS VETITES

A parhuzamos vetités abban kalonbozik a kdézéppontos vetitéstol, hogy nem kell minden
csetben a K— A vetitovektort ujbol kiszamitanunk, mert mindig ugyanazt az u vektort
hasznaljuk. Egyébkeént ugyanazok az osszefuggések ervényesek, mint a kézéppontos vetitésre.

"X ) ‘4 k| u,
g: X=1x, | =K+ku=| k,| +k| u,
X3 ky Us

E: %=0

Az egyenesnek a sikkal valo metszésével ezattal azt kapjuk, hogy:

k,+ku, =0,
es ebbol
P s &
U,

k
by =k,— *2’“1
U,
b, =0
%
by = k3— *2’“3
U

bl l u2 _-ul 0 ’\1

p,==]0 0o ollx,
)

.b3 0 —u:;, u3 k3

Specialis esetben nagyon egyszerii lesz ez a vetitési képlet, és a szamolasi igény pontosan nullara
zsugorodik. Ha ui. az x,-tengely iranyvektorat, az

0\
u=41
0

vektort hasznaljuk vetitdvektorként, akkor — mint az a behelyettesitéssel konnyen igazolhato
— azt kapjuk, hogy:

k,
bz == 0
ks
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Altaldnosan érvényes a kovetkezod: ha vetitévektorként egy koordinatatengely iranyvektorat
vagy annak tOobbszorosét alkalmazzuk, akkor egyszeriien azaltal kaphatjuk meg a masik ket
koordinatatengely sikjaban a parhuzamos vetiiletet, hogy elhagyjuk a pont azon komponenseit.
amelyek értéke a koordinatasik nemparameteres alakjaban nulla lesz.

2.9.3 A ROTACIOS MATRIXOK ES A KOZEPPONTOS
VETITES ALKALMAZASAL

A kovetkezO ket program egy kockat, ill. egy hazat rajzol meg, tetszolegesen elforgatott
allapotban (1. az abrakat). A Kocka forgatdsa programban az «, f, y szogek erteket, amelyckkel a
kockat elforgatjuk, kozvetlenul is beadhatjuk. A Haz perspektivikus képe program esetében
ugyanezt a billentylzet segitségéve! tudjuk elérni. A program kezeléséhez sziikséges tudnivalok a
program inditasakor automatikusan megjelennek.

FIGYELEM: a program nem tartalmaz magyarad: atokat, ezert a gyakorlati rész bevezetdojét
FELTETLENUL el kell olvasni!

5 REM ... P8 ...

1990 REM ........ Kocka forgatasa

11 DIM M(3,3):MO=30:X0=160:YO=10J:A(1)=.5
A(2)=2:A(3)=.8:PI=3.1419 °

120 CLS:SCREEN 2:PRINT "Kocka forgatasa”

13@ INPUT "W1,W2,W3 (FOK)";W1,W2,W3

140 IF W1>=360 THEN W1=W1-(INT(W1/360)%360)

159 1IF W2>=360 THEN W2=W2-(INT(W2/3690)%*x364d)

160 IF W3>=360 THEN W3=W3-(INT(W3/360)%360)

170 CLS:PRINT "Kocka forgatasa”

180 PRINT “Wl=“;Wl

199 PRINT "W2=";WZ2

200 PRINT "W3=",W3

210 T=PI/180:W1=W1XxT:W2=W2*T:W3=W3*T

220 M(1,1)=CO5(W2)*xCO5(W3)

230 M(2,1)=-COS(W2)*SIN(W3)

240 M(3,1)=SIN(W2)

25@ M(1,2)=COS(W1)*SIN(W3)+SIN(W1)*SIN(W2)XCOS5(W3)

260 M(2,2)=COS(W1)*COS(W3)-SIN(W1)*SIN(W2)XSIN(W3)

270 M(3,2)=-8IN(W1)*xCOS(W2)

280 M(1,3)=SIN(W1)XSIN(W3)-COS(WL)XSIN(W2)*CO5(W3)

2970 M(2,3)=SIN(W1)XCOS(W3)+COS(W1)*3IN(WZ)*SIN(W3)

300 M(3,3)=COS(W1)XCOS(W2)

319 FOR I=@® TO 7:READ X(I),Y(I),Z(I):NEXT

3200 FOR I=@ TO 7

330 GOSUB 459

340 X1=M@*xX(I):Z21=M@*Z (1)

35¢ XB(I)=X@+X1:YB(I)=YY+Z1:PSET (2%XB(I1),YB(I))

360 NEXT:XB(B)=XB(4):YB(B)=YB(4)
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370 CIRCLE(Z2xXB(9),YB(®)),6:PSET (2*xXB(9),YB(D))

380 FOR I=1 TO 4:LINE -(2%XB(I AND 3),YB(I AND 3)):
NEXT

3880 PSET (2%xXB(4),YB(4)):FOR I=5 TO 8:

. LINE -(2%XB(I),YB(I)):NEXT

4909 FOR 1=0 TO 4:
LINE (2*%XB(I),YB(I))-(2*%XB(I+4),YB(I+4)):NEXT

41 DATA ©,0,0,1,9,0,1,1,0,0,1,0,9,0,1,1,8,1,1,1,
P W P |

4208 RESTORE

439 A$=INKEY$:IF A$="" THEN 43¢

44 GOTO 120

450 XA(I)=M(1,1)*X(I)+M(2,1)*Y(I)+M(3,1)%Z(I)

460 YA(I)=M(1,2)xX(I)+M(2,2)%Y(I)+M(3,2)%Z2(I1)

470 ZA(I1)=M(1,3)*X(I)+M(2,3)*Y(I)+M(3,3)*Z(1)

480 IF YA(I)-A(2)=0 THEN T=0:GOTO 50¢

499 T=YA(I)/(YA(I)-A(2))

500 X(I)=XA(I)-Tx(XA(I)-A(1))
5190 Z(I)=ZA(I)-Tx(ZA(I)-A(3))
520 RETURN
K.ocka forgatasa g“'.;ﬂ,:
W1=10, W2=20, /|
WwW3=10 j \
o
o [
S
e o
\ - |
\ -~ |

FIGYELEM: « program nem tartalmaz magyardzatokat, ezért a gyakorlati rész bevezetéjét
FELTETLENUL el kell olvasni!

089 BEM .2 B9 .z

100 REM . ....... Haz perspektivikus kepe

119 CLS:SCREEN @:COLOR 15

120 PRINT "Haz perspektivikus kepenek megrajzolasa”
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130 PRINT "—-mmm e e e e e e e e e o

149 FPRINT :PRINT "A vezerles ismertetese:”

158 PRINT "elmozdulas felfele (U)p"
160 PRINT "elmozdulas lefele (D)OWN™
179 PRINT "elmozdulas balra (1"

180 PRINT "elmozdulas jobra ()"

198 PRINT "elfordulas balra (L)YEFT"
2@ PRINT "elfordulas Jjobbra (R)IGHT"

219 PRINT :HA FELKESZULT, KEREM NYOMJON MEG
EGY GOMBOT."
229 AP=INKEY$:IF A$="" THEN 220
239 DIM M(3,3):M@=12:X0=160:YP=19Q:A(1)=2.5:A(2)=19:
A(3)=2.6xPl=3.1419
2490 DIM X(46),Y(46),Z(46),XB(46),YB(46),XA(46),YA(46),
ZA(46)
250 CLS:SCREEN 2:PRINT "Haz perspektivikus kepe”
260 INPUT "W1,W2,W3 (FOK)";W1l,W2,W3
2790 1F W1>=360 THEN W1=W1-(INT(W1/36@0)%*x360)
280 IF W2>=36Q0 THEN W2=W2-(INT(W2/3690)%*363)
2990 IF W3>=360 THEN W3=W3-(INT(W3/36@0)%369)
300 CLS:PRINT "Haz perspektivikus kepe”
319 PRINT "W1=";W1
3200 PRINT "W2=";WZ2
330 PRINT "W3=";W3
340 T= Pl1/180:W1=W1kT:W2=W2*XT:W3=W3%T
350 M(1,1)=CO3(W2)*COS(W3)
360 M(2,1)=-CO5(W2)*SIN(W3)
379 M(S,l):dIN(WA)
380 M(1,2)=COS(W1)*SIN(W3)+SIN(W1)*3SIN(W2)*CO3(W3)
399 M(2,2)=CO3(W1)*COS(W3)-SIN(WL)YX*XSIN(W2)*SIN(W3)
400 M(3,2)=-SIN(W1)*xCOS(W2)
410 M(1,3)=5IN(W1)*SIN(W3)-COS(WL)XSIN(W2)XCO3(W3)
420 M(2,3)=8IN(WIY*COS(W3)+COSIWL)X*SIN(W2)*SIN(W3)
430 M(3,3)=COS(W1)*COS(W2)
440 FOR 1= TO 45:READ X(I), Y(I) Z(I1):NEXT
450 FOR 1= TO 45
460 GOSURB 639
470 X1=M@*X(1):Z21=MB%Z(1)
439 XB(I1)=X@+X1:YB(I[)=YO-Z1:P3ET (2%XB(I),YB(I))
499 NEXT
o0 POET (2*%XB(9),YB(Y)):FOR 1I=1 TO 2&:
LINE -(2%XB(I),YB(I)):NEXT
519 PSET (2*%XB(21),YB(21)):FOR I=22 TO 25:
LINE -(2%XB(I),YB(I)):NEXT
520 PRET (2%XB{26),YB(26)):FOR 1I=27 TO 4%:
LINE -(2*XB(I),YB(I)):NEXT
530 P3ET (2*%XB(41),YB(41)):FOR I=42 TO 45:
LINE -(2%XB(I),YB(I)):NEXT
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04 RESTORE

55¢@ AB=INKEY$®:IF A$="" THEN 559

560 IF A$="D" OR A$="d" THEN W1=W1l-.
o7 IF A$="U" OR A$="u" THEN Wl=Wl+.
580 IF A$="R" OR A$="r" THEN W3=W3-.
590 1IF A$="L" OR A$="1" THEN WZ2=WZ+.
600 IF A$="0" THEN W2=W2+.1

619 IF A$="1" THEN WZ=WZ-.1

6208 CLS:GOTO 350

630 XA(I)=M(1,1)*X(I)+M(2,1)*Y(I)+M(3,1)*%Z2(1I)
6490 YA(I)=M(1,2)*xX(I)+M(2,2)*kY(I)+M(3,2)%Z(1)
650 ZA(I)=M(1,3)*X(I)+M(2,3)*xY(I1)+M(3,3)*Z(1)
660 IF YA(I)-A(2)=@ THEN T=0:GOTO 680

670 T=YA(I)/(YA(I)-A(Z))

680 X(I)=XA(I)-T*x(XA(I)-A(1))

690 Z(1)=2A(1)-T*x(ZA(I)-A(3))

7100 RETURN

710 DATA

720 DATA

730 DATA

740 DATA

750 DATA

76 DATA

179 DATA

780 DATA

7990 DATA

800 DATA

810 DATA

820 DATA

830 DATA

840 DATA

850 DATA

86©@ DATA

879 DATA

889 DATA

8992 DATA

90@ DATA

319 DATA

920 DATA

339 DATA

949 DATA

950 DATA

960 DATA

970 DATA

98¢¥ DATA

9989 DATA

10090 DATA
1919 DATA
1920 DATA
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Haz perspektivikus képe W1=—-22, W2=11, W3=41

1930 DATA 4
1940 DATA
19590 DATA
1060 DATA
1970 DATA
1080 DATA
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2.10 3D-grafika — elso valtozat

2.10.1 A HAROMDIMENZIOS HALO

Gondolkodjunk most azon. hogyan tudunk egy gyors eljarast kidolgozni olyan 3D-grafikak
készitésére, mint amelyek az e¢l6z6 oldalakon lathatok — amennyire ez egyaltalan a BASIC
nyclvvel megoldhatd. Egy nagyon egyszerl, nagyon pontos. de éppen ezért nagyon lassu
program taldlhato e fejezet vegen.

3D-V2.6 (c) 1984, Objektum: példa haromdimenzids haldra

Felhasznaljuk majd azokat azismereteket, amelyeket a testek térbeli vetitésenek ¢és forgatasanak
targyalasakor nyertiink. Egyidejiilleg arra is lehetoségliink nyilik, hogy a grafikat kilonbozo
latoszogbol szemlélhessiik.

Ha az Olvaso egyszer utana szamol, latni fogja, hogy a fejezet veégen talalhato — 3D-grafikat
cloallito program — korulbelil 12 000 egyedi fliggvényértéket szamol ki. Az eljarasnak az az
elonye., hogy extrém pontos. de sajnos egyben extrém nagy az idoigénye is. Egy masik probléma:
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gyakran egyszertien nem allnak rendelkezésre kielégitden pontos adatok (pl. méresi adatok). A
modszer hatranyainak kikiiszobolésére az oOtlet a kovetkezo: nem szamitjuk ki a 12000
figgvényértéket, hanem csupan 961 tampontot (ezek szamitasat majd latni fogjuk) és
interpolacioval hatarozzuk meg a koztik fekvo figgvényértékeket.

(-15,15) %4 (15,15)

<y

/-15,-15) (15,-15)

Kiszamitjuk a fliggveényeértékeket az (x, y) helyen, amelynél az x é€s az y minden — 15¢és 15 kozé
esO egeész értéket felvesz. Tehat gyakorlatilag egy raszterracsot helyeziink a fliggvénytinkre.
amikor a 31 31 = 961 fluggvenyértéket kiszamitjuk. A hianyzo flggvényértékeket az egyes
raszterpontokat 0sszekoto egyenesekkel kozelitjiik. Mint a haromdimenzios halorajzon lathato,
ezzel a modszerrel az adott fuggveny nagyon jo linearis kozelitesét kapjuk. A kis pontatlansag-
gal szemben a minddssze 10.. .15 min idoigény all, ami — ha figyelembe vessziik, hogy a 2.11
alfejezetben bemutatasra kerild eljarasnak ugyanezen fiiggvény megrajzolasahoz tobb mint 3
orara van sziksege —— egyértelmien e modszer mellett szol. Ezzel szemben hatrany a nagy
tarkapacitas-igény a kivetitett pontok tarolasara:

1) 21 x 21 mezd az x-koordinatak;
2) 21 x21 mezd az y-koordinatak
szamara.

A fuggvényértékek kiszamitasanak modja az Olvasora van bizva. A program Osszes eldnye
akkor latszik, ha mar kész figgvényértekeink vannak. A fliggvényt definialhatjuk vagy a
program veégén (RETURN-nel lezarva), vagy ami még jobb, 6nallé programmal, ami a
fuggvenyertekeket szekvencialis file formajaban tarolja lemezen Az adatokat ez esetben mindig
a rajzoloprogram inditasakor olvassuk be.

A fuggvenyertékeket kiszamolo és lemezre ir6 program ilyen lehet:
CLS: INPUT ,,lemezegység:nev.kod™™ " ; NAS
OPEN ,,0, 1, NAS

INPUT ,,0szt0”; TE:WRITE# 1, TE
FORY = —I5STO I5:FOR X = —15TO 15
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FUNKTION Z=F(X. Y)

WRITE# 1. Z
NEXT X:NEXT Y
CLOSE |

Az INPUT utasitasban az ..oszto” jelenteésere kesObb meg visszaterunk. Ismert pontok
vetitesene! az adatok hivasanak idoigenye mindig egyenlo. kb. 3 min. Maga a rajzolas tovibbi
idot. kb, 8 min-t i1genyel. (Az 1doadatok gepluggoek azt azonban jol szemleltetik. hogy a
modszer megvalasztasa donto fontossaga Iehet.) Bonyolultabb flggvenyeknel ¢z valoban
rendkivah elony. hiszen a fuggvenvertekek kiszamitasahoz sziikseges 1do miir eleve nagy lehet.
Ezenkival sokkal jobban alkalmazhato ez az eljaras olyvan merési credmenycek feldoigozasara.
amelvek gvakorlaulag mindig szekvencialis file formajaban allnak rendelkezesre. Erre
mutatunk be majd egy peldat a 2.10.3 pontban.

(Megjegyzes: 20-ad részére csokken a szamolasi 1do, ha a BASIC helyett olyan nyelven irjuk a
programot, amelyhez forditoprogram — compiler, nem pedig interpreter — all rendelkezésre.)

A forgatasrol es a vetitesrol nincs mit mondani. hiszen czek a programnak olyvan reszel.
amelycket mar ismerunk. Az y-tengely koruh forgatas eseteét a rotacios matrix targyalasakor
mellozzik, mert ez a forgatas az ilyen jellegti haromdimenzios grafikaknal felesleges. Az ily
modon cgyszerusitett rotacios matrix a 650~ 730-as sorokban talalhato:

COs = 517 [ 0
R,, = | cosxsinf cosxcos i —sinx
sin x sin f3 sin x cos f§ COS %

Targyalasunkat a kovetkezokben a rajzoloprogramra korlatozzuk. mert ecbben talalhatok a
szamunkra érdekes programreészek. Az eddig vizsgalt forgatasoknal és vetitéscknel mindig
lemondtunk arrol, hogy az eltakart vonalakat eltiintessiik, mivel ez altalaban neéemi
tobbletraforditassal jar. (E probléma alapos ismertetését 1. késobb a 2.12 alfejezetben.) A
fuggvenyeck haromdimenzios abrazolasanal kivanatos az eltakart vonalak eltiintetese, mert
cgvébként az abra hamar felismerhetetlenné valik.

Nezzik meg a kovetkezo egyszeru rajzot:

Tetelezzuk fel, hogy egy térbeli fliggvény abrazolasarol van szo, és f| az f, mogott van. Ekkor /|
meghatarozott részei nem lathatok. A feladatunk az, hogy meghatarozzuk az /| fuggvény nem
lithato részeit. Feltéetelezziik, hogy az f; fuggvényt mar felrajzoltuk és most kezdjiik — balrol
jobbra haladva — az f, luggveényt rajzolni, meghatarozott dx lépéstavolsaggal végezve a
rajzolast.
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A nem lathatosag (eltakartsag) kritériumat a kovetkezo modon adhatjuk meg:

1) fi(x)= f5(x) es filx)+dxZ f5(x)+dx;
2} LIx)E 1.(x) es f[iix)+dx< fo{x)+dv:
3 )< fH(x) €s fix)+dy< fyo(x)+dy;:
4) f1(x)< [y5(x) es filx)+dy= fH(x)+dy.

Az clso esetben az (v; v +dv) tartomanyban az f, fuggveny veégig lathato, mert abbol indultunk
ki. hogy dx olyan kicsi, hogy a dx tartomanyban mind az ;. mind az f, fuggveny kozelitoleg
lincaris. A masodik esetben az f,(x) lathato, ezzel szemben az /(v +dx) marnem. Az f,esaz f,
ui. az (v: v+dy) tartomanyban metszik cgymast. A harmadik csetben az (v: x+dy)
tartomanyban f; nem lathato. Vegul a ncgyedik esetben az f,(x) nem lathato, az f,(x + dx)
viszont lathato. Arra kell ugyelni, hogy az f, fuggvenyt az f, elott rajzoljuk es ckkor az eltakart
vonalakat a takaras kritériuma szerint - cgyszeruen nem rajzoljuk meg.

Hogyan néz ki az cljaras programtechnikar megoldasa? Mivel négyszog alaku ablakunk
kozeppontja a koordinata-rendszer (0.0) pontjaval azonos, igy annak helyzetét nem valtoztatja
meg a forgatas.

7|

Ha closzor csak a --tengely koriili, +45 es —45 kozotti forgatast cngedjik meg. akkor
kiindulhatunk a kovetkezd rajzbol (a korlatozas az eltakart vonalak lathatatlanna tétele miatt
szukseges):

A=(-15,-15)

B=( 15, -15)

C=(-15, 15)
-4 5°<g 0°® = +45°
B A

A g ; —i - @ 8
/ \ ) Yy X
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Kulonboztessunk meg két esetet: ¢ >0 és ¢ 0.

A ¢ =0 esctben a vonalakat a kovetkezo sorrendben rajzoljuk meg: eloszor az y-értékek
fussanak vegig a + 15-t6l a — 15-1g terjed6 tartomanyon és azutan rajzoljuk meg az egyes y-
erteckekhez tartozo, a — 15-t6l a + 15-1g valtozo x-értékek vonalat.

A jobb erthetoseg kedveert nézzuk meg a kovetkezo képet, ahol egy abra felrajzolasa sordn
keszitett harom pillanatfelvetel lathato.

3D-V2.6 (c) 1984, Objektum: példa 3D-grafika készitésére

3 .5’;\. T
. .“:‘:o. “ ‘ *
DRy “{\Qi‘.*?-!tt%‘:n
T SR 5T T
l:,‘-::“.‘t“ ’ h X

B -ﬁ-‘,“.?: !ﬁ .;‘:;‘zgt‘t:.\zw::r{ .
z sy '36 %
NS s %W
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Térjink ra a rajzolasi folyamatra!
A halonak mindig egy négyzetét rajzoljuk meg. Tekintsik a kovetkezo abrat:

nezesi irany

A racsot felilrdl nézve latjuk. a racs sarokpontjait jelolje P,, P,, Py, P,. Ekkor a P, és P,
pontok egybeesnek az elozoleg megrajzolt (3) négyzet P, és P, pontjaival. Hasonloan
cgybeesnck a P, ésa P, pontok a (4) négyzet P, és P, pontjaival. A P, P, ésa P, P, vonal tehat
mar meg i1s van rajzolva.

Megrajzolasra var még a P, P, és a P,P, vonal. Ezeket a vonalakat a program a 870—1050-¢s,
ill. az 1060—1140-es sorokban rajzolja. A két rész gyakorlatilag azonos, ezért targyalasunkat
korlatozhatjuk csupan az egyikre. Az 1030-as és az 1040-es sorban mindig azt hatarozzuk meg,
hogy a vetitesben melyik x-értek a kisebb. Fontos, hogy elobb a P, ésa P, pontot kossiik Ossze,
mert egyebkent a kovetkezo fordulhat elo: tetelezzik fel, hogy az abrat a z-tengely korul csak
egy nagyon kis szoggel forgattuk el, mégpedig bal oldali iranyba. Ekkor egy négyzetet a
perspektiva kovetkezteben a kovetkezoképpen latunk:

q A
2

P

k|
%

Ha a P, P, vonalat rajzoljuk fheg elobb, akkor ez azt jelenti, hogy a P, P, vonal joval a P, P,

vonal ala esik, a programnak tehat ezt gy kell tekinteni, mintha egy eltakart vonal lenne. Ha

elébb a P, P, vbnalat rajzoljuk meg, akkor ez a probléma nem fordulhat eld.

Az eltakart vonalak lathatatlanna tétele az 1350—1530-as sorokban torténik. Az elobbiekben
leirt lathatatlansagi kritériumok szerint jarunk el.
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A ¢ >0 esctben az eljaras analog az clozovel. A vonalakat itt a kovetkezo sorrendben rajzoljuk
meg: az y-értekek vegigfutnak + 15-t6l — 15-1g és minden y-értekhez megrajzoljuk a + 15-tol a
—-1g terjedo v-ertekekhez tartozo vonalat.

A rajzoloprogram a ¢ <0 esetre is alkalmazhato, azonban sziukseges, hogy a P, és P, valtozokat
mas sorrendben defimaljuk (1070-—1170-es sorok).

Az cljarast eddig 445 -nal nem nagyobb szogl elforgatasra korlatoztuk. A korlatok koze eso
tartomany megfelel egy negyedfordulatnak. A korlatozas az eltakart vonalak lathatatlanna
tetele miatt volt szukseges. Minden forgatds azonban kezelheto ugy, hogy az legfeljebb +£45 -os
forgatasnak feleljen meg. ha elozetesen a pontokat alkalmas modon transzformaljuk (830—870-
¢s sorok). Szoljunk még az un. ,.0szt0""-rol, amelynek a szekvencialis adatfile elejen kell lenni. A
grafikus abra legnagyobb koordinatdaju pontjai sem eshetnek a képernyon kivul, ezert a
legnagyobb koordinataértékek sem haladhatjak meg a 8,5-et. Az osztot tehat ennek megfeleléen
ugy kell megvalasztani, hogy teljesuljon ez a feltétel.

Programleirds
Sor Magyarazat
200--410 Instrukciok a 3D-V2.6 kezelésére
430—480 Lekeérdezes, hogy az adatok vetitésere kész allapotban rendelkezésre allnak-e,
vagy a program vegéen meég ki kell azokat szamitani
490 A képet tartalmazo adatallomany neve
500—570 Definiciok
580 Lekerdezés, hogy kell-e az abrat lemezen tarolni
630—640 Programkezdet
650—730 Rotacios matrix
740--880 A :c-koordinata meghatarozasa (szekvencialis file vagy szamitas), vetites,
© tarolas
900-—950 Az elsO vonal megrajzolasa
970—1050 Rajzolorutin, forgatasi szog <0
1060-—1140 Rajzolorutin, forgatasi szog >0
11501180 Akusztikus visszajelzes, adott esetben tarolas lemezen
12001260 Az uj forgatasi szog redukcioja —45" és +45" kozotu forgatasra
1270—1340 Szubrutinok: forgatas es vetites
13501530 Szubrutinok: vonal rajzolasa

FIGYELEM: a program nem tartalmaz magyaradzatokat, ezért a gyakorlati rész bevezetdjét
FELTETLENUL el kell olvasni!

50 REM ... P19 ...
168 CLS:SCREEN @:KEY OFF:COLOR 15
119 PRINT "3D-V2.6 MICROSOFT-BASIC 2.9-ban az
IBM PC-kompatibilis szamitogepekre”
120 PRINT “"=cEt=2scs oo ot ot oc=sssc S ssssomsssss=2ses

130 PRINT * = ——ece——ce———— (C) 1984 szerzo:
M.Weber"”
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149
150

160
170
180
190
200
&1
2289
2390
240
250
260
270
280
290
300

319
320

339

340

37¢
389
390
400
4190
420
43¢

449

132

2.

PRINT " SEEme S s R s R St R e e
PRINT :PRINT "(1)"; :COLOR 7:

PRINT "Instrukciok a 3D-VZ2.6 kezelesehez"”

COLOR 15:PRINT "(2)";:COLOR 7:PRINT "START"

COLOR 15:PRINT :PRINT "Kerem valasszon”
AS=INKEY$: IF A$="" THEN 180

IF A$="2" THEN 439

CLSCOLOR 16:PRINT "3D-¥2.6 MICEBOSOFT-BASIC
@-ban az IBM PC kompatibilis szamitogepekre”
PRINT Ve s s s e s r e s s s e s e e s s p e

PRINT *©° = @ —mmmmmmm——- (C) 1984 szerzo:
M.Weber - Instrukciok

PRINT ol e o e e el ol el it e e e et el et el el oo el
PRINT :PRINT "3D-V2.6";:COLOR 7:PRINT "Ugvanugy

alkalmas ketvaltozos fuggvenyek szemleltetesere,”

PRINT "mint meresi adatok grafikus abrazolasara’”
; tCOLOR 15:PRINT "mindig elonyos”

PRINT "az adatokat

PRINT "szekvencialis file-ban elokesziteni, akkor"

PRINT "a program futasa gyorsabb”

PRINT "Amennyiben fuggvenyt akar abrazolni,

akkor a fuggvenyertekeket szamito"

PRINT "programszakaszt a program vegehez 1is kap-

csolhatja” :COLOR 7

PRINT "Ez esetben irja be “2 i COLOR. 15:
PRINT "SOR 154@";: COLOR 7:PRINT "es a
fuggvenyt a kovetkezo alakban:”

PRINT “Z{1)= ...:. Ugvel jen ra,hogy csak a ";:

COLOR 15:PRINT "Maximalis ertek<8.5"; :COLOR 7:
PRINT "ad hasznalhato eredmenyt.”
PRINT "-—-=-===—===- A definiciot
RETURN-nel zarja le”
PRINT "A program a mindenkoril objektumot akkor
abrazolja< ha on ezt ohajtja< es eloszor”
PRINT "a standard ertelmezesben, a

Wi=-.4 W3=-.62 parameterekkel”
PRINT "Ha befejezte, a program akusztikus
visszajelzest ad”
PRINT "Ekkor a Wl es WZ forgatasi szogeket szaba-
don megvaiaszthatja. De ugyeljen arra, hogy"
PRINT "Wl csak -.495 es @ kozott ad hasznalhato”
PRINT "eredmenyeket"”
COLOR 15:PRINT "Kesz?"
AS=INKEY$: IF A$="" THEN 420
CLS:PRINT "Az adatok ——--- szekvencialis file-ban

————————————— vannak?”

A3=INKEY$: IF A$="" THEN 449



450
460
47

484

499

%1%
519
o210
539
040

550
o610
SNE%)
580
539
$1%]%;
610
620
639

642
650
660
67
689
6390
129
710
7120
139
140
150
760
779
780
790
t81%]%;
819
820
83

849

IF A$="N" THEN 490

INPUT "Lemezegvseg (A:/B:)";N1s$

INPUT "cod Jel " COF:DIRS=N1F+"*, "+COSB.
LOCATE 15,1:PRINT "Kovetkezo file-ok allnak
rendelkezesre: " : FILES DIRS$

LOCATE 4,1:PRINT “neve=s=sssams e ":LOCATE 4,5:
INPUT NZ3B:NE=N1B+N2$+CODSB

INPUT "Az abra neve - ———————-——-—--- " NAS:

IF LEN (NA$%$)>»48 THEN PRINT "tul hosszu:GOTO 490
DIM XB(39,390),YB(39,390),X(4),Y(4),Q(640)

FOR I=9 TO 639:Q(I1)=1998:NEXT I

DEF FNG(X)=Y(U)}*= (X=X (U)I*(TLD)=Y (L) )/ (X{@)=%X(U))
DEF FNB(X)=Y1+(X-X1)*(Y2-Y1)/(X2-X1)
A(l1)=0:A(2)=40:A(3)=1:PI=3.1419:W3=-.62:
Wl=-.4:T5=0

PRINT "Standard abrazolas (I/N)"
A3=INKEY$: IF A3="" THEN 569

IF A$="N" THEN 118@¢

PRINT "---- Kell tarolni a grafikat?”
A$3=INKEY$: IF A$="" THEN 599

IF A$="N" THEN 630

INPUT "(lemezegyseg):file-nev";SP3:5P3=0P%+" . GRA"
DEF SEG=&HBB8@®Y

CLS: 5CREEN 2:

PRINT " 3D-v¥2.6 (C)1984 Objectum:”
LOCATE 1,33+INT(.5%(48-LEN(NA$))):PRINT NA$
M(1,1)=CO5(W3)

M({(2,1)=-8IN(W3)

M(3,1)=0

M(1,2)=COS(W1)XSIN(W3)

M(2,2)=COS{(W1)*XCOS(W3)

M(3,3)==8TH(W1l)

M(1,3)=SIN(W1)*XSIN(W3)

M(2,3)=8SIN(W1)*COS(W3)

M(3,3)=CO5(W1)

M=PI/15: AA=0

IF N$="" THEN 779

OPEN “I",1,N$:INPUT #1,052TO

FOR Y=-15 TO 15:FOR X=-15 TO 156
Xi1)=X+¥Y(1)=Y

AA=AA+1:LOCATE 1,1:PRINT AA

IF N$="" THEN GOSUB 150©:GOTO 820

INPUT 8#1,Z2(1):Z2(1)/08SZTO

GOSUB 1270

IF To=0 THEN XB(X+15,Y+15)=INT(320+18*%XA(1)):
YB(X+15,Y+15)=INT(8O-TXZA(1))

IF TS=1 THEN XB(15~Y.,.X+15)=INT(320+1O%XA(1]) )¢
YB(15-Y,X+15)=INT(8@-7T%ZA(1))

IF TS=2 THEN XB(15-X,15-Y)=INT(320+193%XA(1)):
YR(15-X,158-Y)=INT(B@-T*ZA(1))
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86@

B79

880
890
e1%1%;
910
929
930
949
950
969
8790
989
399

1909
1019
1029

IF TS=3 THEN XB(Y+15,15-X)=INT(328+19%XA(1)):
YB(Y+15,15-X)=INT(8@-T*ZA(1))
IF TS=4 THEN XB(15-X,15-Y)=INT(320+19%XA(1)):
YB(15-X,15-Y)=INT(80-7T%ZA(1))
NEXT: NEXT: CLOSE 1
LOCATE 5=30:FOR I=1 TO 30
5=3¢0:FOR R=1 TO 3¢
X1=INT(XB(R-1,5)):X2=INT(XB(R,5))
Y1=INT(YB(R-1,5)):Y2=INT(YB(R,S))
FOR X=X1 TO X2:Q(X)=FNB(X):NEXT X
LINE (X1,Y1)-(X2,Y2)
NEXT R
IF WT>9© THEN 1960
FOR 5=29 TO ® STEP -1:FOR R=1 TO 30
X(1)=INT(XB(R-1,5)):X(2)=INT(XB(R,5))
Y(1)=INT(YB(R-1,5)):Y(2)=INT(YB(R,5))
X(3)=INT(XB(R-1,5+1)):X(4)=INT(XB(R,5+1))
Y(3)=INT(YB(R-1,5+1)):Y(4)=INT(YB(R,S+1))
IF R=1 THEN U=-1%(X(1)<=X(3))-3%(X(3)<=X(1)):

0=4-U:GOSUB 1350

1930 U=-2%(X(2)<=X(4))-4%(X(4)<X(2)):0=6-U:GOSUB 1359
1040 U=-1%(X(1)<=X(2))-2%(X(2)<X(1)):0=3-U:G0OSUB 1359
1050 NEXT R:NEXT 5:GOTO 1159 :

1960 FOR 5=29 TO @ STEP-1:FOR R=3@ TO 1 STEP-1

1070 X(2)=INT(XB(R-1,8)):X(1)=INT(XB(R,S3))

1980 Y{2)=INT(YB(R-1,5)):Y(1)=INT(YB(R,S))

1990 X(4)=INT(XB(R-1,5+1)):X(3)=INT(XB(R,5+1))

1100 Y(4)=INT(YB(R-1,5+1)):Y(3)=INT(YB(R,S5+1))

11190 IF R=30 THEN U=-1%(X(1)<=X(3))-3%(X(3)<X(1)):

0=4-U:GOBUB 1350

1120 U=-2%(X(2)<=X(4))-4*%(X(4)<X(2)):0=6-U:G0OSUB 1359
1130 U=-1%(X(1)<=X(2))-2%(X(2)<X(1)):0=3-U:GOSUB 1359
1149 NEXT R:NEXT S

1150 BEEP:IF SP$="" THEN 1179
1169 BSAVE $5P3,9,16200: S5Pg=""
1170 A$=INKEY$:IF A$%="" THEN 117@

1180 PRINT :PRINT "W1,W3";W1,W3:BEEP:CLS:RESTORE
1199 FOR I=@0 TO 639:Q(I)=199:NEXT I
1200 1IF W3>=¢ THEN W3=W3-2PIX%INT(.5*%W3/PI):

IF W3>PI THEN W3=-2%PI*W3

1219 IF W3<9 THEN W3=W3+2%PIKINT(-.5%XW3/PI1):

IF W3<-PI THEN W3=2X%PI+W3

1220 IF W3>=-PI1/4 AND W3<PI/4 THEN WT=W3:T5=0:GOTO 581

1239

IF W3>=FI/4 AND W3<3xPI/P THEN WT=W3-PI1/2:
TS5=1:G0TO 589

1249 IF W3>=3%PI/4 THEN WT=W3-PI:T5=2:GOTO 580

1259

IF W3>=-3%PI/4 AND W3<-PI/4 THEN WT=W3+PI/2:
TS=3:GOTO 589

1260 IF W3<=-3%PI1/4 THEN WT=W3+PI1:T5=4:GOTO 589
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1270
1280
1289
1300
131@
1320
1339
1349
1359
1360

1379
1389
1390
1490

1419
1420
1439
1449
1450
1469

1479

1480
1490
1509
1510
1529
1530

XA(1)=M(1,1)*X(1)+M(2,1)*Y(1)+M(3,1)*Z(1)
YA(1)=M(1,2)%X(1)+M(2,2)*Y(1)+M(3,2)%Z(1)
ZA(1)=M(1,3)*X(1)+M(2,3)*Y(1)+M(3,3)%Z(1)

IF YA(1)-A(2)=¢@ THEN T=@:GOTO 1328
T=YA(1)/(YA(1)-A(2))
XA(1)=XA(1)-T*x(XA(1)-A(1))
ZA(1)=ZA(1)-T*(ZA(1)-A(3))

RETURN

IF INT(X(U))=INT(X(O)) THEN 1469

IF Y(U)<=Q(X(U)) THEN AX=X(U):AY=Y(U):A=@:
GOTO 1389

A=1

FOR X=X(U) TO X(O):G=FNG(X)

IF G<=Q(X) AND A=@ THEN T=Q(X):Q(X)=G:GOTO 1430
IF G<=Q(X) AND A=1 THEN GOSUB 15¢@: AX=8X:AY=SY:
T=Q(X):Q(X)=G:A=0:GOTO 1439

IF IF A=¢ THEN GOSUB 1588@:LINE (AX,AY)-(SX,S8Y)
A=1:T=Q(X)

NEXT X

IF A=9 THEN LINE (X(0),Y(0O))-(AX,AY)

RETURN

IF Y(U)<KQ(X(U)) THEN

LINE (X(U),Q<X(U)))-(X(U),Y(U)):Q(X(U))=Y(U)
IF Y(O)<Q(X(U)) THEN

LINE (X(U),Q<X(U)))-(X(U),Y(0)):Q(X(U))=Y(0)
IF R=1 AND U=1 THEN LINE (X(1),Y(1))-(X(3),Y(3))
RETURN

PAR=(T-FNG(X-1))/(G-FNG(X~-1)+T-Q(X))
SX=X-1+PAR

SY=T+PAR¥ (Q(X)-T)

RETURN

2.10.2 A HAROMDIMENZIOS FUGGVENYEK
DEFINICIOJAHOZ

Kulonbozo lehetosegeink vannak a haromdimenzios fuggvenyek definialasara. A haromdimen-
210s fuggvény megnevezés voltaképpen hibas, mert a harom dimenzio azt jelenti, hogy mind a 3
tervaltozo szerepel a fuggvényben. Tehat az f(x, v, z) = ... tipusu fuggvényekkel kellene
foglalkoznunk. Azok a fliggvenyek azonban, amelyekkel mi foglalkozunk, f(x, y) = ...

alakuak.

A definicio legegyszerubb formaja az, amikor egyvaltozos fuggvényeket kapcsolunk oOssze:

Peldak:

cos(.x)+sin(y)
(1 —cos(x)) *(1—cos(y))
exp (—x)texp(—y)

135



Masik lehetoseg: két valtozot azaltal kapesolunk 0ssze, hogy azokat a fiiggveny argumentuma-
ban cgyutt szerepeltetjuk.

St ly4y)
Il —cos(x=*y)

Nagyon gyakran alkalmazott megoldas a forgasszimmetrikus fliggvények felhasznalasa. gy pl.
ha a sin (x) figgvényt — aztis kikotve, hogy az x csak pozitiv ertéket vehet fol — a koordinata-
rendszer kozéppontja korul korbeforgatjuk, akkor egy korhullamot kapunk.

A korbeforgatast a kovetkezo trukkel oldhatjuk meg: a fuggvény valtozoja ne x vagy v legyen.
hanem egy racspont, és a forgatasi kozeéppont kozotti tavolsagot valasszuk valtozonak. Jeloljuk
czutan p-vel ezt a tavolsagot, amelyet ugy kapunk meg, hogy meghatiarozzuk a racspontbol (x:
1) a forgasi kozeéppontba (r, : r,) mutato vektor nagysagat, azaz abszolut erteket:

p= S G=r)

‘(Itt ¢s a tovabbiakban a figgveny grafikonjat a z-tengely, ill. az (r,, r,)-ben az x — y sikra emelt
meroleges korul forgatjuk meg.)

Ezek utan a kovetkezo modon definialhatunk egy korhullamot:

m=n/l5
p = \/’fxz +y?
= 1—cos(5mp)

Nagyon érdckes effcktusokat érhetiink el, ha felhasznaljuk a burkologorbéket, a forgasszimmet-
. nikus fuggvenyek eés mas fuggvenyek Osszekapcesolasaval nyert lehetoségeket stb.

Vizsgiljuk meg kozelebbrol a kovetkezo oldalakon bemutatott peldakat!
1. példa
A megrajzolt figgveny:

2=05%«(1—cos(S=m=*x=*y/l5))

Mivel az x és y valtozok altal felvett értekek a — 15-tol + 15-ig terjedd tartomany értékei, a
legnagyobb valtozoértékre az xy = +225 adodik.

Mivel m = n/15, ezért a koszinuszfiggveény argumentuma 0-tol + Sz-ig valtozik, igy az abran
+ 2,5 periodus, kétszer 2,5 hullam jelenik meg.

2. példa
A képen a
p=sqr(xA2+yna?2)

o= 1.4+2x(cos(mxp)—cos(3*xm=*p)/3+cos(5«m=p)/S)

fliggvényt abrazoltuk.
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30-V2.6 (c) 1984, Objextum: 1, peélda
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R AR
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Az eclso sor a fliggveny (0; 0) pontra vonatkozo szimmetriajat fejezi ki. A masodik sorban felirt
fluggvény cgy négyszoghullam koszinuszfiiggvennyel valo 3. kozelitése (4 négyszoghullam un.
Fourier-féle sorfejtésénck cgy szelete).

3. példa

A kovetkezo fuggvenyt irjuk fel:

p=sqr((x+13)A2+yA2):0SZTO=1.224
c=(l—-cos(@dxm=xp))xexp(x/8)* .25 x (1 +cos(m=y)}A2=*(1/OSZTO)

3D-V2.6 (c) 1984, Objektum: 3, példa

Azaltal, hogy a p ertékét a
p=faT BT

formaban adtuk meg, a fliggvénynek nem a (0; 0), hanem a (— 13;0) pont koriili forgatasat irtuk
clo. Az (I —cos(4=m=p) flggvény altal meghatarozott korhullamnak a (—13; 3) x-
tartomanyaban pontosan két periédusa van.

A két burkologorbével megvaltoztathatjuk az elérhetd legnagyobb magassagot, igy a fliggvény
menetét. Az exp (x/8) tényezdvel vald szorzassal a maximumok balrol jobbra iranyu
exponencialis gorbéjét kapjuk. A gorbét az exp (x/8) irja le.
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Az (1 —cos (m = v))? kifejezés altal leirt burkologorbe biztositja az abrankat alkoto gorbek y-
iranyl magassaganak korlatossagat. A burkologdrbe alakjat a kovetkezo rajzon lathatjuk:

%z

-15 1] y

4. példa
Az abrazolt figgvény mar lényegesen komplikaltabb:

p=sqr(x A 2+y A 2):if x = 0 then phi = pi/2—
—p1 = (y<0):goto (%)
phi = atn (y/x)—pi * (x<0)
(*) z= .T=(l—cos@*m=xp))*x(p< = 15)
z(1) = — .8x(1—cos(3*phi))*z*x(p>75)— .5*zx(p< = 5)

Alapfuggvénylink a (0; 0) pont koruh korhullam ((*) sor). A masodik korgyurit — a
koordinata-rendszerbeli helyzetének fiiggvényében — megvaltoztatjuk. Ehhez a valtozashoz
meghatirozzuk azt a ¢ szoget, amelyet a p helyvektora a pozitiv x-tengellyel zar be (elso és
masodik sor). A ¢ meghatarozasa csak az arctg figgvénnyel lehetséges, lévén ez az egyetlen
inverz trigonometriai fuggveny, ami a BASIC-ben definialva van. Mivel az arctg figgvény csak a
—n/2 es /2 értekek kozott értelmezett, az x <0 esetben =-t kell hozzaadnunk. Ezt erjik el a
—nx(x<0) kifejezéssel. Az (x>0) formaju kifejezés szintaktikailag hibasnak tinhet. Ez
valojaban egy Bool-féle logikai érték. Hatasa az, hogy amikor az (x <0) igaz, akkor helyébe a
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3D-V2.6 (c) 1984, Objektum: 4, példa
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— 1 értéket helyettesiti, egyebkeént pediga 0 erteket. A — m = (x <Q) kifejezéssel tehat azt kapjuk,
hogy

n: ha x<0 és
0: ha x=0

Hasonlo modon tudjuk szabalyozni a korhullam megvaltoztatasanak mértékét (hatarait) a p
<7.5 tartomanyban, ill. maganak a koérhullamnak a méretét a p<7.5 tartomanyban. Az
(1—cos (3 *w)) kifejezéssel érjik el, hogy a p>7.5 tartomanyban harom maximumot (ill.
minimumot) vegyen fel a korhullamunk. Az egyes maximumhelyek — egymashoz viszonyitva
— pontosan 120°-0s szoget zarnak be.

5. példa

Ez a fliggveny arra mutat be példat, hogy hogyan kell két fiiggvényt szuperponalni.

p =sqr(x A 2+y A 2)

2l = S*x(l+cos(m=*p)) A3
22 = (14+cos(9«m=*x=*y/15))/2
(1) = z1 = 22

2.10.3 ELEVATION MODELL PROGRAMMING
(DOMBORZATI MODELLEK PROGRAMOZASA)

Az elevation modell programming az amerikai angol nyelv kifejezése, ami arra utal, hogy
szamitogep segitségével elkészithetjik a foldrajzi tajak haromdimenzidos modelljeit.

A domborzati formakat a térképeken szintvonalakkal abrazoljak. Ezek felismerése meglehetd-
sen nehéz, kiilondsen a nem gyakorlott szemléld szamara. A haromdimenzios modellek elonye,
hogy ezeken szamos domborzati forma tébbnyire nagyon jol lathato.

3D-V2.6 (c) 1984, Objektum: Szt, Helen hegy
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A modellek keészitése soran nem maga a program az elsddleges probiéma, az ui. mar
rendelkezesunkre all. Lényegesen nagyobb gondot okoz a megfelelé kiindulasi adatok
biztositasa, mivel a megfelel6 adatokat elsdsorban a szintvonalas térképek szolgaltatjak.

Peldakent bemutatunk egy programot, amely a U. S. Geological Survey-t0l szarmazik és a St.
Helen-vulkan 1980-as kitorésének adatait dolgozza fel. Az adatokat legkényelmesebben egy
szekvencialis file-ban tarolhatjuk. Az adatokat ekkor a program elején olvassuk be. A kovetkezd
oldalakon lathatjuk a kitorés elotti és utani adatokat, olyan sorrendbe, mint ahogyan azoknak a
szekvencialis file-ban meg kell jelennitik.

%
')

2

19

11

13

14

16
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REM .
REM .

DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA

DATA
DATA
DATA
DATA

DATA

.- P11 ...
....... Adatok: /a Szt.Helen hegy a vulkankitores
' elott/
8,10,19,9,8,6,5,6,6,7,4,3,3,3,4,4,4,4,4,3,2,3,2,
;B aT:8:6:.0:3
8,9,8,8,8,7;6,7,8;5,4,4,5,5,5,6,6,6,86,7,7,6,4%4,3,
5,6,8,9,9,8,7 -
B8,8,B:s8:;7,7:7:;7:8;5:5,5:,8,8;7,8,8;86,7:7:;8,;86,;5,8,
7,8,9,9,9,9,7
8,8,8,8,7,7,7,7,7,7,8,7,6,9,9,9,9,7,7,8,8,8,8,8,
8:,9;19,18.,7,5;4
8,9,9,8,8,8,8,9,12,10,9,9,9,16,12,11,11,14,9,10,
11,11,19,19,9,9,9,8,6,5,56

8,8,1,19,8,98,1$,16,11.,11,19,19,10,12,13,13,12,
12 18011 18:12,11518048,98,8B,7:6;5:8
9,10,10,10,10,19,12,11,12,12,12,11,12,14,14,173,
ldsddptlpldsldsdBntd 10, 8,8;8,8,8: 150
18;19,18,11,;13;11,;11;12;18313;13513;14,;14,13;312,
la,ld.8, 12,13, 14, 12,1%,1L,180,9,6,7, 9
19,10,%¥1,311,12,12;12;14,14.,, 14,314,185, 156, 14,18
13,12,11,11,14,15,15,14,12,12,11,98,7,8,8,8
180, il ko, il &,k BF 5 Jeley 1L B,y 1005, 6, 08, AT, B 16, A0y, Sy,
14,14;13,11,518;:16:18,18:15:13:13:;11,8,9,39,8
12,12,;33,14;14,14;15,17,;,19,20,29,22,23;21:19;
18,17,16,17,17,17,17,18,18,17,16,14,14,13,11,
19,10
12,13,14,14,15,15,16,19,19,20,23,23,25,25,25;
26,24,24,22,20,19,19,19,18,17,16,15,14,13,11,
11
13,14;14,16,16,17,19,19,18,23,26,28,30,32,32,
31,29,39,29,28,27,26,28,28,23,19,18,15,13,13,
11
14,185;186,16;18;19;20; 20,22, 27 ;28 ; 39, 36, 384 d9;
38, a8, 88, I, 84,2, 32,04, 3Z, 21,18, 16,16, 14,14,
13
14,15,15,16,18,18,20,22,23,27,30,31,37,39,41,
41,41,42,41,37,36,32,33,27,22,19,18,16,16, 14,
13



17

21

&4

23

27

28

29

39

31

3da

— Q

(o)

DATA 15,13,14,186,;17:18:21,:22,23:86,30;32,37:42,4%5,
49.51,50,45,37,38,31,28,.27,23,20,;19,16;186;15;
13
PATA 1%4,312,18,17,;17:18,19,21,23:,26,30,35,48,43,46,
52;54,.52.45,80,86:31:;27:28,22,20:;19,;17:16,; 154
1.3
EATE 9.,13:34,17,10,:18;18,81,23:20x33:37+41:83,40,; 53,
54,46 ,43,37,35,30,25,23,282,21,19,17,15,14,13
DATA 14,16,18,19,18,18,19,23,25,27,32,36,39,42,42,
46,458 ,44,41,36:35:28,23,;28:28 80,319,417 ,13:1 8,10
DATA 16,17,19,20,19,18,20,23,25,27:38,33,34,37,39;
38,48, 40, 36,33,30,26,;23,;21,;18,;1%,16;14,13,11.;9
DATA 18,17,19,20,19,19,21,23,25,26,29,39,31,31,32,
31:;368,;87,31,30,26,;28,81+21,18,16,158,13,13,12;11
DATA 15,15,15,29,19,19,21,28,23,24,26,86,28,27,;27,
29,30,29,28,25,24,22,21,20,18,18,17,16,16,15,15
DATA 16,;16,17,156,16,17:21,20.,21,:22,23;23,:22,22.22,
23,24,24,23,22,20,20,19,18,18,17,16,16,15,14,15&
DATA 16,17,17,15,14,16,29,19,19,29,19,19,20,21,21,
210,20,21,20,19,18,18,18,17,17,16,16,16,14,14,14
DATA 11,12,12,19,13,15,19,16,17,17,17,17,18,19,18,
17,18,18,17,17,16,15,15,14,13,13,13,12,13,13,11
DATA 6,8:;7:;19,12.12,18,16,16,16,16,;17,:17,:17,;16,16,;
17,17,16,16,15,15,14,13,15,13,13,12,12,12,10
DATA 7,10,14,15,156,15,19,17,16,16,16,16,17,16,16,
¥6,17;17;18;15,158,16,14.,33,168;14,13,:12,;12,11:9
DATA 11,15,15,19,29,.20,22,20,17%,156,16,16,15,1%5.15,
. 16,15,15,15,14,14,15,14,13,16,12,12,11,11,11,9
DATA 12.,18,15,17,15,14,14,15,15,13,13,;14,13,13,13,
13:18;18;12;,12,128,13,12,11,16,11,11,18,19,11,8
DATA 12,13,14,156,14,13,12,14,14,13,13,13,13,13,13,
13,12,12,11,11,11,11,19,14,9,9,10,10,10,11,8
DATA 19,14.,15,18;16,14,;18,;13,13;14,14,14,13;13,; 13,
13,12,12,12,12,12,11,11,11,9,9,9,19,19,10,8
REM ... P12 ...
REM ..u:ia8:5 Adatok:/a Szt.Helen hegy a vulkankitores
utan/
DATA 8,10,19,9,8,6,5,6,6,7,4,3,3,3,4,4,4,4,4,3,2,3,
s e ;s Teh 05,643
PATA 8;9,8,8,8,7,6,;7;86:56,4,4,85,5,;5,6,6,8,6,7;7.6,%,;
3,5,6,8,9,9,8,7
DATA 8,8,8,8,7,7,7,7,6,5,5,5,%,6,7,6,6,6,7,7,8,6,5,
6:7:;8:9,9,9.,9,7
DATA 8,8,8,8,7,7,7,7,7,7,8,7,6,9,9,9,9,7,7,8,8,8,8,
8,8,9,19,10,7,5, 4
DATA 8,9,9,8,8,8,8,9,19,10.9,9,9,18,12,11,11,10,9,10,
11:11;12;:;10;8,9,9;8,6,8,5
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7 DATA 8,9,10,10,9,9,10,1%¢,11,11,190,10,10,12,13,13,12,

12,19,11,12,12,11,14,9,9,8,7,6,5,5

8 DATA 9,19,10,1¢,10,19,14,11,12,12,12,481,12,14,14,13,

13: 13312, 12512;12:11:19:9,8:8:6;6,;T, 8

9 DATA 10,10,19,11,11,11,11,12,13,13,13,13,14,14,13,12,

10
e
12
13

14

16

17

13

Lt
([
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DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA
DATA

DATA

12,19:8,12,13,14,124,11,11,10,9,6,7,F,5
19,19,11,11,12,12,12,14,14,14,14,15,16,14,13,
13,12,11,11,14,15,;16,14,12,12,11,9,7,;8,;8,8
19,13.,131,.12,13,34,15,36,16,18,1%7 ;17,416 16, 35,
14,34,13,11,156,16,16;15,16,13,13,11,8,9,8:8
i2,12,13,14,14,14,15,17,19,20,28,22,23,21,;19,
ig,17,26,1°7,17,17,38,18,17,1¢,14,14,13,11,18,106
12,18,14,14,15,15,;16,;1%,19,20,23.:28, 25,295,259
26,24,24,22,20,19,19,198,18,17,16,15,14,13,11,11
13,14,14,16,16,17,18,19,19,23,26,28,30,; 32,32,
31,29,30,29,28,%27,26,28,28,23,19,18,16,13,13, 11
14,15,15,16,18,19, 20, 29, 22,27,28,3@,38,38,39,
39,38,88,37;34,32,32,84,32,21,189,;18,;16;,14,14,18
14,15,15,16,18,19,20,22,23,27,39,31,37,39,41,
44.,45,43,41,38,36,38,38:2732428:,19,18,16;16,14,13
19:14:14,16,17,18,21:22,;23,26,;30,;32:;37;4d;44,
409,43,45,44,40,38,31,28,27,23,264,19,16,16,15,13
L8, Ao, L8, A8 5l [y 08 18, 21 5 2804 46, 48, 30 40,41, 3T,
38,36,40,41,49,86,31;27,256,22,20,18,17:16;15,13
9,13,14,17,17,18,18,21,23,26,33,37,41,38,33,
29,29,33,4@,39,35,3@,@5 235 22 2l 519, 17 15,14,13
14,16,18,19,18,18,19,23,25,27,32;36,;48,35;22,
28,;28,;33,480,36,35,28, 2h,ga,£2 20,19,17,13,13; 1@
16,17,19,20,19,19,20,23,25,27,390,33, 34,32, 31,
Gl sl Dty d8; 30, 4683, 2L 18,017,006, %58, 13, £3.,9
18,17:;19,;208; 19,19 215 23,Hu 26,29,3@,31,3@,28,
26528330331 ;2895;26;20 v 281518,18,15,13,13,;12;11
16,15,15,2@,19,19,21,23,23,24,2',26,28,27,27,
24,24,24,25,25,24,22,21,20,18,18,17,16,16,15,15
16;16,;17,16,16,17,81;20,21,22,23,283,22, 28, 22,
23,24,24,23,22,20,20,19,18,186,17,16,16,15,14, 15
16,17:,17:156,14,16,2492,18,18,2W,19,19,860,21, 21,
20,20,21,20,19,18,16,18,17,17,16,16,16,14,14,14
11502, 02, 18, 43 s 10539, 36, L7, LT 5 1V, L7, 18,18, 18,
17:;18,18,174+17;186,158,18,14,13,13,13,12,13,13,11
6,8,7,10,12,12,18,16,16,16,16,17,17,17,16,16,
1717 530,16,10,108,14,13,16,13, 13,12, 12,42,11
7T:10:14;15,;15;159,18,17;16,18,16,18;1%;16; 16
16,17,17,16,156,15,16,14,13,16,14,13,12,12,11,9
11,15,15,19,20,20,22,296,17,15,16,16,15,15,15
161010208, 04,14,15, 14,13,16,12,12,41,14%,11,8



38 DATA 12,13,186,17,35,;14,14,15,15,13,13,14,13,313,13,
18;18;18;12,;12,12,18,12,11;10,11,11:;19,18,;11,8

31 DATA 12,13,14,15,14,13,12,14,14,13,13,13,13,13,13,
13,12,12,11,11,11,11,10,10,9,9,10,19,180,11,8

32 DATA 190,14,15,18,16,14,13,13,13,14,14,14,13,13,13,
13,12, 12,14,34,12,10,11,31,9,9,8,18, 19,16 ,8
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2.11 3D-grafika — masodik valtozat

Kovetkezd programunk eredménye egy nagy képfelbontassal készitett haromdimenzios
grafikon.

A kép mindsége a jellegzetes fény-arnyék hatas alapjan valik meggy6zove. Az eljaras lényegesen
cgyszeribb, mint az el6zéek voltak, de — és ez a legnagyobb hatranya a programnak —
dsszehasonlithatatlanul tobb idéot igényel. Ha abbodl indulunk ki, hogy egészen egyszeru
fiiggvényt akarunk abrazolni, akkor meglepd, hogy ehhez atlagosan 2...6 orara (!) van
sziikség. Ezalatt a program 11 858 pontot szamol ki. Az elobb elmondottak miatt az eljarast csak
roviden ismertetjuk.

Szo6ljunk néhany szot az alapnégyszog jellemzoirdl! Ez esetben parhuzamos vetitésrol van szo,
az alapsikot feltlrol, 30°-os szogben nézziik. A program a kovetkezo séma alapjan szamol:
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Y-(£"R"-)
tengely

A kozéppontban A =77 é¢s R=77 (vd. 150—250-¢s sorok). Fontos a 180-as sorban levo 10-es
szorzotényezo, ami az amplitudot noveli. Enéelkil ui. a kép alig lenne lathato.

Az amplitudo megnovelése azert sziikséges, mert a program vetitesi képlet nélkiil szamol. Errol
egy korabbi fejezetben mar futdlag volt szo6. A parhuzamos vetités ui. egy linearis leképzes, a
kozéppontos vetités viszont nem az. Eppen ezért teljesen elegendd, ha az eredeti sikunk
bazisvektorainak x’, ', z’ képeit hatarozzuk meg, mivel ezek képteriink bazisat képezik. Mivel a
fliggvényeket az 4 és az X specialis képernyovaltozoktol fuggoen defimaltuk, sziikséges, hogy
bizonyos nagyitast végezzink, pl. a 10-es szorzotényezd segitségével. A pontos érték

loﬂcos 30° = 12,2 lenne. A kovetkezd oldalakon néhany példat lathatunk az ezzel az
eljarassal keszitett fliggvényabrazolasra.
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W00

......................... .'. . ._.;I.’ /
""""""""" it
''''' PRI
Programleiras
Sor Megyarazat
110—120 Konstansok meghatarozasa
130 Pontok megjelenitése az eltakart vonalak lezarasara a képernyo also szélén
150--200 A fliggvényertekek kiszamitasa
210 A lathatosag tesztelese
220—250 Ha lathato, akkor a pont megjelenitése
260 Kovetkezo sor
290—300 Vége

50 REM ... P13 ...

190 BEM ..:0:: 5 : 3D- a masodik valtozat
119 DIM Y(320):PI=3.1419

120 R=0:A=160:D=190:F=PIL/. 77

130 FOR S=1 TO 329:Y(S)=199:NEXT

149 CLS: SCREEN 1
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160
160
170
18@
19¢
200
219
220
236
2490
259
260
274
280
290
309

FOR X=1 TO A+154
L=D-(1/2)*x(X-A)

P=0QRO((((X-A)/100)-.T7T7)"2)+(((R/LDD)-.T7T7)"2))
Y=10%(1-COS(6*F%P))*(P<=.76)
Y=Y*(1.2+CO5(4.978%x((X-A)/100)))

Y=L+Y

IF Y>Y(X) THEN Z24¢
Y(X) = ¥

PSET (X,Y)

IF X= A+154 THEN 260

NEXT
R=RK+Z2:A=160=R: =D~=1
IF A<6 THEN 239
GOTO 15@
AS=INKEYS$: IF As=""
END

THEN 2909
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2.12 A Hidden-line-probléema
(eltakart vonalak problémaja)

Tekintsiink egy sik lapok altal hatarolt konvex testet, pl. egy kockat. (Konvex a test akkor, ha
barmely két pontjat 6sszek6to szakaszt tartalmazza.) Forgassuk el a kockankat a koordinata-
tengelyek kortl, tetszoleges (.. @,, ¢.) szoggel. Azt akarjuk megallapitani, hogy a kocka
felszinének mely lapjai lathatoak és melyek nem. Feltételunk ertelmében a felszin sik lapokbol
all. Mint mar lattuk, egy ilyen lap térbeli helyzetét a normalvektora irja le. Ha valamennyi sik
normalvektorat egyontetuen vagy a test kozeppontja fele, vagy azzal éppen ellentétesen
iranyitjuk, akkor a normalvektorok segitségével meg tudjuk allapitani, hogy egy lap lathato
vagy sem. Ha parhuzamos vetitest alkalmazunk, akkor a lathatosag kritéeriumakent elegendo a
normalvektort vizsgalni. Kozéppontos vetitésnél sziikségiink van meég az adott lap sulypontjara
1S.

A kovetkezokben egy parhuzamos vetitést vizsgalunk meg.

4
Ng

Iranyitsuk a normalvektorokat kifelé! A lap lathatosaganak egy feliételét nyerjitk azaltal. hogy
a normalvektor és a vetitovekfor altal bezart szoget vizsgaljuk.

Igaz ui., hogy:

ha ¢ <90°, akkor a lap nem lathato;
ha ¢ =90°, akkor a lap lathato.

A ¢ szog konnyen meghatarozhato a vetitovektor és a normalvektor skalaris szorzasaval:

p'n
COS = — .
“ pl-In|

Tekintettel arra, hogy a [0; ] tartomanyban monoton csokkené a koszinuszfiiggvény, a feltételt
igy 1s felirhatjuk:
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ha cos >0 (¢ <90'), akkor a lap nem lathato;
ha cos ¢ 0 (¢ 290"), akkor a lap lathato.

A lathatosag e feltétele altalanosithato: érvényes minden olyan testre, amelynek felszinét
siklapok alkotjak.

Ha bonyolultabb felépitésii testet akarunk megrajzoltatni, akkor a megadott feltétel
teljesiilésenek figyelése onmagaban nem elégséges. Lehetséges ui., hogy a test egy lathato része
eltakarja a test egy masik — a feltétel szerint egyébként lathatoé — részeét.

llyen esetben a kovetkezo elvet kell alkalmazni:

/) teljesil az elobb megadott feltétel;
2) a test tavolabbi részeit eltakarhatjak a kozelebbi részek.

Altalaban nem egyszerii a masodik feltétel figyelése. Erre altalanos érvényii megoldast gy
kapunk, hogy az Osszes lapot mélység szerint csoportositjuk és a rajzolasnal e szerint a
csoportositas szerint jarunk el.

A testek egy specialis csoportjara az elmondottak viszonylag kéonnyen alkalmazhatok. Ez a
csoport a forgastestek csoportja, amely egy tovabbi feltételnek is eleget tesz.

Példa: azt a testet abrazoljuk, amely az alabbi alakzatnak az y-tengely koriili forgatasa réven
keletkezik.

Sorszam Koordinatak
] (0,1; —1)
2 (3, —1)
3 (3; —0.,6)
4 (2,5; —0,5)
5 (1z —10.5)
6 (1;2)
7 &.7: 21
8 (3; 3,2)
9 (3;5)
10 2.5: 5)
11 (2.5: 3.5)
12 (2; 3)
13 (0,1; 3)
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A forgatassal egy poharat, kupat, kelyhet — barminek nevezhetjuk a testet — nyertink.
Nevezzuk a testet poharnak! Ez a pohar a testek azon halmazaba tartozik, amelyek teljesitik a
kovetkezo mellekfeltételt: a sarokpontok y-koordinatainak — a pontokat az elébbi modon
sorbarendezve — csak egy szélsoérteke van. (Ez a szélsoérték esetleg tobb szomszédos pontban
is elérheto, ezek y-koordinataja tehat azonos.) Esetiinkben a szélsoérteket a 9-es, ill. a 10-es pont
kepviseli.

Matematikailag felirva:

Yi-1Z ) valamennyi kK <me-re;
Vi <y.., valamennyi k> m-re.

A kovetkezo program ezt a pohar alaku testet allitja elo.

Az eltakart vonalak problémajat a kovetkezdé modon oldjuk meg: abbdl indulunk ki, hogy az y-
ertékek eloszor novekednek. Ezutan meg kell hatarozni azt, hogy az y-értékek a maximum utan
melyik pontnal érik el a minimumukat és mi ennek a pontnak az y-értéke. A legnagyobb y-
erteki ponttol kezdve visszafelée megyiink, mégpedig mindaddig, amig el nem ériink egy y,
minimumnal kisebb y-értéket. '

Ezen y-érték altal meghatarozott P, pontnal valasztovonalat kell hizni (példankban ez a 7-es
pont). Azokat az ertekeket, amelyek indexe kisebb, mint ez az érték, nyugodtan megrajzolhat-
Juk.

Ha fennall az x, < x, egyenlotlenség, akkor az (x,; y,) ponttdl az (x,; y;) pont felé, azaz
visszafelé rajzolunk, kilonben szabadon rajzolhatunk tovabb. Azt a tényt, hogy az eldl allo
feluletreszek a mogottik levoket eltakarhatjak, agy vesszik figyelembe, hogy a megrajzolando
négyszogek terilletér6l — a PAINT utasitas segitségével — a benniik fekvo vonalakat elhagyjuk.

Programleirds
Sor Magyarazat

120—130 Fuggvénydefiniciok

170—220 A forgatasi szog eés a megrajzolando feliletek szamanak megadasa

250—280 Fejléc

300--380 Rotacios matrix

400430 Szubrutinok: forgatas és vetiés

440490 A pontok forgatasa és vetitése

500—710 Szubrutin: megrajzolja a feliiletet, ha az lathato, és a belul fekvo, eltakart
vonalakat eltiinteti

720—770 Szubrutin: a normalvektor és a vetitOvektor vektorialis szorzata és a kozottik
levo szog-meghatarozasa

780-—-990 A test szetbontasa két, kulon megrajzolandd részre

Megjegyzés a programhoz: a geptol fuggd szamolasi pontatlansag miatt nincs mindig
egyenldségjel a matematikai elmélet és a gyakorlati alkalmazas kozott. A gépben abrazolt szamok
a rendszertol fuggoen pontatlanok lehetnek. Ez — ebben a programban —— azt okozhatja, hogy
azoknal a felileteknél, amelyek a lathato és lathatatlan részek hatarara esnek, a PAINT utasitas
kczdopontja a kitoltend6é tartomanyon kiviil fekszik. Ezaltal viszont a PAINT az egész
kepernyot kitolti. Ha ez az eset elofordulna, akkor a 630-as sorban levo 0sszehasonlitasi ertéeket
(CO > —.05) kis mertekben csokkenteni kell, pl. a —.052 értékre. Az adott érték azonban
altalaban megfelelo.
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Pohar W1=—40, W2=23, W3=11

FIGYELEM: ¢ program oem tartalmaz magyardzatokat, ezért a gyakorlati rész bevezetijet
FELTETLENUL el kell olvasni!

59 REM ... P14 ...

190 REM ... ..... Pohar grafikaja

119 CLS:SCREEN 2:KEY OFF

120 DEF FNG(X)=YU+(X-XU)*(YO-YU)/(XO-XU)

1392 DEF FNB (X,Y,Z2)=SQR(X"2+Y"2+272)

149 DIM M(3,3) :MO=20%xX0=160:Y0=10J3: PI1=3.1415692

152 PRINT "POHAR"

160 READ M

170 INPUT "W1,W2,W3 (+/- 9@ FOK), SZAMA (>2)";W1,WZ,
W3, N:N=INT(N)

180 IF ABS(W1)»99 OR ABS(W2)>990 OR ABS(W3)>38@ OR N<3
THEN PRINT "Input hiba”:GOTO 179

190 IF N>29 THEN PRINT "Ha a szam >20, akkor a szerzo

a sikert nem garantalja " ELSE 23@
2290 PRINT "megszakitas (a) mehet tovabb (w)”
219 A$=INKEYS$:IF A$="" THEN 210

229 IF A$="A" THEN 179

230 DIM XB{M,N),YB(M, K}, 2A8(M, N}, YA(M,N),ZA(HM,N)
24¢ DIM R(M),Y(M)

250 CLS:PRINT "POHAR"

260 PRINT "W1=";W1

270 PRINT "W2=" ;W2

280 PRINT "W3=";W3

290 T=PI1/180:W1l=W1kxT:W2=W2%T:W3=W3*T

308 M(1,1)=COS(W2)*COG(W3)

3190 M(2,1)=-COS3(W2)*SIN(W3)

328 M(3,1)=SIN(W2)

330 M(1,2)=COS(W1)*SIN(W3)+3IN(W1)*SIN(W2)*COS(W3)
340 M(2,2)=COS(W1)*COS(W3)-SIN(W1)*SIN(WZ)XSIN(W3)
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359
360
379
389
399
400
410
4290
439
449
459
469
479
4390
490
509
510
Hew
530
5490
¥1%
560
079
580

1%)%;
619

620
639
640
650

660

879D
680
690
100
710
720
7390

749
750
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M(3,2)=-SIN(W1)*COS(W2)
M(1,3)=SIN(W1)XSIN(W3)-COS(W1)*SIN(W2)*COS(W3)
M(2,3)=SIN(W1)*COS(W3)+COS(W1)*SIN(W2)*SIN(W3)
M(3,3)=COS(W1)*COS(W2)

GOTO 44Q

XA(I,E)=M(1,1)*X1+M(2,1)%xY1+M(3,1)*2Z1
YA(I,E)=M(1,2)%X1+M(2,2)%Y1+M(3,2)*Z1
ZA(I,E)=M(1,3)*X1+M(2,3)%Y1+M(3,3)%*21

RETURN

FOR I=1 TO M:READ R(I),Y(I):R(T)=R(I)/1.5

FOR E=@ TO N:X=E*2%PI/N
X1=R(I)*COS(X):Y1=R(I)*SIN(X):Z1=Y(I)

GOSUB 400
XB(I,E)=320+2%MO*XA(I,E):YB(I,E)-120-M@*ZA(I,E)
NEXT E:NEXT I:RESTORE:GOTO 78%

FOR I=KEZDET TO BEFEJEZES STEP LEPES:R(I)=R(I)/1.5
FOR E=@ TO N

IF E=@ THEN 719

IF I=1 THEN 710

GOSUB 72¢2:1F C@>@ THEN 719

AB=0
LINE(XB(I,E),YB(I,E))-(XB(I-1,E-1),YB(I-1
LINE(XB(I-1,E),YB(I-1,E))-(XB(I,E-1),YB(I
XP1=(XB(I,E)+XB(I-1,E~1))/2:
YP1=(YB(I,E)+YB(I-1,E-1))/2
XP2=(XB(I-1,E)+XB(I,E-1))/2:
YP2=(YB(I-1,E)+YB(I,E-1))/2
XP=(XP1+XP2)/2:YP=(YP1+YP2)/2:PRESET (XP,YP)
LINE(XB(I,E),YB(I,E))-(XB(I,E-1),YB(I,E~1)):
LINE-(XB(I-1,E-1),YB(I-1,E-1))
LINE-(XB(I-1,E),YB(I-1,E)):LINE-(XB(I,E),YB(I,E))
IF CO>-.@5 OR POINT (XP,YP)=1 THEN 7¢0

PAINT (XP,YP) |
LINE(XB(I,E),YB(I,E))-(XB(I,E-1),YB(I,E-1)),9:
LINE-(XB(I-1,E-1),YB(I-1,E-1)),0
LINE-(XB(I-1,E),YB(I-1,E)),@:
LINE-(XB(I,E),YB(I,E)),®

FPAINT (XP,YP),®
LINE(XB(I,E),YB(I,E))-(XB(I,E-1),YB(I,E-1)):
LINE-(XB(I-1,E-1),YB(I-1,E-1))
LINE-(XB(I-1,E),YB(I-1,E)):LINE-(XB(I,E),YB(I,E))
IF AB=@ THEN AB=1:GOTO 56

NEXT E:NEXT I:AB=@:RETURN
AX=XA(I,E)-XA(I,E-1):AY=YA(I,E)-YA(I,E-1):
AZ=ZA(I,E)-ZA(I,E-1)
BX=XA(I-1,E-1)-XA(I,E-1):BY=YA(I-1,E-1)-YA(I,E-1):
BZ=ZA(I-1,E-1)-ZA(I,E-1)
NX=AY*BZ-AZ*BY:NY=AZ*BX-AX*BZ: NZ=AX*BY-AY*BX
BN=FNB(NX, NY, NZ)

b=



760 CO=NY/BN

779 RETURN

780 READ M

799 FOR R=1 TO M:READ R(R),Y(R):NEXT

80©® BEGINN=1:FOR R=2 TO M

819 IF Y(R)>=Y(R-1) THEN 880

820 IF R=M THEN 840 _

830 IF Y(R+1)<Y(R) THEN 989

849 U=Y(R):A=R-1:0=0

850 IF Y(A)>U THEN O=-O%(Y(A)<=0)-Y(A)*(Y(A)>O):A=A-1:
IF A=KEZDET-1 THEN 86¢¥ ELSE 859

860 START=A

870 A=R

889 IF A=M THEN 90@

8990 IF Y(A)<O THEN A=A+1:GOTO 880

999 ENDE=A

9190 IF W1>0 THEN 950

920 KEZDET=ELEJE :BEFEJEZES=START:LEPES=1:GOSUB 500

930 KEZDET=VEGE:BEFEJEZES=8TART+1: LEPES=-1:GOSUB 500

949 ELEJE=VEGE+1:R=ELEJE:GOTO 98¢

950 KEZDET=VEGE: BEFEJEZES=5TART+1:LEPES=-1:GOSUB 5@@

9690 KEZDET=START: BEFEJEZES=ELEJE: LEPES=-1:GOSUB 50

979 ELEJE=VEGE+1:R=ELEJE

980 NEXT

999 END

1900 DATA 13,.1,-1,3,-.6,2.5,-.56,1,-.5,1,2,2,7,2.7,3,
i B F190, 8Py By By Oy BuDylad) sy d
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2.13 Haromdimenzios gombok

Ahhoz, hogy a gdombo6t harom dimenzioban abrazolni tudjuk, at kell gondolni, hogy miképp
irhato le egyaltalan egy gomb az R3-ban. A gémb azon pontok mértani helye, amelyek
meghatarozott r tavolsagra vannak egy adott ponttol, pl. a koordinata-rendszer O pontjatol.
Mas megkozelitésben: ha az r radiuszvektor az O pont korul forog, akkor a vektor csucsa

mindig egy gdmbdn mozog. Ezt szemlélteti a kovetkezd abra:
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}zﬁ tengely X = [-COS I-COS g

y =r-cosi-sin g

Z =r-sini

y-tengely

x—tengely

<9

Ha egy szelessegi kort akarunk leirni, akkor a z-koordinatat allandonak kell valasztani. Az (/)
jeli abra alapjan:

z, = rsin (i).
A gobmb egy pontjat vektorialisan a kovetkezé Osszefiiggéssel adhatjuk meg:
r=x+y t+z.
Az x, +y, vektor az x— y sikban fekszik, igy irhato:
X, +y, | = |rcos (i)
A (2) jelu abra alapjan x,- és y,-re irhato:

x, = rcos(i)cos(g);
vy, = recos (i) sin (g).

Ezzel meghataroztuk a gomb egy P = (r, i, g) pontjanak az un. polarkoordinatait. A
polarkoordinatakra a kovetkezo egyenletet irhatjuk fel:

o rcos (i)cos(g)
P=(rig)= y, = rcos(i)sin(g)
z, rsin (i)

Térjink vissza a szélességi korhoz: a szélességi kort ugy tudjuk leirni, hogy i értékét allandonak
valasztjuk, a g pedig befutja a 0-tol 2zn-ig terjedd intervallumot.
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A hosszasugi kor ehhez hasonloan irhato le, de ekkor a g allando és i értéke valtozik 0-tol 2n-ig.

Ha a gomb egy P = (x,, v,, z,) ponyjat koordinataival megadtuk, akkor ezt a P vektort
tetszOlegesen el tudjuk forgatni a rotacios matrix segitsegével, Ha ezt az elforgatast a gomb
minden pontjara elvégezzuk, akkor ezzel az egesz gombot forgatjuk cl.

A képernyon vald abrazolashoz célszerlien a parhuzamos vetitést hasznaljuk fel, mégpedig az y-
tengellyel parhuzamosan, az x — = sikra vetitve. fgy a gomb felszinének egy tetszdleges pontja
akkor nem lesz lathato, ha az y, koordinataja negativ. Ezzel egy nagyon egyszeru modszer van a
kezliinkben arra, hogy az eltakart vonalakat felismerjiik és lathatatlanna tegyiik.

A vetitési képletre — mint mar annak targyalasakor végiggondoltuk — ezuttal nincs
sziikséglink, ui. az x, és a z, komponenseket egyszerien mint kétdimenzios képernyo-
koordinatakat értelmezzuk. Ezeken a megfontolasokon alapul a kovetkezd programunk is.

A bemutatott eljaras sokoldaluan hasznosithato. Ha kello szamu koordinatat adunk meg a
gépnek, akkor a foldgombot tetszoleges poziciobol megnézhetjik. Az eljarassal egyszeriibb
molekuldk — mint pl. H,O vizmolekula vagy az NH; ammoniamolekula — modelljét is
eléallithatjuk.

Programleiras

Sor Magyarazat
120130 A forgatas szoge
140-—210 Rotacios matrix
230—-260 A gobmb konturja
270—360 Hosszusagi korok
370460 Szélességi korok

FIGYELEM: a program nem tartalmaz magyardzatokat, ezért a gyakorlati rész bevezetijét
FELTETLENUL el kell olvasni!

50 REM ... P15 ...

188 KEM ., 00 mss Gombok haromdimenzios abrazolasa
118 CLS:SCREEN 2:KEY OFF:PI=3.1415

120 INPUT "W1,WZ2,W3,R";W1,WZ,W3,R:CLS

130 W1=W1xPI/180:W2=W2xPI1/180:W3=W3*PI1 /180

140 M(1,1)=COS5(W2)*xCOS(W3)

150 M(2,1)=-CO5(W2)*SIN(W3)

160 M(3,1)=8SIN(WZ2)

170 M(1,2)=CO5(W1)*XSIN(W3)+BIN(W1)*SIN(W2)*COS(W3)
180 M(2,2)=CO5(W1)*COS(W3)~-SIN(WL)*SIN(W2)*SIN(W3)
19@ M(3,2)=-SIN(W1)*COB(W2)

200 M(1,3)=SIN(W1)*SIN(W3)-COS(W1)XSIN(W2)*COS(W3)
219 M(2,3)=8IN(W1)*COS(W3)+COS(W1)*SIN(W2)*SIN(W3)
220 M(3,3)=COS(W1)*COS(W2)

230 PSET (320+2%R,109)

240 FOR I=¢ TO 2xPI STEP .04

250 X=320+2*%R*¥COB(1):Y=180-R*B3IN(I)
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269
279

28y
290
309
319
320
339

349

350
360
370

380
38¢

LINE-(X,Y):NEXT

FOR G=0 TO Pl=.2 STEP PL/17:

FOK I=@ TO 2xPI STEP .93
Z=SIN(I):X=COS(I1)*COS(G):Y=COS(I)*SIN(G)
XA=M(1,1)%xX+M(2,1)*Y+M(3,1)%Z
YA=M(1,2)%X+M(2,2)*xY+M(3,2)*Z
ZA=M(1,3)*kX+M(2,3)%XY+M(3, 3)%Z

IF YA<@ THEN AA=1:GOTO 360©
XB=320+2%R*kXA:YB=1J0+R*ZA

IF I1=¢0 OR AA=1 THEN AA=@:P3ET (XB,YB):GOTO 360
LINE -(XB,YB)

NEXT:NEXT

PYOR I=(-P1/2+P1/8) TO (P1/2-Pl1/9) STEP PI1/9:
FOR G=@ TO 2%PI STEP .93

Z=SIN(I): X=COS(I)*xCOS(G):Y=COS(I)*SIN(GQ)
M(1,1)*xX+M(2,1)*Y+M(3,1)*7Z
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2.14 Gombtukrozes

A vektorszamitas nagyon szép alkalmazasa az az eljaras, amikor olyan tikorkepet szerkesztink
meg, mint amit egy szappanbuborékon vagy fényes vasgolyon latunk.

Induljunk ki a kovetkezo feltételekbol: a szemiink helyzete valtozatlan marad az A = (0; 10; 0)
pozicioban, amig a tiikkorképet nézziik, tovabba, hogy olyan gomboén levo tikorképet nézink,
amelynek sugara egységnyi (r= 1), kozéppontja pedig a koordinata-rendszer k6zéppontjaban
van. A szemiink elé tarulo képet ismét a kozéppontos vetitées kepletével hatarozhatjuk meg ugy,
hogy a latosugarat metssziikk az x —z sikkal. Mint az abrabol lathato, ekkor a gomb sugara
virtualis és a virtualis sugar R, = (1; 1 — 1; |A|) koordinatakkal jellemezheto.

A 0

Miel6tt meghatarozzuk egy targy gdmbon lathatéd tiikorképét, térjiink ki egy egyszeribb
problémara!

Adott a K kor az R2-ben: a kor sugara 1 és kdzéppontja a (0; 0) pontban van. Tovabba adott a
P = (p,; p2) pont, ahol p, =0, ill. az A = (a,; a,) pont, ahol a,=0.
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Hatarozzuk meg azt az X = (x,; x,) pontot, amely kielégiti az
x2+xi=1

egyenletet, azaz rajta van a K koron, és amelynek az x, koordinatajara fennall az x, =0
egyenlotlenség, tovabba eleget tesz az alabbi egyenlOségnek:

L) ()5

ahol

rp=\/p—f+—p§; r,=./a*+a’

Figyelembe véve a P és az A pontra megadott feltételeket, a kovetkezO egyenletrendszert
allithatjuk fel:

B BZ . _ A2
N aresr T\

ahol

A = Py A, B=p2ra—a2rp.
Meg kell még vizsgalnunk az A2+ B? = 0 esetet. Ha figyelembe vessziik, hogy r,=a, és a, =0,
ill. p, =0, akkor behelyettesités utan az r, = p, 6sszefiiggeést kapjuk. Ez viszont azt jelenti, hogy

p,=0, amibdl pedig az kovetkezik, hogy a P pontnak az x-tengelyen kell fekiidnie.

Ezzel a kor egy olyan pontjat hataroztuk meg, amely az 4 pontban levo szem szamara a P pont
tikorkepeként jelenik meg, ui. ebben a pontban teljesill, hogy a beesési sz0g egyenloé a
visszaverodesi szoggel.

Ezt az egyszerii megoldast most mar felhasznalhatjuk gombtiikrozési problémank megoldasa-
ban is. Tételezziik fel, hogy szemiink az 4 pontbol nézi a P pont tiikorképét, ami a kiindulasi
gombiinkon tiikkrézodik. A P pontnak a gdmbon lathato tiikorképe az X pont, amelyre nyilvan
érvényes a kovetkezo allitas: X abban a sikban fekszik, amelyet a P és az A vektorok feszitenek
ki. Ezzel viszont tiikrozési problémankat az elobbiekre vezetiiik vissza. Hatarozzunk meg most
egy olyan (x; y) koordinata-rendszert, amelyben P és 4 a megadott feltételeket kielégitik. Az x-
tengely legyen az A vektor. Szerkessziink egy erre meroleges Y vektort, amely a P és az A
vektorok altal kifeszitett sikban fekszik. Ezt az Y vektort az

Y = (AxP)xA

vektorialis szorzasokkal nyerjik. Képezziink most az X és Y iranyu egysegvektorokat! Ezekkel
az egysegvektorokkal egy olyan kétdimenzios koordinata-rendszert definialtunk, amelynek
iranyvektorai X° és Y°.
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Koordinata-transzformaciot alkalmazva:

i .0 0 .0 ]
Px A Xy Xy I8

N 0 0 (0] . pz
Py Yi o ¥Ya )3 P3

az A és a P pontot az uj koordinata-rendszerinkbe transzformalhatjuk at.

A bemutatott eljarassal mar kiszamithatjuk az X’ tikorképpontot az S’ rendszerben i1s. Az X’
pontot inverz koordinata-transzformacioval visszatranszformaljuk az S rendszerbe és ezzel
megkapjuk a gombon levo pontot.

0 .0 v
o xy ¥y b o
0D 0
X3 X2 2
0 .0 X
X3 X3 V3 X2

Természetesen azokat a pontokat, amelyek a gomb mogott vannak, nem lathatjuk. Ezert a
P, < 0esetben eloszor is meghatarozzuk a PA egyenesnek az x — = sikkal valo doféspontjat. Ha
ennek a pontnak az O ponttdl mért tavolsaga kisebb, mint az R, virtualis sugar, akkor ezt a
pontot mar el is felejthetjiik, ui. nem fog latszani.

Peldakent a kovetkezo abran egy olyan vasgolyot lathatunk, ami szabadon lebeg egy szoba
kozepén. A képen a szoba mennyezetén levo lampa mellett az az arnyek is latszik, amit a szoba
kozepén lebegd golyo a padlora vet.

Programleiras

Sor Magyarazat
110 Konstansok
120—180 A goémb konturja
200—230 Ellendrzés, hogy a pont latszik-e
240—310 Koordinata-transzformaci6
320—350 A pont tikorkepének kiszamitasa
360—380 Koordinatak visszatranszformalasa
390—440 A pont vetitése
450—470 A kornyezet definialasa

163



FIGYELEM: a program nem tartalmaz magyardzatokat, ezért a gyakorlati rész bevezetéjét
FELTETLENUL el kell olvasni!

60 REM ... Fl6 .
100 CLS:S8CREEN Z:KEY OFF:MX=160:MY=-1090:M@P=50:PI=3.1418
119 Al=0:A2=10:A3=0
1268 RA=HQR(AL"2+AZ™ 2+A372 )
139 X1=A1/RA:X2=A2/RA:X3=A3/RA
149 RV=1/5QR(1-1/RA"2)
150 PSET (2%(MX+MO*RV),MY)
160 FOR I=0 TO 2%PI STEP .04
170 X=2% (MX+MOXRV*COS (1)) : Y=MY+MOXRV*SIN(TI)
180 LINE - (X,Y):NEXT
199 GOTO 450
209 1IF P2-A2=0 THEN T=0:GOTO 220
21 T=Pe/ (P2-AZ)
220 GX=P1-T*x(P1-Al1):GY=P3-T*x(P3-A3)
230 IF (GX"2+GY"2)<KRV™2 AND P2<¢ THEN 449
240 B1=A3%(A3*XP1-A1%P3)-AZ%x(A1*P2-A2%P1)
250 B2=Al1*x(Al*xP2-AZ2*P1)-A3%(A2%P3-A3%P2)
260 B3=AZX(AZ*P3-A3%P2)-Al1X(A3*%P1-A1%P3)
279 BB=SQR(B172+B272+B372)
280 Y1=B1/BB:Y2=B2/BB:Y3=B3/BB
290 PX=P1xX1+P2%X2+P3%X3
300 PY=P1xY1+P2%Y2+P3%Y3
310 AX=RA:AY=0
320 RP=8BQR(P172+P272+P372)
330 A=PX*RA-AX*RP:B=PY*RA-AY*RP
349 IF A~2+B"2=0 THEN GX=9:GY=0:GOTO 439
350 SX=SQR(B"2/(A"2+B"2)):9Y=5QR(A2/(A"2+B"2))
360 Gl=0X*X1+S5Y*Y1
370 GZ=0X*X2+5YXY2
380 G3=0X*X3+5YXY3
380 IF GZ2-AZ2=0 THEN T=0:GOTO 41¢
408 T=G2/(G2-A2)
410 GX=G1-T*(G1-Al)
4290 GY=G3-Tx(G3-A3)
439 PSET (2% (MX+MO*GX), MY-MO*GY)
449 RETURN
459 P3=-2:FOR P1=-3 TO 3 STEP .5:
FOR P2=-3 TO 3 STEP .15:GOSUB 200: NEXT:NEXT
460 P3=-2:FOR P2=-3 TO 3 SBTEP .5:
FOR P1=-3 TO 3 STEP .05:GOSUB 2¢0@0:NEXT: NEXT
4790 END
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2.15 Real-time — trukkfilm a GET és a PUT
utasitasok alkalmazasaval

A GET és a PUT utasitasok alkalmazasaval iehetoségiink nyilik arra, hogy pl. térhatasu
mozgasokkal un. real-time (valos ideju) trikkfilmet készitsink. Nézzunk erre egy peldat:
gombot rajzolo programunkkal elkészitiink 10 képet egy gombrol, mégpedig Ggy, hogy minden
kép az el6zohoz képest 1°-kal el legyen fordulva. A 10 képet a GET utasitassal taroljuk az
operativ tarban. Az 1°-os folytonos elforditast azért valasztottuk, mert a rajzon a hosszusagi
koroket 107-onként rajzoltuk meg. Ha most a PUT utasitassal a 10 képet gyorsan egymas utan
ugyanazon a helyen megjelenitjik, akkor az a benyomasunk alakul ki, hogy a gobmb forog. A
kep kisse villodzo ugyan, de ha a tizedik kép utan rogton elolrol kezdjik az elsovel, akkor
folyamatos forgast latunk. A gomb sugara nem lehet nagyobb, mint 65 egység, mert egyébkeént
nem volna elegendo a 64 kbyte-os BASIC-teriilet.

A kovetkezo program egy bolygd kiséroholdjainak mozgasat szimulalja. A kézponti bolygo
képét a gombot rajzolo programmal allitottuk el6. A keringési palya sikjat 20°-os szogbol latjuk.
Ha megadjuk a legbelsé hold keringési idejét, akkor a tobbi hold keringesi ideje a legbelso hold
keringéset leiro szinusz-, ill. koszinuszfiiggvény argumentumanak egy konstanssal valo
osztasaval szamithato .ki. Ha az r palyasugarat szabadon valasztjuk meg, akkor a keringési
palya ellipszisének az a nagy féltengelye a képernyon r, a kis féltengelye pedig b = sin 20° lesz.

A legbelsé holdat a kozponti bolygd idonként takarja. Ha a bolygd sugarat 25 egységben
hatarozzuk meg, akkor a takarasra a kovetkezo feltételt adhatjuk:

d = sqr ((x(hold 1)—320) A 2+ (y(hold 1)—100) A 2)
if d<25 and y< 100 then .. .cltakaras
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Programleirds

Sor Magyarazat
120—200 Az 1...5 holdak megszerkesztése
210 A goémbot rajzoldé programmal korabban eldallitott, majd lemezen tarolt
bolygo képenek betdltése
220—250 A hatter csillagai
260-—560 l...5 holdak

FIGYELEM: a program nem tartalmaz magyardzatokat, ezért a gyakorlati rész bevezetijét

FELTETLENUL el kell olvasni!

56 REM ... P17 ...
198 RBEM & i00:m2: Bolygorendszer
119 DIM M1(34),M2(34),M3(34),M4(34),M5(34):MX=155:

120
130
140
150
160
176
180
199
200
219
220
239
240
259
269
270
2840
290
300
310
329
339
349
350
360

379
380
3380
400
419
429
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MY=95:PI=3.14159

FOR I=1 TO 5

CLS:LOCATE 1,1:PRINT RIGHT$(STR$(I),1)
CIRCLE (13,5),5:PAINT(13,5)

IF I=1 THEN GET(9,9)-(18,19),M1

IF I=2 THEN GET(©9,9)-(18,19),M2
IF I=3 THEN GET(9,9)-(13,10),M3
IF I=-4 THEN GET(©,92)-(18,10),M4
IF I=5 THEN GET(9,90)-(18,1d),M5
NEXT

BLOAD "B:Bolygo.PLS":RANDOMIZE V

FOR I=1 TO 200:X=319%RND(1):Y=199%RND(1)
IF SQR((X-16@)"2+(Y-109)"2)<25 THEN 2592
PSET (2*X,Y)

NEXT

XA1=MX:YA1=MY+20:PUT(2%xXA1l,YAl1), M1
XA2=MX:YA2=MY+29: PUT(2%XA2,YA2),6 M2
XA3=MX:YA3=MY+33: PUT(2%XA3,YA3),M3
XA4=MX:YA4=MY+41:PUT(2%XA4,YA4) M4
XA5=MX:YAS5=MY+51: PUT(2%XA5,YA5),M5

FOR I=0 TO 49%PI STEP .5
X1=MX+60%SIN(I/2)

Y1=MY+20*xCOS(1/2)
D=SQR((X1-MX)"2+(Y1-MY)"2

IF D<27 AND A=1 THEN 390

IF D<27 AND Y1<MY THEN PUT (2xXAl,YAl),M1:A=1:
GOTO 399

IF A=1 THEN A=90:PUT (2%X1,Y1),M1:GOTO 399
PUT (2xXA1l,YAl1),M1:PUT (2%xX1,Y1),M1
XA1=X1:YAl1=Y1

X2=MX+85%SIN(I/3)

YZ2=MY+29%COG(1/3)

PUT (2%XA2,YA2),M2:PUT (2%X2,Y2),M2



439
440
459
460
479
480
490
91%2%
5190
020
539
549
5569
560

XA2=X2:YAZ2=Y2

X3=MX+95*SIN(I/3.5)

Y3=MY+33%CO5(1/3, 5
PUT (2%xXA3,YA3),M3
XA3=X3:YA3=Y3
X4=MX+120%SIN(I/6)
Y4=MY+41%xCOS(1/6)
PUT (2%xXA4,YA4),M4
XA4=X4:YA4=Y4
X5=MX+150*SIN(I/8)
Y56=MY+51xCOS(1/8)
PUT (2%XA5,YAb5),M5
XAS=X5:YAL=YD

NEXT

)
:PUT (2*%X3,Y3),M3

:PUT (2%xX4,Y4),M4

:PUT (2%X5,Y5),MH
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2.16 Vektorerteki fuggvenyek

A kovetkezOkben azzal fogunk foglalkozni, hogy miképp lehet egy tetszOleges térgorbet leirni.
Megvizsgaljuk azt is, hogy a csak néhany érbeli ponttal megadott gorbe altal meghatarozott
torottvonal — nemlinearis interpolacioval — hogyan szamithato. Ebben az alfejezetben
meglehetosen sok, nem éppen konnyi matematikat kell alkalmaznunk. Ha az Olvasonak a
matematikai alapokra nincs égetden sziiksége, javasoljuk, ugorja at az interpolacios gorbék
elméleti levezetését. A programmal jol lehet dolgozni akkor is, ha az elméleti alapok hianyoznak.
A térgorbe parameéteres alakjanak a megértése azonban feltétel, ezért a program bevezetojét
alaposan el kell olvasni'

2.16.1 FUGGVENYEK PARAMETERES ALAKIJA

A paraméteres alakot mar akkor megismertiik, amikot a korok és az ellipszisek programozasa-
val foglalkoztunk. A fliggvény paraméteres alakja egy gorbefogalom, ami a kinematikabol
szarmazik. A P(r) fuggvény a P pont térbeli mozgasat irja le, megadva a P pont helyét az ido
figgvenyében, azaz a ¢ idopillanatban. A

x(1)

r—| »(1)
z(1)

Osszefligges alapjan pl. leirhatd a kovetkezo fiiggveny:

4

P(t)

/

Tehat olyan fiiggvények grafikonjardl lesz sz6, amelyek egy szamhoz (idéponthoz) egy vektort
rendelnek. A vektort koordinataival irtuk fel.
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2.16.2 NEMLINEARIS INTERPOLACIO

Tetelezzik tel. hogy egy olvan gérbét akarunk leirmi. amelyrol Iényegeben alig tudunk valamit.
Mindossze nehany ponta ismert, ill. ¢ pontok azon sorrendje. amely sorrendben a gorbe a
pontokon atmegy.

Tekintstnk egy példat a probléma megértéserc! A kovetkezo gorbet akarjuk leirni:

A gorbebol azonban csupan néhdny pont ismert:

oMo
o

5
o

A legegyszerubb megoldas a gorbe pontok kozotti alakjanak meghatarozasara az lenne, ha a
pontokat egyenes szakaszokkal kotnenk ossze.

Ez a megoldas sok esetben meg is felel a céloknak. Miképp kell azonban eljarnunk akkor. ha
jobb kozelitést akarunk eléerm? Ez azert is érdekes, mert a természeti jelensegeket leiro gorbek
nem ,.cikcakkos™, hanem altalaban ,;sima’ lefutasuak. Ezert tehat a kovetkezo lépeésben a
gorbét | lekerekitjik™, pl. oly modon, hogy 3 pontra egy korivet — vagy valami mas alkalmas
gorbét — fektetlink, és ezaltal tovabbi pontokat hatarozunk meg:
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Az credményil kapott gorbe mar sokkal ..kerckebbnek™ néz ki:

o

Ezutan az a keérdeés, hogy melyik fuggvény alkalmas arra, hogy a pontokat legjobban
kozelithessiik? A leggyakrabban a Lagrange-féle interpolacios eljarast alkalmazzak a fluggvény
meghatdrozasara.

Ha az ismert pontok szama n, akkor felirunk egy olyan (n— 1)-ad foku polinomot, amely az
Osszes pontot tartalmazza. Pl. a kovetkezo pontokat ismer)ik :

“Y: =1, 5B
Vi

Ekkor egy masodfoku polinomot irhatunk fel:
ax?+bx+c¢ =y

Az x, es az y, behelyettesitesével a kovetkezo egyenleteket kapjuk:
axt+bx,+c = y,;
axs - bxs &= g

a5 by HES iy,

Az egyenletrendszer matrix alakban:

Y =M-A,
ahol
¥y s Xy | a
Y=1]), M=|x2 x, 1 es A=|5b
V3 % Xy | ¢
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Ha x, # x,# x5, akkor az M matrix sor-, ill. oszlopvektorai linearisan fliggetlenek, és igy a
matrix rangja r=3. Ebbol az kovetkezik, hogy az A vektor az

A=M1'1Y

osszefuggessel egyértelmien meghatarozhato. Szamos okunk van arra, hogy az eljarast ebben az
altalanos formaban ne alkalmazzuk. Csak a ket legfontosabbat emlitve: konnyen belathato,
hogy amennyiben az ismert pontok szama tobb mint 4, az M~ ! inverz matrix meghatarozasa
jelentds problémat okoz. A masik ok az, hogy a magasabb fokszamu polinomok gyakran
meredek hullamot vetnek, pedig a gorbénket éppenhogy simitani akarjuk. Milyen kovetelme-
nyeket kell tehat a megfelemo fliggvényekkel szemben tamasztani? A fluggvényeknek

/) csak 1 maximumuk és csak 1 minimumuk legyen;

2) legyen inflexios pontjuk.

Ezek a tulajdonsagok jellemzik pl. a harmadfoku polinomokat.
Neézziik meg eloszor a harmadfok polinomok egy specialis fajtajat. A binominalis tétel alapjan:
3 73
1 = ((1—w+u) = Z ( )(1 —u)3 e =
r=0 r
= (1—u)*+3(1 —w)?u+3(1 —wu?+u3

Az Osszegzendo

B.(u) = (i)(l —u)? "’

polinomokat nevezzuk Bernstein-féle polinomoknak, amelyek koénnyen ellenérizhetd tulaj-
donsagai a kovetkezok:

1) B,(u)-nak az u = 0 r-szeres gyoke;

2) B,(u)-nak az u = | (n—r)-szeres gyoke;

3) B,(u)-nak csak egy maximuma van az / = [0; 1] intervallumban, mégpedig u = r/3-nal.
Ezért a Bernstein-féle polinommal rendszerint az / = [0; 1] intervallumban dolgozunk.

Az 1) és 2) tulajdonsagok miatt a B,(u) polinomok linearisan fiiggetlenek és ezért bazist
képeznek a harmadfoku polinomok terében. Egy tetszoleges, legfeljebb harmadfoku poli(u)
polinom tehat eloallithatd a B,(u) polinomok linearis kombinaciojaként.

poli(u) = boBo(u)+ b, B,(u) +b,B,(u)+ b3 B3(u)

A b, szorzotényezoket interpolacios pontoknak, magat a polinomot interpolacios polinomnak
es az (i/n; b)) toréspontokkal jellemzett poligont interpolacios poligonnak nevezziik.

Példaként nézziik a kovetkezé harmadfoku polinomot:
poli(u) = 1(1 —u)*+3-3(1 —u)?u+4-3(1 —wu®+ lu>.

Ekkor az interpolaciés pontok (b, = 1, by = 3, b, = 4, b; = 1) és az interpolacios poligon a
kovetkezo modon abrazolhato:
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0 13 213 ! &

Nézziik meg mas szemmel is az abrat! A poli(x) figgvény simitja az in.terpoléci(')s poligont.
Amint ez konnyen kimutathato, a b, és a b, pontban a poli(#) polinom _megegxemk az
interpolacios poligonnal, egészen a masodik derivaltig. Ugy mondjuk, hogy a poli(«) polinom az

oy

h

1 L
3 3

k-1 k g k+1 k+2

—-l)—— ———

Nem kivanunk mélyebben belemeriilni a matematikai elméletbe, ezért fogadjuk el posztula-
tumként a kovetkezoket.

A d, és a d,,, polinomok kozott akarunk interpolalni. Mivel egy spline-hoz 4 interpolacios
egyutthato sziikséges, szerkesszitk mega by, bay 4 1, b34 + 1, pontokat, amelyek megfelelnek a b,
by, b, és by interpolacios pontoknak. (Létezésiik dsszefiigg a kzelitendd fiiggvény b, és Bagi+1y
pontokban val6 kétszeres, folytonos differencidlhatésagaval.)

A kovetkezo egyenletek irhatok fel:

|
by = g(dk—l+4dk+dk+l);

-4



. 1
B 1, = i(zdx+dk+ 1)

1
byx+1y-1 = i(dk+2dk+1):
1
b3(k+l) = B(dk+4dk+l+dk+2)-

A kozelitd interpolacios fliiggvény tehat:
poli(u) = by (1 —u)* + by 3(1 = u)’u+byps1y-1-

(I_U)3dk~1+

1
'3(|—u)u2+h3“+“u3 = Ein :6

1 4 1 1 1 1 1
+ (-2'“3—1424' 6)dk+ (— §u3+ §u2+ §u+ E)d"+1+6u3d*+2'

Vezessiuk be a kovetkezo roviditéseket:

1 3
Dyw) = c(I1~u)

Di(u) = — 1u3-f- luz-+- Eu—f—l
2 2 2 6
D ==
6

Matrix alakban felirva (nemsokara megmutatjuk, hogy miért éppen ezt az alakot valasztottuk):

pl(u)
. D
h = poliu) = (dy_ ydidy s 1+ 2)- DE“; . uel0; 1]
3

D 4(u)

Térjiink most vissza interpolacios feladatunk kiindulopontjara!

Célunk az volt, hogy az (x,; y.), kK = 1, 2, ..., n pontokbdl simitsuk a poligont. Konnyen
belathatd, hogy ezt a kovetkezod képlet felirasaval érhetjiik el (a parameéteres alakban az u
paraméter veszi at ¢ szerepét):

D, (u)
x(u) Xz X KXoy Xes D,(u)
= ' ; 0; 1
(y(“)) |:}’k—1 Yk Y+ yuz] D;(u) uel ]
D4 (u)
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Ez a sik (R?) interpolacios gorbéje. Hasonloan megadhato6 osszefugges az R" n-dimenzios térre:

x(u) Xik-1 1w Xrk+1 Xik+2) D(u)
X,(u) Xok-1) X2 X2+ 1) X2k+2) D,(u)
Xp(u) Xnk-1)  Xntky Knk+1) Xnk+2) D 4(u)

Ez a képlet a d, és a d, pontok ko6zotti interpolaciora nem érvényes, ugyanigy a d,_, és a d,
pontok kozott sem. Itt a kovetkezo peremfeltétel érvényes:

bo =dy €s by, = dn
1

D :13—{—
12(0) = S Hu

I s
Dy5(u) = 6“

Jelolésekkel a d, €s a d; pontok kozotti interpolaciora kapjuk:

"Dy (1)
h = (dyddy) | Dyy(u) |; wel0; 1]
D 5(u)

A d, , és a d, pontok kozotti interpolaciora pedig:

Dy y(u)
h = (dndn—ldnfz)- Dlz(u)
D, 5(u)

A kozelité figgvény a by, €s a by, 4, pontokban egészen a masodik derivaltig megegyezik az
interpolacios poligonnal. Ezért lehet két egymast koveto d, pont kozott kozeliteni, majd ezeket a
gorbedarabokat egymashoz flizni anélkil, hogy az igy eloallitott gorbe toréspontokat
tartalmazna, ill. hogy a gorbének folytonos, de nem differencialhatd helyei lennének.

A kovetkezo program alkalmazza ezt az eljarast egy sokszogvonalnak a[— 10; — 10]—[10; 10]
tartomanyban valo simitasra. Ennél az eljarasnal a kozelitd gorbe nem megy at az adott
pontokon, ezért nagyon jol alkalmazhatd a méréssel nyert, tehat természetiiknél fogva hibaval
terhelt mennyisegek kozelitesére. Ha a kozelito gorbének a megadott pontokon at kell mennie,
akkor a d, értékek helyett a b5, értékeket kell megadni és a d, pontokat kell megszerkeszteni.

-

Utmutatas
A pontok szamat és a pontok koordinatait DATA-sorokban adtuk meg a program végén. A

megadott értekeket és azok szamat az Olvaso tetszolegesen megvaltoztathatja. A program
mindig a poligon sikjanak egy négyzet alaku kivagatat mutatja. A négyzet élhosszusaga 1,
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kozéppontja az (m,: m,) pont. Ha a P, pont egybeesik P,-nel, azaz zart poligonrol van szo,
akkor csekély mértékben megvaltozik az eljaras. Ez esetben ui. nincs a poligonnak kezdete és
vége. tehat az egész poligont az altalanos képlettel interpolalhatjuk. A kezdo- és végpontra
vonatkozo specialis esetet itt tehat elfelejthetjiik. Egyszeriien azt tesszuk, hogy n-et 2-vel
megnoveljik n+2-re és a P,, P, pontokat mint P,,, és P,,, a poligon végehez fuzzik. A
simitas szokasos esetben igy nez ki:

P

Ha a P pontot sulyozni akarjuk, akkor az eljaras kétszeri alkalmazasaval mar ilyen kozelitd
gorbét kapunk:

P
Programleirds
Sor Magyarazat
120—140 A kivagat meghatarozasa
150—180 A képernyo-paraméterek beallitasa
190—250 A kozelito fliiggvény definialasa
260—290 A koordinatak olvasasa és a poligon megrajzolasa
300-—350 Az elso spline megrajzolasa
360—430 A koOzépsO spline-ok megrajzolasa
440—490 Az utolso spline megrajzolasa
500—520 DATA-sorok
530—620 A masik kivagat
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Poligon interpoléacidja
Elhosszusag

? 20

Kozéppont

? 0,0

Poligon interpolacidja
Elhosszusag

? 23

Kozéppont

? 0,0



FIGYELEM: a program nem tartalmaz magyardzatokat, ezért a gyakorlati rész bevezetdjét
FELTETLENUL el kell olvasni!

59 REM ... P18 ...

190 REM . ... . ... Poligon simitasa

1190 CLS:PRINT "Poligon interpolacioja’

120 INPUT "Negyzet elhosszusaga';L

139 INPUT "Kozeppont (MX,MY)";MX,MY

1480 A=MX-L/2:B=MY-L/2:0C=MX+L/2:D=MY+Li/2

150 READ N:DIM X(N+3),Y(N+3)

160 CLS:SCREEN 2:KEY OFF:MC (150,1)-(638,198),,1

178 PRI " = e oo cuemes wamse s"; :PRINT "pecligon'™:
PRINT "interpolacioja”

182 WINDOW (A,B)-(C,D)

1909 DEF FNB1(U)=((1-U)"3)/6

200 DEF FNB2(U)=(U"3)/2-U"2+4/6

219® DEF FNB3(U)=(-U"3)/2+(U"2)/2+0/2+1/6

22¢ DEF FNB4(U)=(U"3)/6

23 DEF FNB11(U)=(U"3)/6-U+1

24¢ DEF FNB12(U)=-(U"3)/3+U

250 DEF FNB13(U)=(U"3)/6

2600 FOR I=1 TO N:READ X(I),Y(I)

272 IF I>»1 THEN LINE -(X(I),Y(I)),, . &HB8&S

280 CIRCLE (X(I),Y(I)),.1

290 NEXT:IF X(1)=X(N) AND Y(1)=Y(N) THEN GP=1:
GOSURB 629:GOTO 369

apg 1=2:PSET (X{13,X(1l))

316 FOR U=@ TO 1 STEP .93

320 X=X(I-1)*FENB11(U)+X(I)*FNB12(U)+X(I+1)*FNB13(U)

330 Y=Y(I-1)YXFNB11(U)+Y(I)*FNR12(U)+Y(I+1)XFNB13(U)

349 LINE -(X,Y)

350 NEXT

360 IF GP=1 THEN N=N+2

378 FOR I=22 TO N-2

389 FOR U=@ TO 1 STEP .93

390 X=X(I-1)*¥FNB1(U)+X(I)*FNB2(U)+X(I+1)XFNB3(U)+
X(I+2)%XFNB4(0)

40 Y=Y (I-1)¥FNB1(U)+Y(I)*XFNB2(U)+Y(I+1)XFNB3(U)+
Y(I+2)YXENB4(U)

419 IF GP=1 AND Iz=z2 AND U=¢ THEN PSET (X,Y):GOTO 439

4290 LINE -(X,Y)

437 NEXT:NEXT:IF GP=1 THEN 539

44¢ I=N-1

450 FOR U=@ TO 1 STEP .93

460 X=X(I+1)XFNB11(1-U)+X(I)*FNB12(1-U)+
X(I-1)XFNB13(1-0)

470 Y=Y (I+1)XFNB11(1-U)+Y(I)XFNB12(1-U)+
Y(I-1)%FNB13(1-U)

480 LINE -(X,Y)
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490 NEXT

S0 DATA 16:REM ........ Az adatok szama

512 DATA -9.,8,~-7;-8,~4;2.5:—3.1,-8.:5,-.7,-8,1,-T:5,:3,
2,6,1,7,5,4,6

6200 DATA 2,9,-1:3,-2.1;8.5,-7:8.55~-5;56,-9.,0

539 PRINT :PRINT "Elhosszusag"

549 PRINT " ":LOCATE 6,1:INPUT L
5650 PRINT "Kozeppont”
569 PRINT *~ ":LOCATE 8,1:INPUT MX,MY

579 A=MX-L/2:B=MY-L/2:C=MX+L/2:B=MY+L/2

580 LINE (A,B)-(C,D),,B

58@ INPUT "OK";Q$

600 1IF Q$="N" THEN LOCATE 4,1:GOTO 539

610 RESTORE:MC :GOTO 150

620 X(N+1)=X(2):X(N+2)=X(3):Y(N+1)=Y(2): Y(NFZ) =Y (3):
RETURN
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Markus Weber konyve a szdmitégépes grafi-
ka, elsdsorban a 3 dimenziés 4dbrdzolds lehe-
" toségeivel ismerteti meg azokat az érdeklodo
Qlvasokat, akik élni kivannak IBM PC, illetve
ezzel kompatibilis szamitégépuk grafikus lehe-
toségeivel.

e Hogyan rajzolhatjuk meg egy haz pers-

pektivikus képét?

o Mit kell tenniink ahhoz, hogy megjelenit-
siik a statisztikai adatokbél nyerhetd in-
formacidkat?

e Mi az uzleti grafika?
e Milyen képet mutat szamitégépunk kép-

ernydjén a St. Helen hegy a vulkankitorés
elott és utan?

Az Olvasé a konyv tanulmdnyozdsa sordnuels

sajatithatja a grafika programozdsanak tudni-
val6it. Ehhez ny(jt segitséget a- matematikai
alapokat osszefoglald rész, illetve a grafikus
abrazolas gyakorlati alkalmazdsaira bemutatott
tobb BASIC-nyely{i programlista.
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