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A maéasodik kiadas elGszava

Konyvem elsg kiadasa kedvez6 fogadtatasra talalt a Maple-félhasznalék korében.
A Maple V legfrissebb, 4-es verzidja annyi Gj matematikai érdekességet és a
félhasznaloi feliileten végrehajtott javitast tartalmaz, hogy a Waterloo Maple
Inc. a ,Power Edition” szlogennel dobta piacra. Ez a két tény tette sziikségessé,
hogy az els6 utan nem sokkal egy masodik kiadas is elkésziiljén. Kijavitottam
a sajtohibakat, néhol atfogalmaztam a szdveget, az 1j és atdolgozott példikon
kiviil tobb uj anyagrészt is folvettem. Alig maradt érintetlen fejezet. Uj vagy
lényegesen megvaltozott részek: az assume ismertetése, az input/output, az
approximacié-elmélet, az integrilas, az Osszetett adattipusok, az egyszertsités,
a grafika, a differencislegyenletek és a matrixalgebra. A gyors referenciaként
hasznalhaté tablazatok a kiilénbdzs sajatossigokat, a parancsok opcidit stb.
Osszegzik. A keresés megkOnnyitését szolgalja a gondosan valogatott, kibdvitett
index. Szamos 1j példa mutatja be, hogyan hasznalhaté6 a Maple problémék
megoldasara, hogyan segithetiink a rendszernek a szamitasok kdzben, és hogyan
terjeszthetjiik ki a beépitett lehet&ségeket.

A konyvben f6lhasznélt Maple verzi6

A kdnyv masodik kiadasat teljesen atdolgoztam a Maple V Release 4-nek megfe-
lel6en. Egész pontosan ez a kiadis a Maple V Release 4 egy SUN SPARCstation
20 71-es modellen futé 3. béta valtozataval késziilt. Nem valdszintd, hogy a vég-
leges valtozat ettdl eltérne, bar a folhasznaloi feliilet még kissé valtozhat.! A
Maple V Release 4 ugyan sok platformon elérhetd, de a kényv legnagyobb része
platformfiiggetlen, mivel a rendszer matematikail sajatossdgaira koncentral.

1A Linuxon fut6 Release 4-gyel késziilt magyar forditas abrai és outputjai valoban mas
formatumuak néhol. (A Fordité megjegyzése.)
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A maésodik kiadas el@allitasanak technikai részletel

A kézirat kiszedésére a IFTEX-et hasznaltam. A Waterloo Maple Inc. egy modo-
sitott Maple valtozattal segitett a Maple szekciok IBTEX kodda alakitasdban. A
Waterloo Maple Inc. munkatéirsa, Stan Devitt altal rendelkezésemre bocsatott
eszkozok lényegében ugyanigy mtkddnek, mint a Maple ,Export to LaTeX”
meniipontja. Igy kénnyd volt a Maple munkalapokbél, az Gket kisérs kom-
mentarokbol, megjegyzésekbdl és magyarazatokbol all6 szdveget dsszeallitani.
Tovabba abban is biztos lehet az Olvasd, hogy reprodukalni tudja ezeket az
eredményeket akir a terminal képernySjén, akar papiron.

A Maple szekciok forraskodja

Az Internet-eléréssel rendelkezs olvasok az Gsszes Maple szekcié forraskodjat
letolthetik ftp-vel az ftp.can.nl géprdl vagy a http://www.can.nl WWW
szerverrdl.

Jelolések

A Maple kulcsszavait irégép, a Maple eljarasokra valé hivatkozasokat félkbvér
betttipussal szedtiik az egész konyvben.

Koszonetnyilvanitasok

Sokaknak halis vagyok a konyv elkészitésében nytjtott kdzremikddésiikért. Ko-
szonet illeti elsGsorban a Maple feljesztSit. Nagyszert eszkdzt hoztak létre a tu-
ddsok és a mérnokok szdmdara. A Release 4 mind matematikai képességeit, mind
konnyd hasznélatét illetSen jelentds elérelépés. Az aj kiadas elkészitése ezen 1j
lehetGségek kozti izgalmas folfedezbut volt. Nem késziiltem volna el ilyen hamar
a Waterloo Maple Inc. munkatérsai, Chris Howlett és Stan Devitt tdmogatasa
nélkil. Ellattak a program korai verzidival, a kdnyv irdsishoz szitkséges segéd-
programokkal. Batoritottak, mindig szivesen vették észrevételeimet, valaszoltak
kérdéseimre. Kiiloén koszonet illeti Gaston Gonnet-t, aki a zirichi ETH-n hoz-
zaférést biztositott a Maple fejleszt6i valtozatéhoz, hogy l1épést tudjak tartani a
szoftver fejlesztésével.

Ko6szo6nom az elsé kiadas olvasé6itél kapott javitasokat, hasznos Gtleteket és
elismer$ szavakat. Leveleik és e-mailben kiild6tt megjegyzéseik batoritottak a
javitott és bovitett kiadas megirasara.

Koszonetet kivanok mondani a Springer kiadé munkatérsainak, Riidiger Ge-
bauernek és Betty Sheehan-nek érdekl§désiikért és a kényvhoz nyijtott segitsé-
giikért. Halas vagyok a CAN Foundation tAmogatasaért, amely lehet&vé tette,
hogy egy idére megszabaduljak a CAN napi ligyeit6l, és csak az Gj kiadason
dolgozzam.


ftp://ftp.can.nl
http://www.can.nl
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Végiil, de nem utols6sorban megk6sz6ndm Rudi Hirschfeldnek a CWI-bdl,
CAN-beli kollégaimnak, Leendert van Gastel-nek és Roderik Lindbergh-nek,
hogy gondosan és alaposan &tolvastak a kézirat korai valtozatait. Ertékes meg-
jegyzéseik sokat javitottak a konyvon. Dick Verkerk a CAN Diensten-t6l szintén
batoritott és tamogatott.

Mindezen segitség ellenére kényvem olvaséi bizonyara tovabbi megjegyzések-
kel, javaslatokkal és korrekciokkal fognak eldhozakodni. Eszrevételeiket az alab-
bi cimen virom:

University of Amsterdam
CAN Expertise Center
Attn. André Heck
Nieuwe Achtergracht 170
1018 WV Amsterdam
The Netherlands

E-mail cimem

heck@can.nl


mailto:heck@can.nl

fae

sl <0 = 0 Lasdiieda o dast U

*
‘ n b
o Te
- . . —

N . Ly i

skt vt © vaiznrd i beragdriigse olgsl o 6k Anatidet e

L

2} " 'L.
1= W
Lz
. 2
[~y ‘
Ihax  §-=3
L Lt n
| %y
-»m"m-l‘.w[ PENEY "‘vﬁ;q = Py G |
odA aaouley T Tl p Lo s g P LTS
~vi-ed 4 %
e T ISR L
heem i S Sy
> : U IR S S TR
[ LT I M T SV TP - T ( SO R 1
B & o
] Wis » > "'._ [ B i I
i i f
8 N TR TR
whe Fod =+ glams Bagn e B Rah



Az elst kiadas elGszava

A szamitogépekkel vegzett szimbolikus szdmitasoknal (szémitégépes algebranak
is szokas nevezni) a matematikai szamitasok hagyomanyos eszkdzeit, a papirt
és a ceruzat, a billentyiizet és a képernyS helyettesiti. A szamitégépes algeb-
rai rendszereknek nevezett interaktiv programok félhasznaléi a szamokon kiviil
szimbolumokkal, formuldkkal, egyenletekkel stb. is dolgozhatnak. Sok mate-
matikai feladat, igy példaul a differencislas, integralas, fiiggvények sorfejtése,
szimbolikus elemeket tartalmaz6 matrixok invertalasa kiilonésebb emberi eréfe-
szités nélkiil gyorsan, nagy pontossaggal megoldhato.

A szamitogépes algebrai rendszerek hathatds segédeszkdzei a matematiku-
soknak, fizikusoknak, vegyészeknek, mérnokoknek, technikusoknak, pszichols-
gusoknak, szociolégusoknak — vagyis mindenkinek, aki matematikai szamita-
sokat végez. A szamitégépes algebrai rendszerek nélkiilézhetetlenek a modern
elmeéleti és alkalmazott tudomanyos kutatasokban, valamint az oktatasban.

Ez a kbnyv az egyik modern szamitoégépes algebrai rendszert, a Maple-t ismer-
teti. Els6sorban arra tanit meg, hogy a Maple mire képes, és miként hasznalhatd
(alkalmazott) matematikai problémak megoldasara. A konyv sok példat és gya-
korlatot tartalmaz (elemiektd! a bonyolultabbakig). Ezek a Maple hasznalatara
Osztokelnek, és a rendszerben valé eligazodést segitik. Azt tanacsolom, hogy a
kényvet a Maple rendszerrel egyiitt olvassak, probaljdk ki a példak kilonbézs

A hangsulyt a Maple alapvetd elveinek és 6tleteinek megismertetésére helyez-
tiik, hogy az Olvasot f6lkészitsiik matematikai problémainak a rendszer segit-
ségével torténd effektiv megoldasara. A Maple egyes beépitett lehet&ségeirsl
az online sugd vagy a szoftverrel adott dokumentacié részletesen tajékoztat.
Matematikat sem akarunk tanitani: ismertnek tételezziik 6l a példak elméleti
hatterét. A sokféle probléma és a Maple altal nyGjtott megoldasok megismerése
képet adhat a rendszer lehetGségeirdl.

A kényvben nem targyaljuk kimerit§en a Maple programozéasi nyelvét, csak
egyszerid eljarasokat és alapvet6 nyelvi konstrukcidkat haszndlunk. Az adat-



struktiarakat azonban részletesen ismertetjiik, mivel alapos megértésiik nélkii-
l6zhetetlen a kifejezések hatékony kezeléséhez és egyszeriisitéséhez. Ez jo kiin-
dulépontot jelent a pogramozéasi nyelvvel valé tovabbi ismerkedéshez is.

A folhasznalt Maple verzid

A Maple V Release 2 verzidja a nagyszamitogépektsl a munkaslloméasokon at a
Macintosh, Next, Amiga, IBM PC és velitk kompatibilis rendszerekig mindeniitt
elérhets. Ennek hasznalatat tételezziik fol, bar a kényv nagyrésze platformfiig-
getlen.

A konyv el6allitdsanak technikai részletei

A konyv egy Silicon Graphics Indigo szerveren futé Maple V Release 2-vel
készlilt. A Waterloo Maple Inc. 4ltal médositott program lehetévé tette az
egyes Maple parancsok outputjanak Postscript formatumu elmentését. Ezeket a
Postscript eredményeket a TEX-hel végzett szedéskor illesztettiik be a kéziratba.
Igy ,val6di” Maple szekcidkat, az Sket kiséré kommentéarokat, megjegyzéseket és
magyarazatokat tartalmazé szoveget allitottunk Gssze. Ennek kévetkeztében az
Olvasé is biztosan reprodukalni tudja ezeket az eredményeket akir a terminal
képerny6jén, akar papiron. A Maple inputot és outputot Courier fonttal szed-
tiik, hogy kdnnyen megkiilénboztethets legyen a tobbi szévegrészt6l. A Maple
eljarasok neveit félkévérrel irtuk. A kényv nyomdakész formatuma a CWI 1200
pont/inch félbontasa fényszedSgépén késziilt.

A konyv eredetérsl

A szerz6 1987-ben a Nijmegeni Egyetemen kezdett hozza bevezetd Maple kurzu-
sok kidolgozasahoz. Azdta a kurzusok anyaganak tobb atdolgozott és korszeri-
sitett valtozata jelent meg. A legfontosabb a szintén nijmegeni Ernic Kamerich-
hel k6z0sen irt 1990-es Introductie in het gebruik van maple cimd konyv. Ebben
a meglévs részeket kiegészitettiik, atdolgoztuk, kibévitettiik. A jelen kdnyv
alapjat is ez képezi, bar a Maple V Release 2 megjelenése miatt a szoveget sok
helyen meg kellett valtoztatni és ki kellett b&viteni. Tovabba szamos, a Map-
le gyakorlati hasznilatat bemutaté példat is folvettem. Mindemellett Ernic
Kamerich munkija déntéen hozzajarult a kényv olvashatosagahoz és hasznal-
hatésagahoz.

Koszonetnyilvanitasok

Sokan kézremiikddtek a kényv elkészitésében. Els6sorban a Waterloo-i Egyete-
men a Symbolic Computation Group-ban valamint a Waterloo Maple Software-
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nél dolgozé barataimat és kollégaimat illeti koszdnet tamogatasukért, batorita-
sukért és az elmilt néhany évben megvélaszolt kérdéseimért. Riidiger Gebau-
ernek, a Springer kiad6 munkatirsinak meg szeretném koszoénni a konyv iranti
érdeklédését és hozzam valé tiirelmét. Halaval tartozom Darren Redfernnek és
Bruce Barbernek a kézirat gondos és alapos atolvasasaért, tovabba angoltuda-
som és stilusom javitdsaért. Felbecsiilhetetlen értékiiek voltak Michael Monagan
megjegyzései, javaslatai és kritikai észrevételei. Koszonet Ron Sommerlingnek
a Maple-rél és a kurzus anyagar6l folytatott beszélgetésekért. Nancy Blach-
man és Bert Ruitenburg a kényv egyik koral valtozatarél tettek megjegyzése-
ket. Nagyra értékelem Jan Schippernek a kézirat nyomdakész alakra hozasaban
nyudjtott segitségét. Marc van Leeuwen a TEX hasznélatdhoz adott nélkiiloz-
hetetlen tanacsokat. Végiil, de nem utolsésorban meg szeretném koszonni a
CAN Foundation-nél és a CAN Expertise Center-ben dolgozé kollégaimnak, ne-
vezetesen Arje Cohen-nek, Jan Sanders-nek és Leendert van Gastel-nek, hogy
emlékeztettek arra, hogy a kdnyveket meg kell jelentetni, és intézték a CAN
napi ligyeit, mig a konyvon dolgoztam. Mindezen segitség ellenére konyvem ol-
vas6i bizonyéra tovabbi megjegyzésekkel, javaslatokkal és korrekciékkal fognak
elshozakodni. Eszrevételeiket az aldbbi cimen varom:

University of Amsterdam
CAN Expertise Center
Attn. André Heck
Nieuwe Achtergracht 170
1018 WV Amsterdam
The Netherlands

E-mail cimem

heck@can.nl
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Bevezetés a szamitogépes
algebraba

A fejezetben réviden ismertetjiik a szamitogépes algebrai rendszereket!, néhany
szot ejtiink torténetiikrdl, példakat mutatunk a szamitégépes algebra folhaszna-
lasara, majd megvizsgaljuk ezen 4j technolégiai eszkdzok eldnyeit és korlatait.
A fejezetet a Maple tervezésének rovid vazlatival zarjuk.

A fejezet példai néhany esetben komoly matematikai ismereteket igényelnek.
A misodik fejezettel kezd6dGen részletes, 1épésrél lépésre haladd bemutatasit
adjuk a Maple rendszernek, mint szimbolikus kalkul&dtornak. A kényv hatralévé
része kiilonosebben nem tételezi {6l a jelen fejezet ismeretét, igy aki mar annyi-
ra szeretné a Maple-t megismerni, hogy egy percet sem tud varni, nyugodtan
atugorhatja, és kés6bb ismét visszatérhet ezekre a lapokra.

1.1. Mi a szamitogépes algebra?

Torténetileg a szdmitani (compute) igét leginkabb a ,szamokkal szamolni” érte-
lemben hasznaltak. Numerikus szamitasok alatt azonban nemcsak a szidmokon

1A ,Computer Algebra” szakkifejezés magyar megfeleldjeként a ,szamitogépes algebra”,
ezzel 8sszhangban a ,Computer Algebra System” forditasaként a ,sz&mitogépes algebrai rend-
szer” terminust hasznaljuk (A Fordité megjegyzése.)
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végzett alapvetd aritmetikai miiveleteket (mondjuk az Gsszeadast vagy a szor-
zéast) kell érteni, hanem bonyolultabb szamitasi eljarasokat is, mint példaul ma-
tematikai fliggvények értékeinek numerikus kiszamitasit, polinomok gytkeinek
meghatarozasat és matrixok sajatértékeinek numerikus kbzelitését. Az ilyen ti-
pust szamitasok lényege, hogy aritmetikai miiveleteket hajunk végre szamokon
és csak azokon. Tovabba a numerikus szdmitasok az esetek nagy részében nem
pontosak, mivel az alkalmazasokban majdnem mindig lebeg6pontos szamokat
hasznalunk. Egyszerid szamitisokat végre lehet hajtani papirral és ceruzéaval
vagy zsebszamoldgéppel;, nagy numerikus szamitisokra a nagy teljesitményd
(mainframe) szamitégépek szolgalnak. Az utobbi 6tven év a szamitogépekkel
végzett numerikus szadmitasok virdgkora volt; olyannyira, hogy sok tudoményos
kutaté szamara a szamitoégépen végzett matematikai szamitas és a numerikus
szamitas szinonimakka valtak.

A matematikai szamitasok kozott azonban mas jellegiiek is el6fordulnak, eze-
ket szimbolikus és algebrai szdmitdsoknak nevezhetnénk. Roviden azt mond-
hatjuk, hogy itt matematikai objektumokat reprezentalé szimbolumokon vég-
zett szamitasordl van sz6. A szimbolumok reprezentalhatnak (egész, racionalis,
valés, komplex vagy algebrai) szdmokat, de ugyanigy jelenthetnek mas ma-
tematikai objektumokat, példaul polinomokat, raciondlis fiiggvényeket, egyen-
letrendszereket; vagy még absztraktabb médon matematikai struktarakat, igy
csoportokat, gydriket, algebrakat, illetve ezek elemeit. A szimbolikus jelz6 azt
hangsilyozza, hogy a matematikai problémamegoldas végsé célja sok esetben
a valasz zart alakban torténd elGallitisa vagy valamely szimbolikus kozelitésé-
nek meghatirozasa. Az algebrai alatt pedig azt értjilkk, hogy a szédmitasokat
a kozelité lebeg6pontos aritmetika hasznalata helyett az algebra szabalyainak
megfelelen pontosan hajtjuk végre. Szimbolikus algebrai szamitasokra példa a
polinomok szorzatta alakitasa, a differencidlas, az integralas, a fiiggvények sor-
bafejtése, a differencislegyenletek analitikus megoldéasa, az egyenletrendszerek
pontos megoldasa és a matematikai kifejezések egyszerisitése.

Az utols6é huszonét év jelentds fejlédést hozott a szimbolikus és algebrai al-
goritmusok elméleti alapjainak kutatasaban, tovabba a matematikai szamitasok
szamitogépeken vald végrehajtasara szolgald eszkbzoket dolgoztak ki {19, 46, 79,
195]. Mindez egy j diszciplina létrejottéhez vezetett, melyet szamos névvel il-
letnek: szimbolikus és algebrai szamitasok, szimbolikus szamitasok, szimbolikus
manipulacié, formula-manipuléacié vagy szamitogépes algebra, hogy csak néha-
nyat emlitsiink. A szamitogépeken végzett matematikai szamitdsokat tamoga-
t6 eszkozoket is legalabb annyiféleképpen nevezik, mint magat a diszciplinit:
szimbolikus szadmitisokat végzd programok, szimbolikus manipulatorok, szami-
togépes algebrai rendszerek. Sajnos a szimbolikus szdmitds szakkifejezés szimos
kiilénb6z6 kontextusban hasznilatos a logikai programozasban, a mesterséges
intelligencidban stb. Az ott hasznalatos értelemben azonban a szimbolikus sza-
mitiasoknak alig-alig van koze a matematikai szamitasokhoz. A félreértések el-
keriilése végett a tovabbiakban a szdmitdgépes algebra kifejezést hasznaljuk, és
szdmitdgépes algebrai rendszerekrdl fogunk beszélni.
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1.2. Szamitégépes algebrai rendszerek

Ebben a fejezetben a teljesség igénye nélkiil nagyon réviden és szubjektiven
attekintjiik a jelenleg létezs szamitogépes algebrai rendszereket. Alaposabb is-
mertetést taldlhatunk [42]-ben és a szamitogépes algebraval foglalkoz6 WWW-
szervereken (lasd [199]). A szamitégépes algebrai rendszereket célszert két ka-
tegéridba sorolni: a specidlis céli és az dltaldnos céli rendszerek csoportjaba.

A specialis célu rendszereket a fizika vagy a matematika egy adott teriiletén
f6lmeriil6 speciélis problémak megoldisara tervezték. A fizikiban hasznalato-
sakk koziil a legismertebbek a SCHOONSCHIP ([178], nagy energidji fizika),
a CAMAL ([9], égi mechanika), valamint a SHEEP és STENSOR rendszerek
(|65, 104, 134], 4ltalanos relativitas). A matematika teriiletérsl vett példsk: a
Cayley és a GAP ([28, 31, 165], csoportelmélet), a PARI, a SIMATH és a KANT
([12, 85,103, 156], szamelmélet), a CoCoA ([34, 78], kommutativ algebra), a Ma-
caulay ([86, 173], algebrai geometria és kommutativ algebra) és a LIE ([31], Lie
elmélet). Bar benniinket elsGsorban az altalanos céla Maple rendszer [38, 39, 40,
187, 188] érdekel, a specialis célt rendszerek jelentSségét sem szabad alabecsiilni,
mivel rendkiviil fontos szerepet jatszanak a tudomanyos kutatis szamos teriile-
tén [19, 30, 106]. A specialis céla rendszerek gyakran hatékonyabbak és jobban
kezelhet6k az altalanos céliaknal. Ez az altaluk hasznalt specialis jeldléseknek
és adatstruktiraknak, valamint annak a kovetkezménye, hogy algoritmusaikat
t8bbnyire alacsony szintd programozasi nyelveken implementaltik.

Az altalanos célu rendszerek véltozatos adatstruktarakkal és sok matematikai
fiiggvénnyel kényeztetik folhasznaléikat, igy probaljak a lehetd legtobb alkalma-
zési teriiletet lefedni. (V. 6. [95].) A ma hasznéltak koziil a legrégebbi altalanos
céla szamitogépes algebrai rendszerek a MACSYMA [136] és a REDUCE [97].
Mindkét rendszer a hatvanas évek végén sziiletett, a LISP programozasi nyelven
implement4ltak 6ket. A MACSYMA teljes szamitogépes algebrai rendszer kie-
gészit6 csomagok széles skalajaval, de szdmitdgépes erdforrasigényei igen nagyok,
és keveés platformon érhets el. A MACSYMA 1992-es PC-s verzidjanak megjele-
nésével tjjasziiletett a rendszer. A REDUCE a nagy energiaja fizikAban haszna-
latos specialis célu rendszernek késziilt, de fokozatosan altalanos céli rendszerré
valt. A MACSYMA-val tsszehasonlitva a REDUCE szerényebb lehetdségeket
kinal félhasznaloinak, masrészrél azonban rendkiviil nyitott rendszer (a teljes
forraskéd elérhetd!), ami konnyen kiterjeszthetévé és mddosithatova teszi. A
REDUCE-t tovabbra is aktivan fejlesztik: a 3.6-os verzidja 1995 oktéberében
latott napvilagot. Szamitégépek széles skalajan fut, és j61 dokumentalt.

A nyolcvanak években a PC tipusu szamitégépekre kifejlesztett nem progra-
mozhat6 szimbolikus kalkuldtorok els6 példai voltak a MuMATH [197] és kéve-
t6je, a DERIVE [176]. A DERIVE grafikus és numerikus lehetdségei baratsagos
meniivezérelt interfészen keresztiil érhetdk el. Kis méretét és a DOS korlatait
figyelembe véve azt mondhatjuk, hogy a DERIVE a felhasznalénak rendkiviil
izgalmas lehet&ségek tarhazat kinalja. Az 1994-ben kiadott 3-as verzid korlato-
zott programozési lehetéségeket is tartalmaz. A DERIVE sok lehet&ségét beé-
pitették a TI-92 tudomanyos kalkulatorba, ezzel a szdmitégépes algebra egészen
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kicsiny gépeken is elérhet6vé valt.

A legtobb modern szamitogépes algebrai rendszert a C programozéasi nyelven
implementaltak. Ezzel olyan hatékony, portdbilis szamitégépes programokat
készithetnek a fejleszt6k, amelyek ténylegesen kihasznaljak a célbavett platform
tulajdonsagait. A szamfitdgépes algebrai rendszerek nagy része gépek széles
skalajan futtathaté, a szuperszamitogépektsl egészen az asztali gépekig.

Az 1.6. alfejezetben roviden Osszefoglaljuk a Maple [38, 39, 40, 187, 18]
rendszer tervezését. Egy masik figyelmet érdemlé modern altalanos célu rend-
szer a Mathematica [196]. A Mathematica az els6 olyan rendszer, amelyben a
szimbolikus és a numerikus szamitasokat, valamint a grafikai lehet8ségeket ugy
Otvozték egybe, hogy egyiittesen kellemes, felhasznalébarat kdrnyezetet kinal-
janak a matematikai feladatok megoldéasara. A programot bizonyos gépeken (a
Macintosh-on, a NeXT-en és az MS Windows-t futtaté PC-ken) a jegyzetfiizet-
nek nevezett felhasznaléi feliilettel lattak el, amelynek segitségével kozonséges
szoveget, formulakat, szamitasokat és grafikit is tartalmazé strukturalt széve-
geket hozhatunk létre. A Mathematica masik emlitésre mélt6 tulajdonsiga a
jol strukturalt folhasznaléi szintl programozési nyelv. A megjelenését Svezd
publicitas és marketing-stratégia (lasd [175]) kétségtelenné tette, hogy a szémi-
togépes algebra teriiletére is betortek az iizleti szempontok, amelyek a rendszer
képességeirdl szolo kevéssé realisztikus allitasokat sziiltek. (V. 6. [175].) Po-
zitiv kicsengésként megemlithetjiik, hogy mindez sok kutaté figyelmét felhivta
a szamitogépes algebréra és a szamitégépes algebrai rendszerek hasznalatara a
tudoméanyos kutatdsban és az oktatasban. Tovabbi elényt jelentett a fejlesz-
t6k novekvs érdeklédése a baratsiagosabb felhasznaloi feliiletek tervezése, a jol
hasznélhaté dokumentécié és a felhasznaloék megfelel tamogatasa irant.

A fent emlitett 4ltalanos célid rendszerek csak a szadmit6gép meméridjaban
tarolt formulak kezelésére képesek. Igy a rendelkezésiinkre 4ll6 memoéria jelen-
ti a formula nagysagéira az egyetlen korlatot. A FORM [99, 148, 184] nevi
szimbolikus manipulaciékat végz8 programot gy tervezték, hogy ,virtuslisan
végtelen” nagysaga formuldkat is kezelni tudjon. A rendszerben rendelkezésre
allo utasitasok halmaza viszont eléggé korlatozott.

A Cayley leszarmazottja az 1994-ben elkésziilt Magma [17, 18, 32], melynek
tervezését olyan algebrai fogalmakra alapoztik, mint a struktiradk és a morfiz-
musok. Algebrai, szamelméleti, geometriai és algebrai kombinatorikai szamita-
sok tamogatasira szantdk. Ennek eléréséhez boséges eszkoztarral 1attak el a
rendszert a csoportok, gy(drik, modulusok, algebrak, geometriai struktarak és
véges véletlen strukturak (kodok, grafok) kezelésére. Két tervezési alapelviik a
modern algebrabdl kolcsénzott szigoru tipusolési séma (melyben a tipusok al-
gebrai struktiriknak felelnek meg) és az algoritmikus valamint az adatbéazisokra
vonatkozoé ismeretek integracidja volt.

A MuPAD [67,68] neve a ,Multi Processing Algebra Data Tool” kifejezésbol
szarmazik. Szimboélikus és numerikus szadmitasokat, parhuzamos matematikai
programozast és matematikai vizualizaciét tdAmogato rendszer. Nem iizleti jelle-
gii f6lhasznalasra szabadon terjesztik. A Paderborni Egyetemen most is aktivan
fejlesztik, a rendszer matematikai tudisa gyorsan novekszik. Az 1.2.2 verzi6
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1995 juliusidban jelent meg.

Létezik parhuzamos szimbolikus szamitasokat végz6, a Maple-re épiilé por-
tabilis rendszer is. Neve ||Maple|| (vagyis ,parhuzamos Maple”), lasd [168]. A
rendszer a Strand [64] parhuzamos deklarativ nyelv és a Maple szekvencialis
szamitégépes algebrai rendszer kozti interfészként miikddik, s ezzel a Strand
elegancidja mellett a Maple-ben megirt hatékony szekvencidlis algoritmusokat
is elérhetévé teszi.

Végiil, de nem utolsésorban megemlitends az AXIOM [54, 55, 108, 109, 179].
Ezt a hatékony altalanos céld rendszert a nyolcvanas években az IBM Thomas J.
Watson Kutatolatoratériuméaban ,Scratchpad” néven fejlesztették ki. A legtébb
altalanos célu rendszerrel ellentétben, amelyek csak elére meghatarozott algebrai
tartomanyokban, példaul a raciondlis szdmtestben vagy az egészek foliitti poli-
nomok gytirtijében végzett szamitisokat engednek meg, az AXIOM folhasznaléi
kiilénféle tipusa 1j algebrai struktirakat definidlhatnak és ezekben is szamol-
hatnak. Az 1995-6s 2.0 verzi6 csak nagy IBM RS/6000, SUN és HP9000/700
gépeken érhet§ el.

1.3. A szamitogépes algebrai rendszerek tulajdonsagai

Az egyes szamitégépes algebrai rendszerek természetesen kiilénbdzdek, de ugyan-
akkor szamos kozos tulajdonsiguk is van. A koz6s tulajdonsagokat a Maple-b6l
vett példakkal illusztraljuk.

A szamitégépes algebrai rendszerek olyan interaktiv programok, amelyek a
numerikus szamitégépes programokkal szemben szimbolikus kifejezésekkel vald
matematikai szamitasokat is megengednek. Tipikus hasznalatuk: a felhasznéalé
beir egy matematikai kifejezést vagy utasitist, melyet azutdn a szAmitogépes
algebrai rendszer megprobal végrehajtani. A szamitas eredményét megkapva a
folhasznalo tijabb parancsot adhat ki. Ez a folyamat egy termékeny szamitégé-
pes algebrai szekcio? létrejdttéhez vezethet. A Maple folhasznalasanak egyszerd
példajaként kiszamoljuk az

2% — 1
T arctanm
racionalis fiiggvény stacionarius helyét és a fiiggvény értékét ebben a pontban.
A fejezet kés6bbi részében latni fogjuk, hogy a Maple maga is ki tudja szamita-
ni a fiiggvény minimumat. A példat csupan a szamitdgépes algebrai rendszerek
néhany jellemz6 tulajdonsaganak bemutatisara hasznaljuk. Az 1.1. dbran lat-
hato a szamitasokat tartalmaz6 munkalap, amelyet a Maple V Release 4 Unixos
gépen futé munkalapos felhasznaléi feliiletd valtozataval futtatunk.

Vegyiik kdzelebbrol szemiigyre ezt a példat. Amikor a Maple-t az X Window
rendszer alatt az xmaple paranccsal ind{tjuk el, a képernyén egy iires munkalap
jelenik meg. Els6 soraban a Maple a ,,>" karakterrel jelzi, hogy parancsra vér.
Ezt a ,>” jelet a tovabbiakban Maple promptnak nevezziik.

2 A ,session” kifejezést jobb hijan szekci6nak fogjuk mondani. (A Fordité megjegyzése.)
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Az els6 paranccsal f képletét adtuk meg. Az input sort pontosvesszével fe-
jeztiik be, utdna megnyomtuk a RETURN® gombot. A két utolsé karakter jelzi
a Maple-nek, hogy kezdheti a munkat. A beirt képlet kétdimenziés matema-
tikai jeloléssel, a tankényvekbd! ismert forméban és mindségben jelenik meg.
Leginkabb az lepheti meg az Olvasét, hogy a rendszer megengedi az z-hez ha-
sonlé szimbolumok hasznalatit. A legtébb numerikus programozasi nyelvben ez
azonnali hibaiizenetet okozna; nem igy a szimbolikus szamitasokat végzé rend-
szerekben!

arctan{ {(2*x~2-1) 7 (2*x*

xz—-l

2
Ji=arctan
2x +1

> derivative := diff{ £, x );
2
x 2x" = 1)x
Y oo i
2
(2x2+1)
2
2
2x -1
g o )
2
(2x2+1)
> derivative := normal{ derivaltive };

4

2
2x"+1

derivative =

derivative =4
4x +1
> plot{ signun{ derivative ),
x = -8..5, -2..2, axes=hoxed,
thickness = 3 );
> minimum_value := subs{ x=0, { };
minimum_valye = arctan{~1)
> winimon _value;

1 -2 -4 -2
-—1

xo.
.
ES

4 P
]
> approximation := evalf( minimm_value ); @

1.1. 4dbra: Egy Maple munkalap

A Maple minden utasitis végrehajtasa utdn 0j prompt jelet ir ki, jelezvén, hogy
a kovetkezd parancsra var. Az f-et fliggvényként kivanjuk folfogni, differencial-
tatjuk a diff paranccsal, és az eredményt a derivative nevii valtozohoz rendeljiik
hozza. A Maple valasza meglehetdsen bonyolult kifejezés, igy normaliziljuk a
racionalis fiiggvényt a normal parancs segitségével. A valasz olyan egyszerid
kifejezés, amelynek eldjele konnyen kirajzoltathato. Az Abra alapjan azonnal
lathato, hogy az eredeti fiiggvénynek minimuma van az z = 0 helyen. A mi-
nimum értékét, —7-et, az £ = 0 érték f-be vald behelyettesitésével, vagyis a
subs parancs alkalmazasival kapjuk. Az evalf parancs ezen érték lebeg&pontos
kozelitését adja. Az evalf elnevezése (az ,evaluate using floating-point arith-

3A PC billentytizetén ehelyett sltaldban az ENTER-t talaljuk. (A Fordits megjegyzése)
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metic” kifejezés roviditése) imméar a negyedik példajat adja a Maple névadasi
filoz6fisjanak: valasszunk rovid, konnyen megjegyezhetd, az eljarasok funkci-
6jara utalé neveket. Sajat valtozdinkat mi is ,gértelmes”, hasznalatukra utalé
nevekkel lattuk el.

A Maple lathatéan nem torédik azzal, hogyan ismerjiik ki magunkat az el-
végzendd szamitis részletei kozott. A masodik eredmény alapjan nekink kell
eldonteni, hogy megprobalunk kevésbé bonyolult formulat talalni a fiiggvény
derivaltjara. Az Olvasé megkérdezhetné, hogy a rendszer vajon miért nem hajt-
ja végre ezt a t6bbé-kevésbé nyilvanval6 egyszerisitést. De ne feledjik, nem
mindig nyilvanval6, mit és hogyan egyszerdsitsiink. Sokszor tébb lehetséges
egyszerisités koziil a matematikai krnyezet donti el, hogy melyik a megfeleld.

Példaul az
(22 -1)(@® —z+1)(z®+z+1)

(z-1)°
racionalis kifejezés a kompaktabb

78 -1

(z-1)°

alakra hozhatd, de integralashoz célszertibb igy fdlirni:

6 4 15 " 20 ] 15 3 6
(x—1)5  (xz—-1)* (z-13 (z—-1)2 =z-1

1+

Az automatikus egyszertisitéssel kapcsolatos masik probléma az, hogy sok szé-
mitasnal nem lehet elére megjosolni az eredmény nagysagat és alakjat, ezért
barmikor képesnek kell lenniink a beavatkozasra. Egy olyan eljaras, amely az
egyik esetben kivaloan mikodik, maskor még nagyon rossz valasztasnak bizo-
nyulhat. Példaul azt gondolhatnank, hogy a kifejezések szorzattd alakitdsa min-
dig jo otlet. Az

z® + 87 + 2828 + 562° + 70z* + 562° + 282” + 8z + 1
formula szorzatta alakitasanak eredménye
(z + 1)8.

Ugyanakkor azon kiviil, hogy mennyire koltséges, még igencsak meglepé is az
aranylag egyszerd
22 B 4+ 1

formula szorzatta alakitasdnak eredménye:
(224 — 2 4 2?1 — 220 4 18 _ 17 4 g1 M e d® b M i LT
-t} + )@ +z+1)

Ezen megfontolasokb6l a Maple csak akkor alkalmaz automatikus egyszertisitési

szabalyokat, ha a keletkezd kifejezés kétségteleniil egyszertibb. Az z + 0 kife-
jezést nyilvan z-re kell egyszertisiteni, a 3z egyszertibb, mint x + z + =z, az T3
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jobb kifejezés, mint z x z x x és sin(w) is O-ra egyszertsitend6. Barmely mas
egyszertisités a felhasznal6 feladata. A Maple minddssze az eszkdzoket biztositja
az ilyen feladatok elvégzéséhez.

Az automatikus egyszertisités bizonyos esetekben a matematikai korrektség
_elvesztésével jar. Példaul a 0 x f(1) kifejezés automatikus egyszerisitése O-ra
nem mindig helyes. Ilyen kivételes esetek, amikor f(1) definialatlan vagy vég-
telen. Az automatikus egyszertsités végrehajtasat csak akkor kivinnank, ha
f(1) véges, de nehéz kiszamitani. Hasonlé esetekben a szamitogépes algebrai
rendszerek tervez@inek valasztani kell a szigori matematikai helyesség, valamint
a rendszer hasznalhatosaga és hatékonysaga kozott. (V. 6. [60].) A Maple és
sok mas rendszer esetében a mérleg nyelve néha kicsit elbillen a hatékonysagi
okokbdl alkalmazott, nem 100%-ig biztonsigos egyszertisitési eljarasok iranyaba.

Az els6 példankbol lathaté masik emlitésre méltéd tény az, hogy a Maple az
origbban a fliggvény pontos értékét, —%71‘-13 veszi, nem pedig valamilyen kézelits
értéket, mondjuk 0.785398-ot. Ez a szamitégépes algebrai rendszerek méasodik
fontos aspektusa: a pontos aritmetika hangstlyozdsa. A szamitogépes algebrai
rendszerek képesek a félhaszndlo dltal meghatdrozott pontossdgi lebeg&pontos
aritmetikaban szamolni. Igy példaul a Maple-ben a tan?(w/12) kifejezés értékét
pontosan meghatirozhatjuk, de megkaphatjuk 25 tizedesjegy pontossigu valos
lebeg6pontos alaki kdzelitését is:

> real_number := tan(Pi/12)"2;
real_number := (2 — V/3)?

> real_number := expand( real_number );
real_number := 7 — 4/3

> approximation := evalf( real_number, 25 );

approximation := .071796769724490825890216

A Maple-h6z hasonlé szamitégépes algebrai rendszerek jelentds mennyiségd be-
épitett matematikai tudasanyaggal birnak. Ez teszi Sket hasznos matematikai
segitStarsakka. Az analizisben elvégzik a fiiggvények differencialasat, hatarér-
tékeket és sorfejtéseket hataroznak meg. A szamitégépes analizis egyik fontos
teriilete a (hatarozatlan és a hatarozott) integralas. A Maple elemi fiiggvények
integrilasara nem a klasszikus algoritmusokat, hanem az an. Risch algoritmust
[76] hasznalja, szemben a legtobb matematikai kézikonyvben ismertetett heu-
risztikus integralasi eljarasokkal.

A rendelkezésre all6 fiiggvénytani eszkozdkkel kénnyen felderithetjiitk a fligg-
vények tulajdonsagait. A kovetkez6 Maple szekcidban az el6z6leg definialt f
fiiggvényt vizsgaljuk. A ,#” karakterrel kezd6d6 sorokat a rendszer kommen-
taroknak tekinti; a j6l megvalasztott valtozénevekkel és a Maple altal hasznalt
wKifejez8” eljarasnevekkel egyiitt igy altaldban kénnyen elmagyarazhaté a mun-
kalap tartalma. Ha az input sort pontosvesszé helyett kettGsponttal zarjuk,
akkor a Maple nem nyomtatja ki a kapott eredményt. Szok6z6k hasznalata a
parancssorban opcionalis, de a jobb olvashat6sig kedvéért néhol érdemes hasz-
nalni Gket.

> f := arctan( (2%x~2-1) / (2*x“22+1) ); # enter formula
2z —1

f = arctan( m)
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> df := normal( diff( f, x ) ); # differentiate f

T
df =4 —
f 44 +1
> F := integrate( df, x ); # integrate derivative

F := arctan(2 z?)

> normal( diff( F - f, x ) ): # verify F = f + Pi/4
0

> eval( subs( x=0, F - £ ) );
1
—

4

> readlib( extrema ): # load library function
> extrema( f, {}, x, stationary_points );

1
{—ZW}
> stationary_points;
{{z=0}}

> # this value was assigned by the call of ‘extrema‘
> solve( f=0, x ); # compute the zero’s of f

1 1
=+f8, =B
2\/_, 2f

> # compute the Taylor series approximation of f
> series( f, x=0, 15 );

1 8 32 128

o2 Lol g0

4" §i vy 7
> # load package for numerical approximation of functions
> with( numapprox ):
> pade( £, x, [6,4] );

1 —157+1202% — 367 z* + 128 z°

12 5+ 1224
> # compute the Chebyshev-Pade approximation of f
> chebpade( £, x, [2,2] );
—.007904471007 T(0, z) + .4715125862 T(2, x)
T(0, z) + .4089934686 T(2, z)

z* + O(z'®)

> # compute limit of f when x goes to infinity
> limit( £, x=infinity );
1
—qr
4
> # compute the asymptotic form of f
> series{ f, x=infinity );
1 11 1
—rm—=—+0(=)

4 2 x2 76
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> # finally, draw the graphs of f and df

> f_plot := plot( f, x=-5..5, linestyle=0 ):
> df_plot := plot( df, x=-5..5, linestyle=4 ):
> plots[display] ( {f_plot, df_plot},

> title=‘graph of f and £’¢ );

A fiiggvények grafikonja az 1.2. dbran lathato.

graph of f and £’

\ /
At /
\/
s

1.2. 4bra: Az (z,y) ~ arctan (gij—;i) fiiggvénynek és derivaltjanak grafikonja

A szamitégépes algebra mas 1atvanyos teriiletei a polinomkalkulus, a linearis
és nem linearis egyenletrendszerek megoldasa, a rekurrens és a differenciale-
gyenletek megoldéasa, miiveletek numerikus és szimbolikus komponensekbél 4116
matrixokkal, végiil a tenzorkalkulus. Szamos formula-manipulacids eszkoz Al
rendelkezésiinkre példaul részkifejezések kivalasztasara és helyettesitésére, kor-
latozott egyszertisitésre, egyszerdsitési szabalyok megadasira, mintaillesztésre
és igy tovabb. A szamitégépes algebrai rendszereket olyan matematikai szak-
értoi rendszereknek is nevezhetnénk, amelyekkel a matematikai problémakat
hatékonyabban és pontosabban oldhatjuk meg, mint papirral és ceruzaval.

Azon til, hogy szimbolikus és algebrai kalkulatorként hasznaljuk Sket, a leg-
tobb szamitogépes algebrai rendszert programozasi nyelvként is alkalmazhatjuk
4j matematikai algoritmusok implementélasara. Ezt illusztralandé irunk egy
olyan Maple programot, amely az y,(z) Bessel polinomok értékeit szamitja ki.
Idézziik 61 [90]-bdl a megfelels rekurziv definiciokat:

yo(z) = 1,
yi(z) z+1,
Yn () (2n — 1)z yn-1(z) + Yn—2(z), han > 1.

I
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> Y := proc( n::nonnegint, x::name )

> if n=0 then 1

> elif n = 1 then x+1

> else Y(n,x) := expand( (2*n-1)*x*Y(n-1,x) + Y(n-2,x) )
> fi

> end:

> Y(5,z);

945 2% + 9452* +4202° + 10522+ 152 + 1

A Maple programozasi nyelve a deklariciék nélkiili Algol68-ra emlékeztet, de
t6bb funkcionalis programozasi paradigmat is tartalmaz.

1.4. A szamitogépes algebra elényei

A szamitogépes algebra hossza tavi célja a matematikai problémak megoldasi
folyamatanak minél nagyobb aridnyd automatizilasa. Bar a mail szamitégépes
algebrai rendszerek még messze nem képesek a problémak automatikus megolda-
séra, igy is hasznos, s6t talan elengedhetetlen kutatési és oktatasi segédeszkdzok.
Természetesen a szamitogépes algebrai rendszerekkel valé megismerkedéshez idé
kell, de ez az id6 jol kamatozik. Ebben a részben a Maple-t hasznél6 példakkal
illusztraljuk az ilyen rendszerek megismerésének és alkalmazasanak néhany fon-
tosabb inditékat. Némelyik példa mélyebb matematikai ismereteket igényel. Az
Osszes szamolast 75 Mhz-es Super SPARC II processzoros, 64 Mbyte meméria-
val és 128 Mbyte swap teriilettel ellatott, SunOS 4.1.3 operacids rendszerd SUN
SPARCstation 20 M71 tipusu munkaallomison végeztilk.* Ez nem azt jelen-
ti, hogy sokkal kisebb gépen nem lehetett volna ugyanezeket az eredményeket
megkapni; legftljebb t6bb lett volna az elhasznalt gépidd.

A szamitogépes algebrai rendszerek {6 elénye, hogy terjedelmes szimbolikus
szamitasok végzésére képesek. Bar sokszor papirral és ceruzéval kiszamolhaté
trivialis standard atalakitasokrél van szé, minél nagyobbak a formuldk, annal
nehezebb a feladat, és annal kisebb a sikeres végrehajtas esélye. Az ilyen jellegd
problémaknal nagyszerd segédeszkoz egy szamitégépes algebrai rendszer.

Els6 példank az R. Pavelle 4ltal [154]-ben f6lvetett problémak egyike, melye-
ket a szamitogépes algebrai rendszerek szamara kihivasként fogalmazott meg.
A feladat a kévetkezd: bizonyitsuk be, hogy

] (nz\/:l:2 +y2 + 22>
sin

/y2+z2
12 +y? + 22

4 A forditasban szerepls eredményeket a Maple V Release 4 Linuxos gépen futo valtozatéaval
nyertiik. Ezen késziilt a forditassal kapcsolatos Osszes szerkesztési, grafikai munka is. A gép
paraméterei: 166 Mhz-es Intel Pentium processzor, 32 Mbyte memoria, 128 Mbyte swap,
Redhat 5.0 disztribucié 2.0.33 kernellel. (A Fordité megjegyzése.)
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megoldésa a kbvetkezs negyedrendii parciélis differencilegyenletnek

6_2 5_2 + 6_2 + __61 + n2 6_2 + _?_2_ f =0
0z2 \ 022  Oy? = 022 0r?  0Oy? R,
A Maple egyszerisitési eljarasai elég hatékonyak ahhoz, hogy ezt a problémat

masodpercek alatt megoldja:

> settime := time(): # start timing
> f := sin( n*zxsqrt(x~2+y~2+z~2) / sqrt(y~2+z~2) ) /
> sqrt (x"2+y~2+z72);

2 2 2
Sin(nz\/:v +yc+z )
P Vy? + 22
' V2 +y? + 22

simplify( diff( diff(f,x$2) + Aiff(f,y$2) + diff(f,z$2),
x$2 ) + n~2 * ( diff(f,x$2) + diff(f,y$2) ) );

0

> cpu_time = (time()-settime) * seconds; # computing time

vV Vv

cpu_time = 11.460 seconds

Maésodik példank célja a G5 tipusu Lie csoport reprezentacidjanak dimenzi-
6it elsallitd generator-fiiggvény meghatarozasa. (V. 6. [43, 44].) Tehat olyan
F(z,y) racionilis fiiggvényt probalunk talalni, amelyre

F(z,y) = Y G2(k, 1)z,
>0

ahol G2(k,1) a kovetkez6 kifejezés:

> G2 := (k,1) -> 1/5' x (k+1) * (1+1) * (k+1+2) =*
> (k+2*1+3) * (k+3*1+4) * (2%k+3*1+5);
iRl
e E 120
k+1)(I+1)(k+1+2)(E+21+3)(k+31+4)(2k+31+5)

Itt a Maple nyil jelolését hasznaltuk a fiiggvényoperatorokra. Ily médon G2
argumentumainak segitségével megadott értékeket folvevd fliggvény, nem pedig
egyszerd formula. Racionélis generdtorfiiggvények a Maple genfunc csomagja-
val kezelhetSk. Ezt hasznaljuk probléméank megoldésara is:

> with( genfunc ): # load genfunc package

> settime := time(): # start timing
> F := rgf_encode( rgf_encode( G2(k,1), k, x), 1, y ):
> F := sort( factor( F ) );

F:=(z"y* +8z%y> +23y* +82%y* — 2623 y® + 2ty — 41232
+152%2y% — 623y + 7822 y® —6xy> + 152%y — 41z y® + 3
—26zy+8y°+z+8y+1)/((x-1)°(y-1)°
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> cpu_time = (time()-settime) * seconds; # computing time
cpu_time = .709 seconds

A tudomanyos életbdl is emlitiink egy olyan példat, melyben a Maple a ma-
tematikai segédeszkoz szerepét jatszhatta volna (lasd [198]). Ebben a cikkben a
A Laplace-Beltrami operator meghatirozasara volt sziikség hiperszférikus ko-
ordindtarendszerben. Ehhez ki kellett szdmolni a koordinatafiiggvények Jacobi-
matrixat, a metrikus tenzort és ennek inverzét. Idéziink néhany mondatot a
cikkbdl:

. 0Y .
»Nem nehéz kiszamitani —-t és szintén nem tul nehéz, de elég unal-

(3
mas szamolassal adédnak a (32B) egyenlet nyomai. Némi algebra
bevetése utan azt kapjuk, ...”

A g fliggvény invertalasa is elég faradsagos munka. Néhany oldalon
kiszamolva a minorokat, kijon, hogy ...”

Ezek a megjegyzések valéban igazak, ha a szédmitisokat papirral és ceruzéval
végezzik; més a helyzet, ha a Maple-re bizzuk a feladat végrehajtasat. Az alabbi
Maple szamitasokban a lehet6ségek hatarai kozott megtartottuk a [198] cikk
eredeti jeloléseit. Ne zavarjon, ha nem értjlik minden egyes parancs jelentését,
a részleteket megtalalhatjuk a konyv késébbi fejezeteiben.

A szamitas elsé lépése az Y koordinata-leképezés definialasa és a G metrikus
tenzor megkonstrualasa. Kideriil, hogy ez a szadmités legidSigényesebb része:

> settime := time(): # start timing
> with( linalg ): # load linear algebra package

Warning, new definition for norm
Warning, new definition for trace

> R[z] := x -> array( [ [ cos(x), -sin(x), 0 1],
> [ sin(x), cos(x), 0 1,

> f0,0,111):

> JR[z](phi)’ = R[z](phi);

cos(¢) —sin(¢) O
R.(¢) = | sin(¢) cos(¢) O
0 0 i

Rly] := x -> array( [ [ cos(x), 0, -sin(x) 1],
fo, 1, 01,
[ sin(x), 0, cos(x) 11 ):

'Ryl (phi)’ = Ryl (phi);

cos(¢) 0 —sin(¢)
Ry(¢) = 0 1 0
sin() 0 cos(¢)

vV V VYV
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T :=x -> array( [ [ cos(x) + sin(x), 0, 01,
[ 0, cos(x) - sin(x), 0 ],
[0,0,011):
'T(phi)? = T(phi);
cos(¢) + sin(9) 0 0
T(¢) = 0 cos(¢) —sin(¢) 0
0 0 0

# define macros for greek characters
macro( a=alpha, b=beta, c=gamma, f=phi, t=theta ):
# coordinate mapping Y is a product of matrices
Y := evalm( r/sqrt(2) * ( Rlz]l(a) &* R{yl(b) &* R[z](c/2)
&x T(t/2) &* R[z]1(£/2) ) ):
# compute the metric temsor G
Y1 := map( diff, ¥, r ): Y2
Y3 := map( diff, ¥, b ): Y4 :
Y5 := map( diff, ¥, t ): Y6 :
# build the metric tensor
G := array( symmetric, 1..6, 1..6 ):
for 1 to 6 do for j from i to 6 do
G[i,j] := simplify( trace( transpose(Y.i) &* Y.j ) )
od od:
intermediate_cpu_time = (time() - settime) * seconds;

map( diff, Y, a ):
map( diff, Y, c ):
map( diff, Y, £ ):

nonn

intermediate_cpu_time = 6.120 seconds

A [198]-ban talalhato formuldk eléréséhez most néhany egyszertsits eljarast al-
kalmazunk. A szekcié outputjanak lerdviditése végett tovabbra is elnyomjuk a
legtobb részeredmény kiiratasat. Amit 1atni fogunk, méar egy ,,polirozott verzis”,
nem a problémat megoldé legelsS elsg interaktiv szekcid.

VVVVVVVVVYVVYV

G := subs( cos(t/2)"2 = 1/2 + 1/2*cos(t),
cos(c/2)"2 = 1/2 + 1/2*cos(c), sin(t/2) = sin(t) /
( 2*cos(t/2) ), sin(c/2) = sin(c) / ( 2%cos(c/2) ),
eval(G)):

G := map( normal, G ): # normalize each matrix entry

G[2,2] := normal( subs( -1/2*r~2*cos(c) * sin(t) =
-1/2*%r~2%(cos(b)~2 + sin(b)~2) * cos(c) * sin(t),
G[2,2] ) ):

G := map( factor, G ): # this the formula in the paper!

G[2,2] := subsop( 1=-op(1,G[2,2]), 3=-0p(3,G[2,2]),
G[2,2] ): # get nice signs for entry 2,2

print(G); # this the formula in the paper!

[1,0,0,0,0,0

[o, 27 (cos(B)” +1 — sin(6) cos(n) sin(6)?),

% 72 sin() sin(B) sin(8) , % r? cos(B), 0, % 72 cos(B) cos(f)
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o, %rz it 4 ki) il (8, % r2 (sin(6) cos(y) + 1), 0, 0, o]

[ 1 1
0, 1rzcos(ﬂ), 0, ZTZ,O, Zrzcos((?)]

fi 1
-0,0,0,0, Zﬁ,o}

0, %rz cos(B) cos(f), 0, irz cos(d), 0,

A véges képerny6méret és a hosszu kifejezések miatt a Maple outputja nem
tal szép, de a kapott kifejezések automatikusan lefordithaték példaul a BTEX
szovegformazo rendszernek megfelels formatumra. (V. 6. [124].)

> latex( G, ’metric_tensor’ ):

Az outputot itt sem irattuk ki, a BTEX altal kiszedett végeredmény:

B

[1 0 0 0 0 0 T
0 r? (cos(ﬁ)2+l—sin(9) cos(7)sin(B8)?) 72 sin(y)sin(B) sin(8) 2 cos(B) 0 r2 cos(8) cos(6)
2 2 2 2
0 r2 sin(y) si2n(ﬁ) sin(6) rzgsin(ﬂ;osg'y)+1! 0 0 0
0 r? cgs!ﬁ! 0 1‘-1_2 0 r? czsfﬂ!
0 0 0 0 = 0
0 r? cos(B) cos(9) 0 r? cos(f) 0 ﬁ
3 2 4 4 -

Szamoljuk ki a Jacobi méatrix determininsat.
> determinant := simplify( det( G ) ):
> determinant := normal( subs( cos(b)~2 = 1 - sin(b)"2,
> cos(t)~4 = cos(t)~2 * (1 - sin(t)"2), determinant) ):
> assume( 0<=r, 0<=t, t<=Pi/2, 0<=b, b<=Pi ):
> Jacobian := subs( cos(t) = sin(2xt) / (2xsin(t)),
> sqrt( determinant ) );

Jacobian := 31—2 r~®sin(267) sin(8")

Ez a cikkben szerepls (33) formula. A hiperszférikus koordinatakra tett foltéte-
lekre amiatt volt sziitkség, hogy a Maple automatikusan elvégezze a négyzetgyo-
kos kifejezések egyszertisitését. A valtozénevek utdni tilde karakterek azt jelzik,
hogy valamely foltételeket tettiink az illet§ valtozéra.

Hatarozzuk meg a metrikus tenzor inverzét:

> GINV := map( simplify, inverse( G ) ):
GINV := subs( cos(t)"2 =1 - sin(t)~2,
cos(b)~"2 = 1 - sin(b)"2, eval( GINV ) ):
cpu_time = (time()-settime) * seconds; # computing time

vV VV

cpu_time = 7.509 seconds
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A metrikus tenzor inverzét nem irattuk ki, GINV[4,4] kivételével minden kom-
ponense a cikk (34) formulajanak megfelel§ alaka. A GINV[4,4]-et is kénnyen
a kivant alakra hozhatnank, de a szdmolas ezen utolsé fazisat inkabb Atugor-
juk. Végiil is néhany méasodpercnyi gépid§ f6lhasznalasaval mar publikalhatd
eredményeket kaptunk.

A [45] cikkben egy masik olyan példat talalunk, amikor a szamitégépes algeb-
ra hasznalataval tudtak a kutaték egy olyan bizonyitist befejezni, amely renge-
teg trivialis, de faradsigos szamitast igényelt. Az emlitett cikkben egy tisztan
algebrai problémat, nevezetesen véges Lie csoportok bizonyos véges részcsoport-
jainak létezését visszavezették egy 240 egyenletbdl 4116 line4ris egyenletrendszer
megoldasara, melynek egyiitthatol egy 1831 elemii testbol keriiltek ki. Szami-
togép segitségével kdnnyen meg tudtdk mutatni, hogy ennek a linesris egyen-
letrendszernek van megoldasa. Mig kézzel ez szinte lehetetlen, szamit6géppel
kénnyedén kivitelezhet. A Maple segitségével végrehajtott szamitasokrol lasd
a [131]-et.

Utols6 két kidolgozott példankban a Maple-lel a generatorfiiggvényt, illetve a
metrikus tenzort és inverzét hataroztuk meg. Lehet, hogy az Olvaso nem tul sok-
ra tartja a szamitégépes programokkal kapott matematikai eredményeket, de ne
feledje, hogy szamos fiiggetlen médszer 1étezik a valaszok ellendrzésére. Az egyik
Ut az lehet, hogy magat a Maple-t hasznéljuk a szdmitisok ellendrzésére, meg-
névelve ezzel az eredménybe vetett bizalmunkat. Igy példaul kiszamithatjuk a
Taylor-sor elsé néhany elemét, és Gsszehasonlithatjuk az eredeti egytitthatokkal,
a valaszok tovabbi ellendrzéseként pedig Osszeszorozhatjuk a metrikus tenzort
inverzével.

A szimbolikus és algebrai szamitasok gyakran megel6zik a numerikus szami-
tdsokat. A matematikai formuldkat gyakran azért alakitjuk at, hogy a késébb
elvégzendd numerikus szamitdsoknak megfelels alakra hozzuk 6ket. A szdmi-
togépes algebrai rendszerek fontos tulajdonsiga, hogy jo kapcsolédasi felilletet
kinalnak a szamitasok két tipusa kozott. A Maple FORTRAN és C kifejezésekké
tudja alakitani a sajat nyelvén {olirt kifejezéseket. Opcionalis dupla pontossa-
gu aritmetikat és kodoptimalizalast is tud végezni. Példaul FORTRAN kodda
transzformalhat6 az el6z6 példankban szerepld G metrikus tenzor elsé két so-
rabol allo részmatrix is. Két technikai aprésag: nem hivatkozhatunk az Euler-
konstansra a <y szimbolummal, és a matrixokat nem adhatjuk meg egymasba
skatulyazott listakkal.

> fevalf/constant/gamma‘ := proc() args end:
> H := submatrix( G, 2..3, 1..6 );

H :=
0, —= r (—cos(B)? + sin(f) cos(7y) sin(B)% — 1),

72 sin(+y) sin(3) sin(6) , —r % cos(B), 0

: ;r cos(8) cos(8) ]

"
|

0,—r sin(y) sisb(@yenldy, ;r2(sin(0)cos('y)+1),0,0,0]
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> fortran( H, ’optimized’, precision = double );

t2 = sin(theta)

t4 = t2xcos(gamma)

t5 = sin(beta)

t6 = thH*kx2

t8 = cos(beta)

£9 = t8**2

t15 = tl*sin(gamma)*tb*t2
t16 = t1%t8

H(1,1) = 0.DO

H(1,2) = t1x(-t4*t6+1.D0+t9)/2.D0
H(1,3) = t15/2.D0

H(1,4) = t16/2.D0

H(1,5) = 0.DO

H(1,6) = ti16%cos(theta)/2.D0
H(2,1) = 0.DO

H(2,2) = t15/2.D0

H(2,3) = ti1*(t4+1.D0)/2.D0
H(2,4) = 0.D0O

H(2,5) = 0.DO

H(2,6) = 0.DO

A szamitégépes algebrai rendszerekkel nyert eredmények vagy egzaktak, vagy
a folhasznalé altal meghatirozott pontossdgiak. A kézzel végzett szamitasok-
nal pontosabbak is lehetnek (v.&. [116]); ami gyakran az integral-tablazatok
korrekcidjdhoz vezet. Az alabbiakban két olyan integralt emlitiink példaként,
amelyek hibasan szerepelnek a legnépszertibb tablazatokban. (V.6. Gradshtein
és Ryzhnik, [84].)
1. A 2.269 képlet

/ 1 dm—g _i+g_8c2x 1
z/(bz + cz®)® 3\ bz b b3 ) sqrt(bz + cz?)

2. A 3.828(19) képlet

/°° sin? (az) sin? (bz) sin(2cz) e —
o T
T
16
ahol a,b,¢ > 0.

Mint alabb lathats, a Maple nemcsak a helyes véilaszokat adja meg, hanem a
paraméterekre vonatkozéan tovabbi informdaciékat is nyajt. A példadban a "
kettds idézdjellel hivatkozunk az el6z6 eredményre.

> Int( 1/ (x * sqre(( bxx + c*x"2 )~3)), x );

1
/w vV (bz + cz?)3 o

(1 +sgn(c—a+b)+sgn(c—b+a) —2sgn(c — a) — 2sgn(c — b)),
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> value(");

—\/z (cz+b)(4Vbz+cz?czb+5Vbz +ca? P z?
—Vbz+cz2b® +3c%/z(cz+b)z?) /(z /23 (cz +b)3b°)

> factor(");

(cz+b)(4czb+8c®z? —b?)
z3 (cz + b)3 b3

=
3

Tegyiik fol, hogy minden valtoz6 pozitiv, és egyszeriisitsiik az el6z6 eredményt
ennek megfelelGen.

> simplify( ", assume=positive );
24czb+8c%z? —b?
3 2%/2./cg + bb3
Kicsit t6bb munkaval jar a tablazatban szerepl alakra hozni az eredményt:
> subs( btc*kx = y/x, " );
24cxb+8c?z? —b?

3 23/2 Y p3
x
> simplify( ", assume=positive );

24czb+8c222 —b?

3 z /Y

> expand(");
§ c +E zc? _g 1
3. yb?2 3 yb® 3z.ybd
> collect( 3/2*", sqrt(y) );
455 +8= L
B zb

VY

> subs( y = b*xtcxx~2, 2/3%" );
2
¢ zC 1
248 T gp
3 Vbztca?
A tablazat tehat egy hibas — el6jelet tartalmaz. Az 1980-as negyedik kiadasban
egyébként mar kijavitva szerepel. Kilonben is a tablazatokban k6zolt eredmé-
nyeket az ember vagy elhiszi, vagy nem; a Maple-ben viszont differencialassal
ellendrizhetjiik Gket:
> simplify( diff(",x) - 1 / (x * sqrt(( b*x + c*x~2 )~3)),
> assume=positive );

0



1.4. A szamitbgépes algebra elényei 19

A maésodik példa mar izgalmasabb: a tablazatban szerepls hibas eredmény he-
lyett a Maple egy altalanosabb érvényid megold4st talal.
> Int( sin(a*x)~2 * sin(b*x)~2 *sin(2*c*x) / x,
> x=0..infinity );
/°° sin(a z)? sin(b z)? sin(2 ¢ 1)
0

dz
T

> value(");

;[ 1,
3—251gnum(2b+2c—2a)7r— 1—6s1gnum(2c—2b)7r

1 1
+ gz—signum(—2b+2c—2a)7r+ ﬁsignum(——2b+20+2a)7r

1 1
~ T8 signum(2¢ — 2a) 7+ 3 signum(c) w

1 1
+ 3—28'1gnum(2b+20+2a)7r— —l—ésignum(2c+2a)7r

- —1—16 signum(2c+2b) 7
A Maple tetszéleges a, b és c-re kiszamitotta a megoldast. Ezt specializalhatjuk
a [84]-ben szerepld, csak a pozitiv valtozoknak megfelels esetre:

> simplify( ", assume=positive ); # all variables > 0

1 1
gZ—Signum(Zb+2c—2a)7r—- —fésignum(2c—2b)7r

1 1
+ 3—25ignum(—2b+2c—2a)7r+ 3—25ignum(—2b+2c+2a)7r

1 1
- 1—6signum(20— 2a) T+ 337
Szabaduljunk meg a kettesektdl, és allitsuk el§ szorzatként az eredményt:
> factor( subs( signum = (signum @ primpart ), " ) ):

1
3—27r(signum(b + ¢ — a) — 2signum(c — b) + signum(—b+ ¢ — a)

+ signum(—b + ¢ + a) — 2signum(c — a) + 1)
A tablazatbol tehit hidnyzott egy tag, és rossz volt az egyik elGjel.

Az integralasnal sokszor csak akkor kaphatunk helyes eredményeket, ha meg-
felel6 kikotéseket teszlink a paraméterekre. Vizsgéljuk az alabbi improprius

integralt:
© ¢1/3 In(at)
——2 dt ,b> 0.
/0 b+ 7 °
> assume( a>0, b>0 ):
> normal( integrate( t~(1/3) * In(axt) / (b + 2*%t~2)"2,
> t = 0..infinity ) );

1 x2'3(2In(a") V347 —3v3 —v3In(2) + vV3In(b7))
36 e
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Az a és b utani tildék azt jelzik, hogy ezekre a valtozokra valamilyen foltételek
vannak érvényben. Szitkség esetén a Maple tajékoztat is ezekrdl a foltételekrsl.

> about( a );

Originally a, renamed a™:
is assumed to be: RealRange(Open(0),infinity)

Az integralas jol illusztralja a szamitégépes algebra tovabbi el6nyeit: kénnyen
elérhet6ve vilnak a bonyolultabb matematikai technikik és algoritmusok is. Ha
a Maple-lel kiszamittatjuk a kivetkezs két integralt

/.7:2 exp(z®)dzr és /:v exp(z®) dz,

kiilénbo6zd jellegii eredményeket kapunk:

%exp(aﬁ) és /.'z: exp(z?) dz.

Ez nem csak azt jelenti, hogy a rendszer nem tudott megbirkézni a masodik
integrallal. A Maple a Risch algoritmus (lasd [76]) segitségével azt is el tudja
ddnteni, hogy az integral nem fejezhet& ki zart alakban az elemi fiiggvények se-
gitségével. Ez ellentétes a zart formaju megoldast keress, szokasos heurisztikus
algoritmusokkal. A heurisztikus megkdzelitések esetében soha nem lehetiink
bizonyosak abban, hogy tényleg nem létezik zart forma. Elsfordulhat, hogy
csupan nem elég {igyesen probalkoztunk. A Risch algoritmus azonban igen bo-
nyolult; mély matematikai eredményekre és algoritmusokra tdmaszkodik, és sok
olyan 1épésbdl all, amelyek nehezen reprodukélhaték kézi szamolassal. A szami-
togépes algebrai rendszerek folhaszndloi anélkiil alkalmazhatjék ezeket a mély
matematikai eredményeket és algoritmusokat, hogy minden részletet ismerniiik
kellene.

Ha szamitégépes algebrai rendszert hasznilunk, a matematikai feladat elem-
zésére koncentralhatunk, a szamolas részleteit a gépre bizhatjuk. A szami-
togépes algebrai rendszerek ,matematikail kisérletekre” buzditanak benniinket.
Megkonnyitik a matematikai hipotézisek ellendrzését, és szamitasainkon alapulé
tjabb sejtésekhez vezetnek. (V.6. [15, 130].) Az ilyen matematikai kisérletek
példija lehet az aldbbi n x n-es A,métrix determindnsira vonatkozé sejtésiink
megfogalmazasa:

An(,g) = 28ed(i,g)

Az elsé lépés, hogy kiszamolunk néhény determinéanst, és megvizsgaljuk Sket.

> numex := 8: # number of experiments

> dets := array( l..numex ):

> for n to numex do

> Aln] := array( 1..n, 1..n, symmetric ):
> for i to n do

> for j to i do

> Aln][i,j] := x~iged(i,]j)

> od od:
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> dets[n] := factor( linalg[det]( A[n] ) ):
> print( dets[n] )
> od:

z

z?(z - 1)
2 (z+1) (z—1)?
z° (z +1)% (z —1)3
28 (2?2 +1) (z + 1) (z — 1)*
(2 + 1)@ +z—-1)(z+1)*(z-1)°
@ +1) @+ +) @ -2+ 1) (2P +2-1) (2 +1)° (@ -1)°
2@+ +1) (@ -+ 1) (@B +2-1)(2®+1)2 (z+ 1) (z - 1)

Els6 latasra nem sok jéval biztat. De nézziik csak az egymas utédni determinan-
sok hanyadoséat!

> for i from 2 to numex do
> quo( dets[i], dets[i-1], x )

>  od;
-z
2 —z
zt — 2?
-z
-2 —22+2
:IJ7—£I:
28—zt

Az n-dik polinomban csak olyan z hatvanyok fordulnak el6, amelyek kitevgje
n osztoja. Ha még egy kicsit kisérleteziink a Maple-lel, és egy Md&bius-szerd
formuléval prébalkozunk, kénnyen eljuthatunk a kévetkezs sejtéshez:

n
Sejtés. det A, = H ¢i(z), ahol a ¢;(x) polinomokat az z™ = Z od4a(z) egyen-
j=1 d|n
l6ség definidlja.
Néhany tulajdonsag:
(i) Ha p prim, akkor
Dplz) 22 gP 23
és tetszileges v természetes szdmra
r—1
bpr (7) = dp(a” ).

(ii) Ha a p prim nem osztdja n-nek, akkor

¢pn(x) = ¢n(xp) o ¢‘n(z)
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(1i) Ha az n természetes szdm primtényezds folbontdsa n = pi* ...pLe, akkor
r1—1 g —
¢n(;1;) = P wwis (zpﬂ pl 1) .

(i) A kévetkezé formula érvényes:

bu(2) = Y (3) 2 = Y u@al?)

d|n d|n

ahol p a Mobius-fiigguény, azaz p(1) =1, p(p1 .. .ps) = (=1)° hapy,...ps
kilonbozé primek és p(m) = 0, ha m valamely primszdm négyzetével oszt-
hatd.

Az érdekl6ds Olvasok kedvéért megjegyezziik, hogy %qbd(q) a q elemi véges test
folotti egyvaltozés d-ed fokd monikus irreducibilis polinomok szdméaval egyenls.

Barmilyen sok matematikai ismeretet tartalmaznak is a szamitégépes algeb-
rai rendszerek, fontos, hogy a gyakorlott folhasznalok személyes érdeklgdésiitknek
megfelel§ eljarasok megirasaval is bovithessék a rendszert. A konyv szerzGje az
[69]-ben kifejlesztett modszerek alapjan polinomialis leképezések invertalasara
néhany Maple algoritmust implementalt. Ezekkel a programokkal eldonthetd,
hogy egy polinomiélis leképezésnek van-e polinomialis inverze, és ha igen, ki is
szamolhaté az inverz. Ezt alatamasztandd, definidljuk a kdvetkezd haromvalto-
z0s invertalhato leképezést:

> read ‘invpol.m‘; # load user-defined package
> P o= [ x74 + 2% (y+z)*x~3 + (y+z)"2%x"2 + (y+1)*x
> + y°2 + yxz, x”3 + (y+2)*x"2 +y, x +y +2z];

P=[z"+2@y+2)8 +y+2)°2’+(y+ Dz +y’ +yz,
2+ (y+2)2°+y, c+y+2]

> settime := time(): # start timing
> invpol( P, [x,y,z] ); # compute inverse mapping

[z—yz,y—22+2y2°z—y* 2,

z—c—y+yz+ariz—2y2lz+ 9?29

> cpu_time = (time()-settime) * seconds; # computing time

cpu_time = .430 seconds

A polinomialis leképezések inverzét papirral és ceruzaval szinte lehetetlen ki-
szamolni. Szamitogépes algebrai rendszerre van sziikség a rengeteg szimbolikus
szamitashoz. Azt azonban nem varhatjuk el a rendszerek tervez&itsl, hogy az
Jsszes folhasznalé minden jovébeli igényét figyelembe vegyék. Csak arra széa-
mithatunk, hogy olyan hatékony programozasi eszk6zkkel latnak el benniinket,
amelyekkel 1j algoritmusokat implementalhatunk.
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1.5. A szamitégépes algebra korlatai

A szamitogépes algebrai rendszerekrél eddig elmondottak azt a benyomést kelt-
hetik, hogy ezek a rendszerek korlatlan lehetSségeket kindlnak, és univerzalis
eszkozként hasznilhatok matematikai probléméak megoldisara. Ezek azonban
tal rézsas elképzelések, nem art néhany elSzetes figyelmeztets megjegyzés.

A szamitégépes algebrai rendszerek gyakran komolyan megterhelik az Gket
futtaté szamitdgépeket, mivel rengeteg memoriat és szamitasi idét igényelnek.
A pontos aritmetika ara a kifejezések méretének exponencilis ndvekedése és
oridsi nagy szamok megjelenése. Ez még akkor is el6fordulhat, ha a végss valasz
egyszer( ,igen” vagy ,nem”. Vegyiik a jolismert euklideszi algoritmust, amely két
polinom legnagyobb kézos osztéjat adja meg. A ,naiv”’ algoritmus hatékonysiga
nem tul j6. Tekintsiik a kdvetkezé polinomokat

> f1] := 7*x~7 + 2%x76 - 3%x~5 - 3*x"3 + x + 5;
fii=T72"4+22%-32% -3z +2+5

> ff2] := 9%x"5 - 3*x"4 - 4*%x"2 + T*x + T;
fo:=92% -3z — 422 + 7247

Az euklideszi algoritmussal megkeressiik a két polinom racionalis szamok f6l6tti
legnagyobb k6zds osztojat, ged(fi, f2)-t. Az els6 osztas elvégzésével olyan go
és fz polinomokat kapunk, amelyekre fi = gafa + f3 teljesil, tovibba vagy
degree(fs) < degree(f2) vagy fz = 0. Ezt a lépést a kovetkez6 maradékos
osztassal végezziik:
> f[3] := sort( rem( £[11, £[2], x, ql2] ) );
0 , 176 5 770 , 9% 503
fglzﬁ.’lf —2—711) ——81—.’13 —8—1$+ﬁ

> ql2];
; 18" 14
g% T
Ezutan olyan g3 és f4 polinomokat hatarozunk meg, amelyekkel fo = g3 f3 + fa
teljesiil, és vagy degree(fs) < degree(fs) vagy fs = 0. Az osztasokat addig
ismételjiik, mig f, = 0 nem lesz, ekkor gcd(f1, f2) = fa—1. A kOvetkezs Maple
program a maradékpolinomok sorozatat szamitja ki:

> Euclid_gecd := proc( f::polynom, g::polynom, X::name )
> local r:

> if g = 0 then sort( f )

> else

> r := sort( rem( £, g, x ) );

> if r <> 0 then print( r ) fi;

> Euclid_gcd( g, r, x )

> fi

> end:

> Euclid_gcd( £[11, £[2], x ):

W 0 s 110 5 9% = 5%
N i W W
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100881 472 14139 3 98037
1225 2450 2450
16726864175 , 5255280625 19754564375
T 10176976161 ° ~ 10176976161 a 10176976161
35171085032244648729 < 6605604895087335357
456796710414528050 456796710414528050
240681431042721245661011901925
121549387831506345564025862481
Azt az eredményt kaptuk, hogy fi és fo relativ primek, mivel legnagyobb kozos
osztéjuk egység. Figyeljik meg az egyltthatok méretének 6rihsi novekedését
az egyjegy egészektol egészen a harmincjegyii racionalis szimokig (még tgy is,
hogy a racionilis egyiitthatok mindig egyszertsitett alakban szerepelnek). A
[76, 117]-ben olvashatunk kifinomultabb algoritmusokrél, melyek a legnagyobb
kozbs osztét Ggy szamitjak ki, hogy kodzben a lehetdségekhez mérten elkeriilik
az egyiitthat6k ilyen mértékt névekedését.

A szamitbégépes algebrai szdmitasok sordn gyakran el6fordulé jelenség, hogy
a részszadmitasckban szerepld kifejezések mérete rendkiviili médon megnd, ez az
sntermediate expression swell” (kb. ,részkifejezések felfivodasa”). Bar altala-
ban nehéz megbecsiilni a szdmitasok id6- és memériaigényét, mindent meg kell
tenniink annak érdekében, hogy szdmitasainkat, alkalmas matematikai modellek
hasznélataval és hatékony programozéssal optimalizaljuk. Annak bizonyitasara,
hogy megéri a faradsagot, tekintsiik azt a 8 x 8-as matrixot, melynek (7, j)-dik
komponense (iu + = + y + 2)?. Ennek inverzét a Maple 1125 masodperc alatt
3900 Kb memoria folhasznalasival szamolta ki egy SUN SPARCstation 20 M71
tipusi munkaalloméson. A nyilvanvalé z + y + z — v helyettesités a szamitasi
id6t 6 masodpercre, a memoériafolhasznalast 750 Kb-ra csGkkentette.

A szamitégépes algebrai rendszerek hasznalataval kapcsolatos mésodik prob-
léma pszicholégiai jellegli. Hany soros output-ot lehet konnyedén attekinteni?
Ha nagy méret( kifejezésekkel talaljuk magunkat szemben, hogyan lesz elegends
ralatasunk az egyszerdsitésiikhoz? Ha példaul csak a kifejtett alakjat latjuk a
képernydn, nehéz lenne azt az

f(z,y) = g(u(z,y),v(z,y)),

polimon-kompoziciét {6lfedezni, amelyben

glu,v) = udv+ uww® 4+ uv +5,
u(z,y) = By+zy?+22+y+1,
v(z,y) = y3+2%y+z

Bar igaz, hogy a szamitogépes algebrai rendszerekben tetszdleges pontossagi nu-
merikus szamitasokat végezhetiink, ennek negativ oldala is van. Mivel a hardver
altal kinalt aritmetika helyett szoftveres lebeg&pontos aritmetikit hasznalunk,
az igy végrehajtott numerikus szdmitasok 100-1000-szer lassubbak példaul a
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FORTRAN programozasi nyelven megirtaknal. Numerikus problémak esetén
ezért mindig fol kell tenni magunknak a kérdést: ,,Valéban sziikségiink van-e
a racionalis szadmokkal dolgoz6 egzakt vagy a nagy pontossigi lebegSpontos
aritmetikidra? Nem lenne jobb valamelyik numerikus programozasi nyelvet hasz-
nélni?’

A szamitogépes algebrai rendszereket enyhe tiilzassal szokds matematikai szak-
ért6i rendszereknek is nevezni. Barmennyire impressziv is a rendszerekbe épitett
matematikai tud4sanyag, ez csak napjaink matematikai ismereteinek t&rt része.
Szamos olyan teriilete van a matematikdnak, ahol a szamitégépes algebra még
nem sokat tud segiteni, és ahol tovabbi kutatasok sziikségesek. Ilyen teriiletek a
parciilis differencidlegyenletek megoldasa, a Bessel fliggvényekhez hasonlé nem
elemi fiiggvényeket tartalmazé hatarozott és hatarozatlan integralok kiszamita-
sa, a vonalmenti és a feliileti integralas, a specialis fiiggvények kalkulusa és a
nem kommutativ algebra, hogy csak néhanyat emlitsiink.

Tovabbi silyos probléma, s talan ez a legnehezebb, ha absztrakt szinten akar-
juk specifikalni azt a szdmtestet, amelyben szdmolni kivanunk. Példaul vég-
telen sok szamtest létezik, de a testek aritmetikai miveleteinek tulajdonsagait
f6lhasznalé olyan algoritmusokat szeretnénk irni, ahol nem kell elére megadni
azt a testet, amelyben a szamitasokat végezziik. Tovabbd elképzelhetd, hogy az
Olvas6 sajat maga 4altal definidlt matematikai struktardkat akar hasznalni. A
Scratchpad ITI/AXIOM [54, 55, 108, 109, 179] rendszer tette meg az els6 lépé-
seket ebben az irdnyban. A Maple-ben a Gauss csomaggal hozhatunk létre az
AXIOM-hoz hasonlé médon 1Gj doméneket.

Ami a szamitégépes algebrai rendszerek szintaxisit és a szemantikajat ille-
ti, programozasi nyelvként valé hasznélatuk bonyolultabb, mint a FORTRAN-
szerti numerikus programozasi nyelveké. A szdmitégépes algebrai rendszerekben
szamos olyan beépitett fiiggvénnyel talalkozunk, amelyek varatlan eredmények-
re vezethetnek. Valamiféle elképzelésiinknek kell lenni a rendszer miik6désérdl,
a bels6 adatabrazolasrol, az adatok gazdasigos kezelésérsl stb. A matemati-
kai problémak alapos vizsgélatara és az algoritmusok gondos implementélasara
van sziikség, hogy mind az id6igény, mind a memdria-hasznilat szempontjabol
hatékony algoritmusokat kapjunk. Ha példaul a Bessel polinomok kiszamitasat
végzs eljarasban (lasd az 1.3. alfejezetet) elfelejtettiik volna az expand eljaras
segitségével kifejteni a részeredményeket, sziikségteleniil terjedelmes kifejezése-
ket kaptunk volna. Az Y fiiggvény eléggé szerencsétlen aldbbi implementacidja
Y5(2)-re ezt adja:

> Y := proc( n::nonnegint, x::name )

> if n=0 then 1

> elif n = 1 then x+1

> else Y(n,x) := (2*n-1)*x*Y(n-1,x) + Y(n-2,x)
> fi

> end:

> Y(5,z2);

92(72(5z2Bz(z+1)+1)+z+1)+3z(z+1)+1)
+520B8z(z+1)+1)+2+1
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A hatékony programozast, valamint a szimbolikus szadmit4dsoknal gyakran els-
fordulé szamos csapda elkeriilését megk6énnyiti a szamitégépes algebrai rendszer
alapvet6 tulajdonsagaiban valé jartassag, példaul az elemi adatstruktirdk és a
beépitett lehet8ségek ismerete. Valamely probléma vizsgalata sordn a rendelke-
zéslinkre 4ll6 rendszerek alapos megértése a helyes rendszer kivalasztasanak is
elofeltetele. Példaul a FORM [184] formula-manipulécios rendszer nem kommu-
tativ algebrakban valé szamitasok elvégzésére alkalmasabb a Maple-nél, mivel
a nem kommutativ objektumokat alaptipusként alkalmazza, és a mintaillesztés
szintén megfelelGen tamogatott alapmivelet. A [46]-ban kvaterniokkal végzett
szdmitasokat hasonlitanak Gssze a két rendszerben.

Végiil megemlitjik a szamitégépes algebrai rendszerek hasznalatanak tech-
nikai nehézségeit. Néha zavaré az input és az output formétuma, a kifejezé-
sek ismételt folhasznéilasa nehézkes, és tul messze esik a szokisos matematikai
jelolésektsl. A globélis manipulédcidkhoz képest a részformuldk lokalis atalaki-
tasal szdmos esetben nehezen kivitelezhetSek. MaAs programozasi nyelvekhez
valo kapcsolédas gyakran teljesen hisnyzik, vagy nem megfelels. Es végiil, de
nem utolsé sorban a hibakrél sem feledkezhetiink meg. Az érdekl6dé Olvasé-
nak a [175]-ben talalhaté szérakoztaté diszkussziot javasoljuk. Remélhetjiik,
hogy az ottani megjegyzések kozlil néhany hamarosan idejétmultta valik. De
a Maple-h6z hasonlé rendszerek mindig meglepetésekkel szolgilnak; hol j6, hol
rossz értelemben. Bzt a részt két olyan megleps példaval zarjuk, ahol a Maple
kis segitségre szorul.

Az elsé feladat egy olyan kdnnyd integralds, amely szamitogépes algebrai
rendszer hasznilata nélkiil is megoldhaté:

> Int( 2*xxx(x"2+1)°24, x );

/2x (2?2 + 1)* dz
A valasz vilagos, de mit mond a Maple?

> value(");

+ 178296 222
10626 440

752
19228 £°° + 43263 2%* 4 817192 + 6535 2%

+ 208012 226 + 208012 224 + 178296 222 + 7084 38 + ——

10626

R o hnas . 290 + %% + 1224 + 922* + 506 z*2 + —— £'° + 506 z®

25

2
n 653575 1;2[) e 81719 m_18 g 43263 1,16 Sl 19228 :1:14 o 7084 $12

+92z% +122* + 22

H4t ez cléggé meglepd! Talan a szorzatta alakitas segit.
> factor(");

55;1:2 (z® +52°% + 102* + 1022 + 5)(z*° + 202°® + 190 z°°
1+ 1140 234 + 4845 232 + 15505 z3° + 38775 28 + 77625 228
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+ 126425 224 + 169325 222 + 187760 220 + 172975 z18
+ 132450 6 + 84075 z'* + 43975 2 + 18760 z'° + 6425 28
+ 1725 2% + 350 z* + 50 2% + 5)

Kozben rajohettiink, hogy az integracios konstans valasztasa okozta a gondokat:
> factor( " + 1/25 );

25
%5 (x> +1)

Tl sokat vArunk el a rendszert6l, ha azt hissziik, hogy az efféle problémak
mindig elkeriilhetSk.

A masodik példa optikai vizsgalatokbol szarmazik (lasd [14]), és
£" sin’ z cos’ z cosh® z sinh! &

alak tagokbdl 4ll6 kifejezések integralasaval kapesolatos (2, , k, ! € N). Konnyen
igazolhat6, hogy minden ilyen integral kifejezhets hasonlo folépitési tagok se-
gitségével. Lassuk, mit csinal a Maple:

> Int( x * sin(x)"2 * cos(x) * sinh(x)"2 * cosh(x), x );

/1: sin(z)? cos(z) sinh(z)? cosh(z) dz

> value(");

-31—2 %x - —2-) e cos(z) — % (‘Tl(jm e 53_0) e®®) sin(z)
_ % ze®% cos(3z) + % (—él‘ * 118) #2 sin(32)
——6—141176 cos(a:)+ . (—lz+ )e sin(z)
A 3% (1163; + —g—)e cos(3z) — % —%z—i— ;_O)Gm sin(3 z)
a. -61—4 z el cos(z) + 31—2 (—% z— 5) e(~%) sin(z)
& 31_2 (—%61: + 225) eC=*) cos(3 ) — 3% (—13—0 = 535) (") sin(3 )
+ 315 (_136 g — )e( 32) cos(z) — 312 (= 11_0x 5 %)e(_g *) sin(z)
+ &xe —5iE) 008(393) e 3_2(“%”” 18)6(_“) sin(3 z)

Ahhoz, hogy a kivant alaki eredményt kapjuk, az exponencialis fiiggvényeket a
hiperbolikus fiiggvényekkel kell kifejezni, és at kell alakitani az el6z6 részered-
ményt:

> convert( ", ’trig’ ): # exp -> trigonometric function

> expand(");
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i sin(z) z cosh(z)® — % cos(z) z sinh(z)

15
1
- % x sinh(z) cosh(z)? cos(z)3 — 0 cos(x) cosh(z)?
19 ., .. 1 :
+ 150 sin(z) sinh(z) + 50 cosh(z) cos(z)
+ % cos(z) z sinh(z) cosh(z)? — % sin(z) sinh(z) cosh(z)?
1
- :115% sinh(z) sin(z) cos(z)? — 5% cosh(z)? sin(z) cos(z)?
1 1
+ ha cosh(z) sin(z) cos(z)? + 18 sinh(z) cosh(z)? sin(z) cos(z)?
1 . 3
=15 sin(z) z cosh(z) + T sinh(z) cos(z)

Utolsé lépésként ezeket a parancsokat egy eljarasban foglalhatnank ossze, hogy
maskor is hasznalhassuk Sket:

> trigint := proc()

> int (args);

> convert(",’trig’);

> expand (")

> end:

> trigint( x*sin(x)~2*cos(x)"3, x );

1 2 1 2
— zsin(z) cos(x)? + — zsin(z) + T cos(z)? + — cos(z)

15 15 15
- %wcos(x)‘1 sin(z) — % cos(z)®
> trigint( x*sin(x)*cos(x)"2, x=0..Pi );
1
g m

Gyakran el6fordul, hogy a Maple-t igy szabjuk hozz4 igényeinkhez. Ezért a
kényv szdmos példat mutat arra, hogyan segithetiink a rendszernek. Némelyik
eléggé bonyolult. Azért vettiik 6l 6ket, mert pusztan a Maple parancsok elma-
gyarézasa és trividlis példak folsorolasa még nem ad elegendé jartassagot ahhoz,
hogy komolyan tudjunk dolgozni a rendszerrel.

1.6. A Maple tervezése

A Maple elnevezése nem a mathematical pleasure (,matematikai 6rémask”) ki-
fejezés réviditéseként jott létre, csupan a termék kanadai szarmazaséara utal.®
1980 novembere 6ta a Waterloo-i Egyetemen miik6dé Szimbolikus Szamit4si
Kutatocsoport és a Ziirichi Miegyetem szakemberei 6ridsi mennyiségi munkat
oltek a Maple rendszer fejlesztésébe. 1992 6ta a termék tovabbi fejlesztését és

5A maple (juharfa) Kanada nemszeti szimboluma. (A Fordité megjegyzése.)
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forgalmazasat az eredeti fejlesztkkel egyiittmikodve a Waterloo Maple Soft-
ware (1995 6ta Waterloo Maple Inc.) nevi cég végzi.

A Maple nyitott architectiraju szadmitdgépes algebrai rendszer, amely sza-
mitogépek széles skalajan futtathaté a Cray Y/MP szuperkomputertsl lefelé
kezdve egészen a Macintosh és IBM PC kompatibilis asztali gépekig. A rend-
szer leghatékonyabban idSosztasos operaciés rendszert miikédtets nagygépeken
futtathato, ahol szamos f6lhasznalé dolgozhat egyidejileg a Maple-lel anélkiil,
hogy egymaést vagy maéas folhasznalokat zavarninak, vagy hogy a rendszert kii-
I6nésebben leterhelnék. Mindez a Maple modularis tervezésének koszénhets. A
rendszer négy részbdl all: az Iris-nek nevezett f6lhasznaléi felilletbdl, az alap-
vetS algebrai miiveleteket végz6 kernel-bdl, a kills§ kdnyvtdr-bél és a Maple
folhasznaloi altal fejlesztett osztott kdnyvtdr-bol (share library).

Az Iris és a kernel a rendszer kisebbik részét alkotja. Mindkettét a C progra-
mozasi nyelven irtak meg. Ezek tolt6dnek be a memdridba, amikor egy Maple
szekciét elinditunk. Az Iris kezeli & matematikai kifejezések inputjat (elem-
zés, hibalizenetek), megjeleniti a kifejezéseket (,prettyprinting”), kirajzolja a
fiiggvényeket, és a rendszernek a félhasznaloval folytatott egyéb kommunikaci-
6jat tamogatja. Az X Window rendszeren (Motif alatt), tovabba VMS, Amiga,
Macintosh, NeXT és MS-Windows operécios rendszerti gépeken hasznalhaté a
munkalapnak (worksheet) nevezett specidlis grafikus f6lhasznaloi feliilet.

oduc the binatorial Structures P: €

| 8 General Trees
& Connected Funclion‘:

E2 Alcohols
Alcohol molecules, Cy| alx)
| Elliptic integrals are of the form dx , where y(x) is a pol
graxmnarfuranalkyl,(’ Ip! 28 h(x)m y{x)isap
space. : 2
> eolecula := 4 al. PN .
cord=3))), Hi x) arep To begin this place your cursor in the e
C=Atom }: i
> count{ {alkyll> restart;

b

{E Complete Elliptic Integrals

Thus, there are 17 diff; 3

them. ; iad

> drow( {alkyl,l 2

> drau{ falkyl) 1

Prod(C, Set(Prod(C, S Maple V Release 4 supports complete elliptic integrals, such as: Tdt .
Set(Prod(C, Set(# | 1 - k% sin(2)
H)), i, H))

L Prod(C", Set. n
2

E# Necklaces ! 4
A necklaces a cycle co) J’ J1-#singe)?ar ,and d. The corresponding Maple code is:
difficult to count because (l-usin(!)z);\/l—kzsin(t)z

N I W o

n
2

0

1.3. 4bra: Maple ablak t6bb munkalappal

A munkalapokon a Maple inputot és outputot grafikival és egyéb szoveggel kom-
binalhatjuk. Ennek tipikus példaja lathat6 az 1.3. 4bran. A Maple munkalapos
feliiletének tovabbi sajatossagai: hipertext lehet&ségeket biztosit a dokumentu-
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mokon beliil és kiilonbdzé dokumentumok kozétt, bizonyos platformokon meg-
engedi multimédia objektumok beagyazasat, nyomdai mindségben jeleniti meg
a matematikai formulakat, az outputban szereplé képletek részei kivalaszthatok
tovabbi foldolgozas céljabol. A Maple munkalap régick hierarchidjabél all, a
régiok fejezetekbe és alfejezetekbe foglalhatok Ossze. Ezek ,becsukhatok”, ha
tartalmukat el akarjuk rejteni. A munkalapok széveges vagy BTEX formatum-
ban exportalhatok. A munkalapos interfészrél pontosabb részleteket a [187, 188]
Maple dokumentéciéban taldlhatunk.

A Maple kernel értelmezi a f6lhasznaléi inputot, végrehajtja az alapvets algeb-
rai miiveleteket, mint példaul a racionalis aritmetikat és az elemi polinomialis
aritmetikat. Hatékonysagi megfontolasok alapjin tartalmaz bizonyos gyakran
hasznalt algebrai rutinokat is. Ebbe a kategoériaba tartoznak példaul a polino-
kernel végzi a memoriakezelést. A Maple rendszer rendkiviil fontos sajatossaga,
hogy a szekci6 alatt hasznalt Gsszes (rész)kifejezést csak egy-egy példanyban
tarolja. Ily médon a kifejezések egyenlségének tesztelése rendkiviil ,0lcsd” mi-
velet, egyetlen gépi utasitassal elvégezhets. A rendszer a részkifejezéseket tijra
felhasznalja anélkiil, hogy djra kiszamolna Sket.

Részegység Funkcio

Iris elemzd
kifejezések megjelenitése (prettyprinting)
grafika,

specialis folhasznaléi feliiletek:
munkalap X11-hez (Motif), Macintosh-hoz, NeXT-hez,
MS Windows-hoz stb.

Kernel interpreter
memoriakezelés
alapvetd és kritikus idejd Z, Q, R, C, Z,, Q[z] stb. {6l6tti
eljarasok

Konyvtarak kényvtari fiiggvények

alkalmazssi teriiletek szerinti csomagok
on-line help
Osztott kényvtar a Maple folhasznéalok altal kézreadott kod

1.1. tablazat: A Maple rendszer komponensei

A Maple matematikai tudasinak tSbbségét a Maple programozisi nyelvén
kodoltak, és fiiggvények formajaban a kiils6 konyvtarban helyezték el. Mikor a
felhasznalénak sziiksége van egy kdnyvtari fiiggvényre, a Maple az esetek tobb-
ségében van olyan okos, hogy magatdl betdlti a rutint a memoéridba. Csak a
ritkdn hasznalatos Maple eljarasok betoltésére kell explicit médon megkérni a
rendszert. A Maple-t arrdl is tajékoztatnunk kell, ha valamelyik kiilénallo cso-
magot kivanjuk elérni (ilyenek a linearis algebra, a szdmelmélet és a statisztikai
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csomag, csak hogy néhényat megnevezziink koziiliik). Mindez a Maple-t kom-
pakt, kénnyen felhasznélhaté rendszerré teszi. Ami még fontosabb, igy a Maple
csak lényeges dolgokat tarol a memoéridban, semmi olyat nem, amire a folhasz-
n4l6 nem kivancsi. Ezért hasznélhatjak egy gépen egyidejileg tobben is a rend-
szert, és ezért fut a Maple kevés memoéridval ellatott gépeken is. Az 1.1. tablazat
Osszefoglalja a Maple rendszer kordbban targyalt tervezési alapelveit.

A Maple nyelve jol strukturalt, Attekinthets, magas szintd programozasi nyelv.
Adatstrukturak széles valasztékat tamogatja: fliggvényeket, sorozatokat, hal-
mazokat, listakat, tablakat, stb. Szamos, ezeken az adatstruktiardkon definialt,
kénnyen hasznalhat6é miivelet is rendelkezésiinkre all, mint péld4ul a tipuselle-
nérzés, szelekcid, adatstruktirdk kompoziciéja stb. Ezek a lényeges Gsszetevsi
annak a programozisi nyelvnek, amelyben a Maple majdnem minden matema-
tikai algoritmusat implementaltak, és amelyet mi is hasznalunk, amikor a rend-
szert ,interaktiv szdmolégépként” alkalmazzuk. Tovabba ha valakit érdekelnek a
Maple altal haszn4lt algoritmusok és ezek implementélasa, megnézheti a konyv-
tdrakban taldlhaté Maple kédot. A konyvtari eljarasok ugyanis forraskédban
rendelkezésre allnak. Szilkség esetén ezek a konyvtarak a folhasznaldk sajat fej-
lesztésd eljarasaival és csomagjaival is bovithetSk. A Maple osztott kdnyvtara,
amely a Waterloo Maple Inc. WWW szerverén, a http://www.maplesoft.com
URL-en érhetd el, tartalmaz t6bbek kozott egy csomdé folhasznalok altal kozre-
adott kédot, munkalappéldakat, dokumenticiét és a Maple korabbi verziéiban
talalhaté hibak javitasait. A Maple biztosit olyan lehet&ségeket is, amelyekkel
a programok végrehajtasat nyomon kévethetjiik, fiiggetleniil attol, hogy sajat
magunk altal irt eljarasokrol van-e sz6.

A Maple elényei koziil utolséként megemlitjiik a rendszer f6lhasznalobarat
tervezését. TO6bb szamitégépes algebrai rendszernél hosszii tanuldidére vagy
alacsony szint{i programozasi nyelvi ismeretekre van sziikség, ha valaki valéban
meg akarja érteni, hogy mi is tOrténik szamitasok soran. Sok rendszerben vas-
kos kézikényveket kell atlapozni, hogy megtalaljuk a programozasi kapcsolok
és kulcszavak helyes besllitasait. A Maple-ben nincs erre sziikség. ElGszor is
hasznalhatjuk a help lehet&ségeit, ezzel alapvetSen a Maple eljarasok on-line
kézikbnyvét kapjuk. Méasodszor, a Maple kénny(d hasznilhatésdganak titka az
a hibrid algoritmikus struktara, ahol a rendszer maga el tudja dénteni, hogy
melyik algoritmus végrehajtasa az elényds. Példaként vessiink egy pillantast
a Maple simplify (,egyszerisit”) eljarasara, ami pontosan azt csinalja, amit a
neve sugall.

> trig_formula := cos(x)~6 + sin(x)~6

> + 3*sin(x) “2*cos(x)"2:

> exp_ln_formula := exp( a +1/2%In(b) ):

> radical_formula := (x-2)°(3/2) / (x~2-4xx+4)~(1/4):
> trig_formula = simplify( trig_formula );

cos(z)® + sin(z)® + 3sin(z)? cos(z)? = 1

> exp_ln_formula = simplify( exp_ln_formula );
e(a.+1/21n(b)) " \/E
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> radical_formula = simplify( radical_formula );
(:1) a 2)3/2 e (.'1: - 2)3/2-
(x2 —dz+4)1/4 " ((z —2)2)1/4
Mivel a Maple nem teszi fol, hogy = > 2, nem tudja egyszertisiteni a négyzet-
gyokos kifejezést. A négyzetgyGkokre vonatkozd altalanos egyszertisités végre-
hajtasa a symbolic kulcsszo6 megadasival kényszerithet6 ki.
> radical_formula = simplify( radical_formula, symbolic );
(:L‘ i 2)3/2
(z2 — 4z + 4)1/4

= pisa2

A lényeg az, hogy egyetlen eljaras, a simplify kiilonb6z6 tipusi egyszertisité-
seket hajt végre: trigonometrikus egyszertsitéseket, logaritmikus és exponenci-
alis figgvények egyszertsitéseit és raciondlis kitevis hatvanyok egyszertisitését.
Masrészt, a mintaillesztés és a transzformacids szabalyok koncepciéja jelenleg
nem eléggé épiilt be a rendszerbe. A Maple-ben nehézkes a globalisan végrehaj-
tandé matematikal transzforméaciok programozésa.

Szamos helyen maga a Maple dont a kdvetends utrol. Négy példat emlitiink.
Matrix determinansanak kiszamitdsa kis matrixok esetén kifejtéssel torténik,
kiildnben a Gauss-eliminiciét hasznalja a rendszer. A Maple-nek lényegében
harom numerikus eljarasa van véges intervallumon végzett hatirozott integral
kiszamitasara; az alapértelmezés szerinti a Clenshaw—Curtis kvadratiira, 4m ha
(a kozeli szingularitdsok miatt) lasst a konvergencia, akkor a rendszer megproé-
bélja kikiiszobolni a szingularitast, vagy atvalt egy adaptiv duplan-exponencilis
kvadratira-eljarasra. Ha kissebb pontossag is elegends (pl. Digits < 15),
hasznélhatunk adaptiv Newton—Cotes médszert is. Nota bene, az altalanosi-
tott sorfejtés és a valtozo transzformécié két olyan technika, amit a Maple az
evalf/int eljarasban is alkalmaz analitikus integrandus esetén a szingularitdsok
kezelésére. Az érdeklddd Olvasonak [71, 75] attekintését javasoljuk. Jelenleg
hatféle algoritmust kédoltak az fsolve eljarasban: a Newton, a szeld, a di-
chotomikus, az inverz parabolikus interpolaci6t végzs, (egyenletrendszerekre) a
Jacobi matrix kozelitésével szamol6 és (ismét csak rendszerekre) egy parcialis
behelyettesitési eljardast. A Maple folhasznaléjaként nem kell tér6dniink ezekkel
a részletekkel; maga a rendszer megtalalja a helyes utat. Ez a szemléletméd
teszi a Maple-t a szamitégépen végzett matematikai szdmitdsok kénnyen meg-
tanulhaté és kénnyen kezelhets eszkozéve. :



Az els6 lépések: szamolas
szamokkal

Ebben a fejezetben azokat az alapvet6 ismereteket targyaljuk, amelyek a Map-
le hasznalatdhoz, az on-line help eléréséhez és a szamokon végzett miiveletek
végrehajtasahoz sziikségesek. A rendszerrel valé komunikaciéra hosszasabban a
4. fejezetben tériink ki. A Maple 4ltal tAmogatott szamtestek attekintése egyben
Jfajdalommentes” bevezetés a rendszer belsé adatabrazolasaba is.

Foltételezziik, hogy az Olvasé a Maple V Release 4-nek az X Window System
alatti munkalapos folhasznaléi feliiletd valtozatat hasznalja. A tovabbiakban
ismertetett szamitasokat 75 Mhz-es Super SPARC II processzoros, 64 Mbyte
memoéridval és 128 Mbyte swap teriilettel ellatott, SunOS 4.1.3 operéaciés rend-
szeri SUN SPARCstation 20 M71 tipusi munkadlloméson végeztik. A kdonyv-
ben leirtak tobbsége ugyanigy igaz mas gépek és/vagy mas opericios rendszerek
esetén is, de el6fordulhatnak az implementaciotol fliggd kiilonbségek, példaul a
Maple elinditasa, megszakitasa vagy ledllitasa, fajlok irdsa és olvasasa, valamint
az eredmények kirajzolasa teriiletén. A rendszerfiiggd jellegzetességekrdl olvas-
suk el a szoftverrel adott dokumentéciot. Azt is foltételezzilk, hogy az Olvaso
munkadlioméast vagy X termindlt hasznal, és tisztdban van azzal, hogyan kell
bejelentkezni szamitégépére.
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2.1. A kezdetek

A Maple munkalapos feliiletii valtozatat a Unix shellbél az xmaple paranccsal
indithatjuk el. Ha ez nem miikddne, kérjiink segitséget a helyi szakértéktsl, és
nézzitk meg a dokumentéciét. Ha sikeresen bet6lt6détt a munkalapos feliiletd
Maple, a képernyén egy iires munkalap, és ennek elején a prompt karakter (al-
talaban ,>") jelenik meg, jelezve, hogy a rendszer parancsra var. Ekkorra mar
automatikusan végrehajtodtak a megfeleld inicializalé fajlokban (home kényvta-
runk .mapleinit fajljaban és/vagy a Maple szoftvert tartalmazo6 kdnyvtar src
alkényvtaranak init fajljsban) talalhaté parancsok.! Ezek utén a kdzdnséges
zsebszadmologépekhez hasonléan hasznéalhatjuk a Maple-t:

> 24+ 100 / 572 x 3
14

> 5! /21 ;
40

7

Az ismerds aritmetikai midveletek mind rendelkezésiinkre llnak: az Gsszeadés
(+), aszorzés (*), azosztas (/), a hatvanyozas (~ vagy #x), a faktorialis mivelet
(factorial vagy !) és a !l dupla faktoridlis. A szoké4sos precedencia-szabalyok
érvényesek, de kétséges esetekben vagy a kénnyebb érthet6ség kedvéért kitehet-
juk a zardjeleket. Ha a Maple-t zsebszamologépként hasznaljuk, tigyeljiink az
alabbiakra:

e Mindegyik parancsot pontosvesszével vagy kettSsponttal kell lezarni. Sose
felejtsiik el ezeket, kiilonben a rendszer tovabbi input jelekre varakozik. A
parancs pontosvesszével vald lezarasa arrdl informalja a Maple-t, hogy a
parancs beirasa befejez8dott, végre kell hajtani, az eredményt a képernyén
meg kell jeleniteni. A kett&spontot akkor alkalmazhatjuk, ha sziikségiink
van egy részeredményre, de nem akarjuk latni az ennek megfelel§ outputot.
Az utasitas végrehajtasinak folyamatat kiértékelésnek nevezziik.

o A Maple csak akkor kezd foglalkozni egy input sorral, ha egy j sor (new
line) karaktert kap. Fz lehet a kocsi vissza (carriage return) vagy a sor-
emelés (line feed) karakter, amelyet a RETURN, illetve az ENTER billen-
ty( lenyomasaval adhatunk meg. A parancs kiértékelése utan a Maple 1j
prompt jelet ir ki a kdvetkezd sor elejére, ezzel jelezve, hogy jra inputra
varakozik.

1 Az inicializalé fajlok helye és neve erdsen rendszerfiiggs. (A Fordité megjegyzése.)
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A Maple input modjat szemléltetik az alabbi példak, kiilonos tekintettel a pon-
tosvesszd és a kettSspont hasznalatara:

> 2x5; 2°5: 100/4; 100

> /6
> 3
10
25
@
3
> 12345\
>  6789;
123456789

Jol lathaté, hogy egy sorban egynél tobb utasitas is megadhat6. A Maple ezeket
egyesével kezeli, mintha kiilén-kiilon adtuk volna meg Sket. A jobb olvashatésag
kedvéért egy utasitast tobb sorba is tordelhetiink, illetve sz6kdzoket is hasznal-
hatunk. Arra azonban iigyeljiink, hogy ez nem mindenhol megengedett. Példaul
az 1000000 szamot igy nem gépelhetjiik le: 1 000 000, de hdrmas csoportokba
oszthatjuk a jegyeket a kovetkezd modon: 1\000\000. A ,,\” forditott tdrtvonalat
(backslash) a rendszer folytaté karakterként hasznalja, melyet elhagy a feldolgo-
z4s soran. Ha egy utasitast kettd vagy tobb sorban adunk meg, az ijabb sorok
elkezdésekor a Maple figyelmeztet benniinket, hogy hiadnyos utasitast kapott,
vagy elfeledkeztlink a pontosvessz6rél. A parancsokat az 1j sor karaktereknél
részekre bontja, kivéve, ha a sort ,\”-sel zarjuk le. Ebben az esetben mind a
forditott t6értvonalat, mind pedig az j sor karaktert a rendszer ignoralja.

Ha a Maple szintaktikus hibak miatt nem tudja értelmezni az input sort, errél
is tajékoztat:

> this is a line Maple does not understand
Syntax error, missing operator or ;¢

A munkalapos feliilet hasznalatakor villogé kurzort latunk annal a jelnél, amely-
nek beolvasasakor a rendszer a hibat észlelte. A Maple nem mond ennél tobbet.
A hiba okat nekiink kell megtalalni, addig a Maple az input korrekciéjara va-
rakozik. A munkalapos feliileten az input kijavithaté vagy kiegészithets, ha a
kurzort a megfelels sorra visszitk, majd elvégezziik az Osszes szitkséges valtoz-
tatast és/vagy potlast. A karakteres feliiletti Maple, amelyet a Unix shellbsl
a maple paranccsal indithatunk el, beépitett sorszerkesztst tartalmaz, amely
mind vi-, mind emacs-szerd modon hasznilhato, és az utoljira begépelt 100 sor
szerkesztését teszi lehetdve.

A Maple-bsl val kilépéshez kattintsunk ra a |File| és az |Exit| mentipontok-
ra. A parancs végrehajtisa elGtt a rendszer még megerdsitést kér. Alternativ
megoldasként hasznilhatjuk a megfeleld gyorsitobillentyiket. Kozvetleniil is ki-
léphetiink a Maple-b&l a quit, stop vagy a done utasits és az 1j sor karakter
beirasaval.
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Az éppen zajlé hosszabb szamitasokat a Maple ablak eszkdzsoranak Stop|
gombjéara kattintva szakithatjuk félbe. Ekkor az operacios rendszer egy interrupt
karaktert (altalaban CONTROL-C) kap. Nem mindig tudjuk azonnal félbeszaki-
tani a szdmoldst, de miutin a rendszer folismerte a megszakitast, beirhatunk
djabb parancsot.

A Maple rendszert tjraindithatjuk beliilrél is a restart paranccsal.

> Trestart;

Ez az utasitas torli a Maple bels6 memorijat, ujraolvassa az inicializalo fajlokat,
széval ugy mikddik, mintha a rendszert valoban teljesen ,tiszta lappal”, eldlrsl
inditanank. Csak az interfész valtozok beillitdsai maradnak meg.

2.2. A Help rendszer

Ha a Maple munkalap gombjara kattintunk, a rendelkezésiinkre 4116 help
szolgaltatasokat mutaté menii jelenik meg. Kiindulasul érdemes a help téma-
koreit leiré oldalt valasztani, amely a meniiponttal vagy egy C betd
bevitelével érhetd el. A 2.1. abra a képernydn megjelens oldalt mutatja. Ha a
function-ra kattintunk, a hiperlinket kévetve a standard kényvtari fliggvények
leirasanak targymutatdjihoz jutunk.

2 Help For: Index ofhelp descriptions
Calling Sequence:
| “?index{caregory] or help(index, category);
E2 Description:
o The following categories of topics are available in the help subsystem:
;esii0n  operators for forming expressions
list of Maple functions
miscellaneous facilities
descriptions of library packages
topics related to procedures and programming
list of Maple statements

E Help For: Index of descriptions for standard library functions

[Z Description:

o The following are the names of Maple’s standard library functons. For more information, see ?f
where fis any of these functions.

2.1. abra: A help témakordk és a standard kdnyvtari fiiggvények targymutatédja
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Tovabbi informacidkat a kivilasztott fliggvény nevére, a dilogaritmus esetében
példaul a dilog-ra kattintva kaphatunk. A fiiggvény hasznélatara vonatkozé
tényleges informéciét tartalmazé help ablak a 2.2. dbran lathato. Ugyanez az
ablak jelenik meg akkor is, ha a

> 7dilog

parancsot gépeljiik be. A standard fliggvények targymutatdja azért hasznos,
mert lehetGvé teszi, hogy a [160] ,,Maple Handbook” lapozgatisa nélkiil eliga-
zodjunk, és megtalaljunk dolgokat. A ?<topic> szintaxisnak megfeleléen gyor-
sabban megkaphatjuk a sziikséges informécidkat, ha tudjuk, melyik parancsot
keressiik, és csak ismereteinket szeretnénk folfrissiteni, vagy példakat akarunk
latni.

Function: dilog - The Dilogarithm Function
Calling Sequence:
dilog(x)
Parameters:
{ | x - anexpression
| B Description:
| | ¢ The dilogarithm function is defined as follows:
dilog{x) = int({ln(t)/(1-t), t=1..x);

= Examples:
1| [> dilog(1};

> dilog{0};

> dilog(1/2);

| B See Also: polylog, inifons

2.2. 4dbra: A dilog Mabple fiiggvény help oldala

A rendelkezésiinkre 4116 on-line help konkrét példajaként kérjiink segitséget az
egészek faktorizalasarol:

> 7?ifactor

A megfeleld help iizenet jol illusztralja a szintaxist, az adattipusokat és a fiigg-
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vényeket leir6 Maple oldalak altalanos alakjat. Az aldbbiakban a help ablak
tartalmat tobb részre vagtuk, és azt is megmutatjuk, hogyan készithetiink ilyen
kivonatokat egy Maple szekci6 soran:

> info( ifactor ); usage( ifactor );
Function: ifactor - integer factorization

Calling Sequence:
ifactor(n)
ifactor(n, method)

Parameters:
n - integer or a rational
method - (optional) name of base method for factoring

Elgszor az ifactor eljaras magyardzatit kapjuk: mire val6é és hogyan hasz-
nalhaté. Természetesen faktorizalhatunk vele egészeket, de a help oldal arrél
tajékoztat, hogy az ifactor racionilis szdmokra is alkalmazhat6. Ha valame-
lyik specialis faktorizaciés modszert dhajtjuk, ezt az eljaras hivasakor egy extra
argumentummal adhatjuk meg. A help fajlban ezutan az eljaras és az opcidk
részletesebb leirasa kovetkezik. Olyan beépitett eljaras azonban nincs, amellyel
a ,,Description” részt kivaghatnink. Azonban révidesen latni fogjuk, hogy a ha-
sonlé eljardsok utinzasaval kdnnyen kiterjeszthets a szoftver ezen feladat vég-
rehajtiséra is:

> interface( verboseproc = 3 ): # enable printing of code

> print( usage ); # show example code

proc(z::{indezed, string})

local topic;

option

‘Copyright (c) 1995 by Waterloo Maple Software*

if type(z, string) then topic := x

else topic := traperror(convert(z, string))

fi;

print(INTERFACE_HELP ("display’, *topic’ = topic, *section’ = 'usage’))
end

Ebben a szellemben definidlunk egy synopsis eljarast, és ki is prébaljuk az
ifactor eljarason?:

2 Az angol eredetiben szerepld ,Synopsis” helyett a Maple Linuxos verzi6éjaban a help oldal
megfelels részén talalhaté alcim ,Description”, de az eljaras ugyanigy hasznalhaté. (A Fordito
megjegyzése.)
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> synopsis := proc( x::{indexed,string} )

> local topic;

> if type(x,string) then topic := x

> else topic := traperror( convert(x,string))

> fi;

> print( INTERFACE_HELP(

> >display’, ’topic’ = topic, ’section’ = ’synopsis? ) )
> end:

> synopsis( ifactor );

Description:

- ifactor returns the complete integer factorization of n.

- The answer is in the form:
u*x ‘“(f1)"el * ... x ‘¢(fn)~en such that
n=mu* fi"el * ... * fn"en where u equals sign(n),
f1, ..., fn are the distinct prime factors of n,
and el, ..., en are their multiplicities (negative in
the case of the denominator of a rational).

- The expand function may be applied to cause the factors
to be multiplied together again.

- If a second parameter is specified, the named method
will be used when the front-end code fails to achieve
the factorization. By default, the Morrison-Brillhart
algorithm is used as the base method. Currently
accepted names are:

’squfof’ - D. Shanks’ undocumented square-free
factorization;

’pollard’ - J.M. Pollard’s rho method;

’lenstra’ - Lenstra’s elliptic curve method; and

’easy’ - which does no further work.

- If the ’easy’ option is chosen, the result of the
ifactor call will be a product of the factors that
were easy to compute, and a name _c.m indicating
an m-digit composite number that was not factored.

- The pollard base method accepts an additional optional
integer: ifactor(m,pollard,k), which increases the
efficiency of the method when one of the factors is
of the form k*m+1.

39
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A help oldalon ezutan néhany példa kovetkezik. Sokszor mar ezekbdl kideriil,
hogyan oldhaté meg valamely feladat a Maple-lel.

> example( ifactor );

Examples:
> ifactor( 61 );

> ifactor( 60 );

> ifactor( -144 );

> expand(");

> ifactor( 60, easy );

> ifactor( 4/11 );

> n := 8012940887713968000041:

> ifactor( n, easy );

> ifactor( n );

(61)

2
(2) (3) (5)

-(2) (3)

-144

2
(2) (3) (5)

(2)

(11)

(13) (457) _c19

(13) (457) (2847639359) (473638939)

Végiil a kapcsolédé fogalmakra utal a Maple:

> related( ifactor );

See Also: ifactors, isprime, factor, typelfacintl]

Az info(<topic>) és az example(<topic>) helyett hasznalhatjuk a 77 <topic>,

illetve a 7?77 <topic> rovid alakot.

A help rendszerben témakoérok szerint is

kereshetiink. Ha a meniib6l a | Topic Search|-6t valasztjuk, a 2.3. dbran

lathaté dialégusbox jelenik meg. Az updates szo6t beirva azon témakorok listajat
kapjuk, melyek neve ezzel a széval kezdGdik.
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2.3. 4bra: Témakorok szerinti keresés

Adott szavakat tartalmazo help témakorok kézott mas modon is kereshetiink. A
2.4. dbra a menii [Full Text Search]| opci6janak megfelels dial6gusboxot
mutatja. A fit sztringet tartalmazé témakdéroket irattuk ki.

2.4. dbra: Szdveg szerinti keresés

Lattuk tehat, hogy rengeteg segitséget kaphatunk a standard kényvtari fuggve-
nyekrdl magatol a rendszertdl is. A 2.1. tablazatban Gsszegeztiik a Maple help
rendszerének lehetséges eléréseit.
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A help kérés tipusa

A megfelels parancs

a help rendszer ismertetése
specialis téma ismertetése

Zhelp
7 <topic>

speciélis téma ismertetése adott kontexusban ? <contezt> <topic>
? <context>[<topic>]

az Osszes help kategoéria listadja Zindex

a kifejezéseket alkotd operatorok listaja ?index,expression
a standard konyvtari fiiggvények listdja 7index,function
vegyes lehetGségek listaja ?index,misc

az Osszes csomag listaja ?index,packages
az eljarasokra vonatkozé informéiciok listija  7index,procedure

a strukturalt adattipusok Osszesitése ?type,structured
az alapvet$ adattipusok listaja 7type,surface
1j lehetGségek ?update

2.1. tablazat: A Maple on-line help rendszere

A ?index paranccsal kaphatjuk meg a help kategoriak listajat. Ez tébbek ké-
z6tt a function, a misc és a packages kategbridkat tartalmazza. A Maple Osszes
standard konyvtari fiiggvényét folsorolja a ?index,function utasitds. A rend-
szer ritkdAbban hasznalt lehet&ségeit ismerhetjiik meg a ?index,misc paranccsal.
A 7packages utasitas beirdsaval a Maple-ben rendelkezésiinkre all6 csomagok
listajahoz juthatunk hozza. Ha példaul azt szeretnénk megtudni, hogy milyen
eljarasok vannak a linearis algebrai csomagban, ehhez elegends a ?linalg utasi-
tas. Vagy ha a linearis algebra csomag trace fiiggvényérsl akarunk ismereteket
szerezni, hasznaljuk a ?linalg,trace vagy a 7linalg[trace] parancsot. Ha az
els6 részt elhagyjuk, és csak ?trace-t irunk, a Maple standard konyvtaraban
talalhaté debug nevii nyomkévetd eljarasrdl kapunk informéciét. Ha a ké-
rés egyértelmi, mint példaul a matrixok determinansit szamit6 det esetében,
hasznéalhatjuk a ?det roviditést ?linalg,det helyett. Valamely csomag betol-
tése utdn a hozza tartozé eljarasokrol mar ebben a rovid alakban kérhetiink
segitséget. Egy jétanécs:

Ismerkedjiink meg a help rendszerrel, mert ez lesz legjobb segitotdr-
sunk a Maple megtanuldsdban és alkalmazdsdban.

Most mar készen allunk a Maple rendszeren 4t vezet§ korutazasunk megkezdése-
re, amely révid Maple szekciokbol és a kézéjiik ékelt magyarazo megjegyzésekbsl
fog allni. Ha mast nem mondunk, azt tételezziik fol, hogy példainkban a Map-
le mar elfelejtette az el6z6 példak teljes torténetét, mintha 0j Maple szekciot
inditottunk volna. Alaposan nézziik at a példakat, probaljuk ki ket a Maple se-
gitségével, és kedviink szerint valtoztassunk is rajtuk. Csak akkor szerezhetiink
megfelel§ ismereteket és jartassagot a szamitégépes algebra hasznilhat6sagarol
és korlatairdl, ha kozvetleniil szembesiiliink magéaval a szamitégépes algebrai
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rendszerrel. Ugyanezen megfontolasb6l minden egyes fejezetet gyakorlatokkal
zarunk. Dolgozzuk ki ezeket részletesen, hogy egyre gyakorlottabb Maple fol-
hasznalokka valhassunk.

2.3. Egész és racionalis szdmok

Igazi szamitdgépes algebrai rendszer 1évén a Maple is idegenkedik kozelitések al-
kalmazasatol az aritmetikai szamitasok soran. A zsebkalkulatorokkal ellentétben
a Maple spontian médon soha nem alakit 4t aritmetikai kifejezéseket decimalis
szadmina.

Két egész szdm nemnulla nevez§ji hanyadosit is csak egyszeriisiti. Ponto-
sabban szélva, a racionélis szamokat automatikusan egyszerisiti a szamlalé és a
nevezs legnagyobb kozos osztdjaval. Ahhoz, hogy a racionélis szdmokon pontos
aritmetikaval tudjon szdmolni, a Maple-nek nagyon nagy egészeket is tudnia kell
kezelni.

> 5 / 81491528324789773434561

> - 101 / 10198346916138403856439:
—908850291802563899734274

92342097398058352671328089792352035178332031
> number := 4-(4°4);

number := 134078079299425970995740249982058461274\
79365820592393377723561443721764030073546976801\
87429816690342769003185818648605085375388281194\
6569946433649006084096

> length( number ); # number of digits
155

Figyeljiik meg, hogy a Maple magétol kirakja a backslash karaktert, ezzel jelezve,
hogy az output a kévetkezd sorban folytatodik.

Természetesen létezik olyan legnagyobb egész szam, amely még reprezentél-
haté a Maple-ben, de ennek értéke sokkal nagyobb, mint a legtdbb programozasi
nyelvben. A jegyek szamanak fels§ korlatja 32 bites gépeken 2!° — 9 = 524279,
Ez a korlatozas megkeriilhetd, lasd a [83]-at. Annak titka, hogyan képes a Map-
le 1052427 nagysagt egész szamokkal szdmolni, az egészek belsé abrazolasdban
rejlik. A legtobb programozasi nyelv a hardver adta lehet&ségeket hasznalja
az ugynevezett egyszeres pontossdgi egészekkel vald szamolasndl. Ez a meg-
kozelités az egész értékeket az egy szoban abrazolhatd egészek tartomanyara
korlatozza. A Maple rendszerben tobbszérds pontossagi egész aritmetikdt imp-
lementaltak oly médon, hogy egy-egy egész szdm bels dbrazoldsara a memori-
aban tdbb egymdés uténi sz6t hasznaltak 61, 1asd [39, 75]. Ezt a linearis listat
dinamikus adatvektornak nevezzilk, melynek hosszdt a felhasznalt szavak sza-
méval definidljuk. A Maple egész szamokat reprezentild bels§ adatstruktiraja
a kovetkezd 2.5. dbrén lathato.
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intpos integer i, integeri; | ...... integer i,

2.5. dbra: A porzitiv egészek bels§ 4brazolasa

Ennek a vektornak els6 szava kodolja az adatstruktira leirasshoz sziikséges
Osszes informdéciét: jelzi, hogy a vektor pozitiv egészet reprezental, valamint,
hogy a vektor hossza n + 2. A kdvetkezd n + 1 sz6 az ig, 1, 12, - . ., in, €gySzeres
pontossagl nem negativ egész szamokat tartalmazza. Ha B jeloli a szamitogép
belsé szamabrazolasanak alapszamat, akkor a fonti vektor az

io+ 41 B+i3B2+i3B%+..-+i,B"

egészet reprezentalja. A Maple B-ként 10-nek azt a legnagyobb hatvanyat hasz-
nalja, amelyre B? még egyszeres pontossagu aritmetikdban abrazolhaté (32 bites
gép esetén B = 10%). Mivel a vektor hossza nem elére rogzitett fix érték, ha-
nem dinamikusan valaszthat6, ezért a Maple rendszerben nagyon nagy egészek
reprezentalhatok. Az egyetlen megszoritast az jelenti, hogy a szamot 4brazold
vektor szavainak szaméat a dinamikus adatvektor els6 szaviaban kell abrazol-
nunk. A Maple 17 bitet hasznal a vektor hosszanak megadasara, ebbél adédik a
219 —9 =4 ((2!" - 1) — 1) — 1 ,;magikus szam”. A Maple elég intelligens ahhoz,
hogy egy szamrol elSre eldontse, vajon dbrazolhaté-e:
> 123456789 ~ 987654321;

Error, object too large

A Maple-ben t6bb olyan eljaras is van, amelyek segitségével egészeken szami-
tasokat végezhetiink. Nézziink néhany példat:
> number := 10°29 - 10°14 - 1;
number := 99999999999999899999999999999

> isprime( number ); # check whether the number is prime

false
A Maple primtesztels algoritmusanak leirasat [200}-ban talaljuk.
> settime := time(): # start timing

> ifactor( number ); # factorize the integer

(61) (223) (13166701) (97660768252549) ( 5717)
> cpu_time := (time()-settime) * seconds; # computing time
cpu_time := 2.040 seconds

> nextprime( number ); # determine the next largest prime

99999999999999900000000000157

> # integer approximation to the square root
> isqrt( number );

316227766016838



2.3. Egész és racionalis szamok 45

Az egészek faktorizéldsa rendkiviil idGigényes feladat, ezért bizonyara ismerni
szeretnénk a szdmitasokhoz f6lhasznalt iddmennyiséget. Ahogy az elébb lattuk,
ez a Maple time eljarasaval kaphat6 meg, amely a Maple szekcié kezdete ota a
szamitasokra dsszesen elhasznalt id6t irja ki (masodpercekben). Irjuk be koz-
vetleniil a szdmitas elkezdése el6tt, illetve befejezése utan a time() parancsot.
A két szamérték kiilonbsége adja meg az adott szamitas végrehajtasi idejét.
Masik alternativa a time(<ezpression>) parancs hasznalata, ezzel az argu-
mentumaban szerepld kifejezés kiértékeléséhez sziikséges id6t kapjuk. Példaul
> time( assign( factored_number, ifactor(3!!!) ) );

999

a 3! = 6!l = 720! primfaktoriziaciojat szamolja ki, az eredményt a késSbbi
hivatkozasok céljabél a factored_number viltozéban tarolja. Itt nem hasznal-
haté a := értékado operator, mivel a time argumentuma nem lehet (értékado)
utasitas, csak kifejezés.

Az Gsszes el6zs eljarasban kulcsszerepet jatszik az egészek (maradékos) osz-
tasa és a legnagyobb kdzbs osztd meghatarozasa:

> a := 1234: b := b6:
> g := iquo(a,b); # quotient of integer division
qg:=22
> r := irem(a,b); # remainder of integer division
ri=12
> testeq( a = g¥b + r ); # check identity
true

> igcd(a,b); # greatest common divisor of integers
2

Az igcedex eljaras egészek kiterjesztett legnagyobb k6zds osztéjat (extended
greatest common divisor of integers) szamolja: az a és b egészekhez olyan s és
t egészeket hatdroz meg, amelyekkel a s + bt = ged(a, b):
> igcdex( a, b, ’s?, ’t? );
2

> ’s? =5, '’ = t, ’axs + bxt’ = axs + bxt;
s=1,t=-22,as+bt=2

Az el6z6 példakban az s, t és az a s + bt koriili idézsjelek a valtozok kiértéke-
lésének elnyomasara szolgalnak. Ennek részletesebb magyarizata a kovetkezd
fejezetben talalhaté meg.

A modularis aritmetika fontos szerepet jatszik az egészek faktorizalasaban és
a primtesztekben, 14sd [117]. A mod operator alkalmazdsanak eredménye a
(nemnulla) n egész szerinti modularis aritmetikiban a 0,1,2,...,|n| — 1 sorozat
valamelyik tagja. Ha ehelyett inkabb a

S [
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kozé es6, a 0 koril szimmetrikusan elhelyezked6 értékeket preferalunk, ezt elére
meg kell mondanunk.
> 1/2345 mod 6;
5

> ‘mod¢ := mods: 1/2345 mod 6;
-1

A Maple moduléris aritmetikdjanak egyik hatranya, hogy egy lépésben nem
irhaté el6, hogy az 6sszes tovabbi szamitast valamely fix modulus szerint végezze
a rendszer. Minden parancsnal hivnunk kell a mod rutint.

Mint kordbban megjegyeztiik, a Maple a racionélis szamokat magatél egysze-
risiti egyértelmien meghatarozott standard alakjukra. A rendszer automati-
kusan egyszerisit a szamlalé és a nevezd legnagyobb koz0s osztdjaval, és azt is
biztositja, hogy a nevezd pozitiv legyen. A racionéalis szdmok legkompaktabb
standard formaja a (nominator, denominator) alakd, pozitiv nevezsji szampé-
rokkal valé reprezentalas, amelyet kanonikus alaknak neveziink. Nem val6szind,
hogy az Olvasé az 3-ot inkébb a

—41152263041152263041152263041152263041152263
—123456789123456789123456789123456789123456789

alakban szeretné abrazolni. Azt gondolhatnank, hogy a Maple a racionélis sz4-
mok bels6 dbrazolasara olyan harom komponensi adatvektorokat hasznal, ame-
lyekben az els§ komponens a vektor fajtidjat, a masodik a szamlilét, a harmadik
pedig a pozitiv nevezdt reprezentélja. A Maple tervezéi azonban més megoldast
vélasztottak, mivel a rendszer meméria-hasznidlatat a lehets leghatékonyabba
akartak tenni. A kovetkezd szabalybol indultak ki (lasd [36]):

A Maple minden (rész)kifejezést csak egyszer tdrol.

Ezért a racionalis szamot reprezentalé adatvektorban a két utolsd komponens
nem a szamlalot és a nevezdt reprezentald t&bbszorts pontossigi egészeket,
hanem csak rajuk mutaté pointereket tartalmaz. Igy ha egy egész szam esetleg
tObb tortben eld is fordul, csupan egyetlen helyen kell tarolni a meméridban. Ha
példaul egy Maple szekciéban a —-%, % és a —?; racionalis szamokat hasznaljuk, a
belsS reprezentacié a 2.6. dbran lathaté alaka lesz:

fraction fraction | fraction

intneg |1 intpos | 5

intpos |2 intpos | 3

2.6. sbra: A —%, Z és a 2 tortek belss dbrazolasa
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2.4. Irracionélis és lebegGpontos szamok

Az el6z6 részben azt lattuk, hogy a Maple a racionalis szimokat automatikusan
egyszertisiti. Altalaban azonban a rendszer csak akkor hajt végre egy szamitést,
ha erre kimondottan utasitjuk:
> 257(1/6);
251/6

> simplify(™);
51/3

> evalf("");

1.709975947

> convert( """, float );
1.709975947

Ebben a példdban a simplify és az evalf eljarasokkal dolgoztattuk meg a
Maple-t. A simplify(") parancsban az idézgjel az el6zsleg kiértékelt kifejezés-
re, esetiinkben a 25'/6-ra valé hivatkozast jelent. Két idézSjel az utolso el6tti,
harom az azt megel6zGen kiértékelt kifejezést adja; haromnal t6bb idézdjel nem
hasznalhat6o. A fonti értelemben alkalmazott idézdjeleket ditto operdtornak is
nevezziik.

Arra szamithattunk volna a fenti példaban, hogy a Maple régtén a kébgyok
kézelits értékét adja meg, ez azonban ellentmondana a pontos aritmetika elveé-
nek. Lehet, hogy a fonti kébgydk harmadik hatvanyat is ki akarjuk szamolni és
a pontos eredményt szeretnénk megkapni. Kozelits lebeg&pontos aritmetikaval
eltérd eredményre jutnank.

> 25.07(1/6);

1.709975947

> "-6;

25.00000003

A Maple minden tizedespontot tartalmaz6 szamot lebeg&pontos szamnak tekint,
és a tovabbiakban igy is szadmol vele. Gondoskodik a sziikséges automatikus
tipuskonverzidkrél (példaul egészrél lebegépontosra) is:

> 90005%0.15;

13500.75
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A Maple-ben a lebegbpontos szdmok ,megfertzik” a tovabbi szamitasokat, ezért
exp(1.) mar automatikusan 2.71828. .. .-ra értékelddik ki.

A lebegSpontos szamokra tobbféle jelslést alkalmazhatunk. A 0.000001 pél-
daul megadhaté 0.1%10-5, 1E-6 és Float (10,-6) forméban is. A lebegGpontos
szamok Maple-beli bels6 abrazolasara emlékeztet a Float(mantissa, exponent)
alaki utébbi jeldlés: ez olyan adatvektor, mely a Float fejlécbdl, tovabba a
tobbszdros pontossagi egész szamokkal megadott mantisszara és kitevére mu-
tato két pointerbél 4ll. Ez a vektor a mantissa x 106%P°me"t gzamot abrazol-
ja. Mas szavakkal, a lebeg6pontos szam szignifikins jegyeit a mantisszaban
taroljuk, mig az altalanos nagysagrendjét a kitevs adja meg. A lebegSpontos
szédmok bels6 abrazolasanak kdvetkezményeként ezen szamok pontossiga mege-
gyezik a Maple-ben abrazolhatd legnagyobb egész szam szadmjegyeinek szamaval.
Az egész kitevSkon végzett miiveleteket (Gsszeadéas, szorzas, ...) azonban a C
nyelven irtdk meg. Ez azt jelenti, hogy a kitev6-aritmetika a C egész aritmeti-
kdjara van megszoritva.

A lebeg@pontos aritmetika pontossagat a Digits nevii Maple valtozo beal-
litadsdval hatarozhatjuk meg, ennek alapértelmezése 10. T&bb olyan fiiggvény
van, amelynek eredményét a Maple lebeg6pontos aritmetikaval szamolja ki, ezek
koziil a legfontosabb az evalf (evalute using floating-point arithmetic):

> evalf( sqrt(2) );

1.414213562

> Digits;
10

> Digits := 20: evalf( sqrt(2) );
1.4142135623730950488

> evalf( Pi, 150 );

3.1415926535897932384626433832795028841971693993\
75105820974944592307816406286208998628034825342\

11706798214808651328230664709384460955058223172\
535940813

Az evalf eljrés els6 argumentumat kozeliti a masodik argumentumaként meg-
adott szami jeggyel. Ha csak egy argumentummal hivjuk, akkor a Maple a lebe-
gépontos aritmetikai szAmitasokat a Digits értékének megfelel§ szamu jeggyel
hajtja végre. [188]-ban részletes leirast talal az Olvasé a Maple lebeg8pontos
szamitasi modelljérsl és ennek kévetkezmeényeirél.

A Maple természetesen ismer néhany matematikai konstanst, példaul a -
Euler—-Mascheroni konstanst és a w szamot. A rendszer 4altal ismert konstansokat
a 2.2. tablazatban soroltuk fol.
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A matematikai konstans Maple neve (Kbzelits) értéke
m, az egységkor teriilete Pi 3.141592654
AC (goatalan—szam Catalan 0.9159655942
R N Gl
— (2n+ 1)2
A ~ Euler-Mascheroni konstans gamma, 0.5772156649
{7 ™ 1N \
= lim | | ST —Inn|
5 () )
a true, false, fail logikai értékek true,false, FAIL
00 infinity

2.2. tablazat: A Maple matematikai konstansai

A Maple konstansok nevei védettek, nehogy véletleniil foliilirjuk Sket:
> Pi := 3.14;

Error, attempting to assign to ‘Pi‘ which is protected

Definisdlhatunk 4j védett nevd szimbolikus konstansokat is:
> electron_rest_mass := 9.109558 * 10~(-31) * kg;
electron_rest_mass := .91095580000000000000 10~ kg

> protect( ’electron_rest_mass’ ):
> electron_rest_mass := 5.48593 * 10~ (-4)
> * atomic_mass_units;

Error, attempting to assign to ‘electron\_rest\_mass‘ which is
protected

Ha 11j értéket akarunk a konstanshoz rendelni, el6szor t616Ini kell védettségét az
unprotect-tel:
> unprotect( ’electron_rest_mass’ ):

> electron_rest_mass := 5.48593 * 10~ (-4)
> * atomic_mass_units;

electron_rest_mass :=
.00054859300000000000000 atomic_mass_units

> protect( ’electron_rest_mass’ ):

Masik alternativaként a macro eljaras alkalmazaséaval rendelhetjitk hozza az
electron_res_mass védett névhez a 9.109558 x 1073'kg értéket. Ekkor az
electron_res_mass csupan egy specialis érték olyan roviditése, amelynek nem
adhatunk véletleniil 0j értéket:
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> macro( electron_rest_mass = 9.109558 * 10~(-31) * kg ):
> electron_rest_mass;

.91095580000000000000 10730 kg

Az utébbi mechanizmus jol alkalmazhaté a természetes alapu logaritmus e
alapszdméra. A Maple ezt exp(1)-gyel jeloli. De elég faraszté exp(1)-et frni
valahényszor az e-re van sziikségiink. Azon tul, hogy a munkalapjainkon inkabb
e-t szeretnénk latni, szdmolés kézben is ezt a rovid jelélést szeretnénk hasznalni.
Nos, ennek eléréséhez a kivetkezéképpen jarhatunk el:

> protect( ’e’ ):
> macro( e = exp(1) ):

> 1n(e);

A zsebszamologépeken hasznalhatjuk az exponencidlis, a természetes alapu
logaritmus, a trigonometrikus és mas matematikai fliggvényeket. Mindezek meg-
talalhatok a Maple-ben is, de a rendszer rajtuk kiviil még sokkal t5bb fiiggvényt
isnyajt. A 2.3. tablazatban talalhato a gyakoribb matematikai fiiggvények félso-
rolasa a Maple-ben hasznalatos neviikkel egyiitt. Részletesebb listat kaphatunk
a ?inifens (help about initially known functions) paranccsal.

Idézziink 6l néhany definici6t:

a Gamma fliggvény [(z) = / tle~tdt. R(z) >0
0

= 1
a Riemann-féle ¢ fiiggvény ((z) = Z —

nz
n=1
. : . ! ¢ Int
A dilogaritmus fiiggvény dilog(z) = 773 dt
: T=
hibafiiggvé ) — / et
a hibafiiggvény er =—
= v Jo

A Maple ismeri ezek koziil soknak pontos értékeit. A T, a {5 és a {5 tobbszo-
roseire alkalmazott trigonometrikus fiiggvények példaul pontos numerikus ered-
ményeket adnak. A Riemann-féle ¢ fliggvény eredménye is pontos, ha 50-nél
kisebb paros természetes szamra alkalmazzuk. Nagyobb szidmokra az expand-
dal explicit médon ki kell fejtetni az eredményt. Ismert, hogy zli)ngo erf(z) =1

és igy tovabb.
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A matematikai fiiggvény

Maple neve

exponencialis fiiggvény
természetes alapu logaritmus

tizes alapu logaritmus
negyzetgyok

abszulut érték

trigonometrikus fliggvények
inverz trigonometrikus fiiggvények

hiperbolikus fliggvények
inverz hiperbolikus fiiggvények

exp

In, log

log10

sqrt

abs

sin, cos, tan, csc, sec, cot

arcsin, arccos, arctan, arccsc, arcsec,
arccot

sinh, cosh, tanh, csch, sech, coth
arcsinh, arccosh, arctanh, arccsch,

arcsech, arccoth

hipergeometrikus fiiggvény hypergeom

Bessel figgvények Bessell, BesselJ, BesselK, BesselY
Gamma fiiggvény GAMMA

binomidlis egyiitthatok binomial

poligamma fiiggvény Psi

Riemann-féle ¢ fliggvény Zeta

dilogaritmus dilog

hiba fiiggvény erf

2.3. tablazat: A Maple altal ismert, gyakran hasznalt matematikai fiiggvények

> s8in(Pi/10), Zeta(2), limit( erf(x), x=infinity );
1 1.1 .
riddewnd L
> Zeta(50) = expand( Zeta(50) );
¢(50) = 39604576419286371856998202/

2852587714575467644633636352523744141832543652343757°°
Numerikus kozelitéseket az evalf-fel nyerhetiink.
> Zeta(3); evalf("):
¢(3)
1.2020569031595942854
Meég néhany elgondolkodtatd példa az egzakt és a lebegépontos aritmetika vi-
szonyarol:
> sin(4) - 2xsin(2)*cos(2); combine(",’trig’); evalf("");
sin(4) — 2sin(2) cos(2)
0
11018
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>  (1+sqrt(2))~2-2%(1+sqrt(2))-1; simplify("); evalf("");
g e e T
0
0

Talan tudni szeretné az Olvaso, hogyan képes az evalf Maple eljaras megkiilon-
boztetni mindezeket a matematikai fiiggvényeket. Foltarulnak a Maple titkai, ha,
a printlevel Maple valtoz6 értékét az alapfdltételezés szerinti 1-nél nagyobbra
allitjuk be:

> printlevel := 5: evalf( sin(1)+1n(2) ); printlevel := 1:

{--> enter sin, args = 1
<-- exit sin (now at top level) = sin(1)}
{--> enter evalf/sin, args = 1

Th=1;

<-- exit evalf/sin (now at top level) = .84147098480789650665}
{--> enter evalf/ln, args = 2

T .= 2.

<-- exit evalf/ln (now at top level) = .69314718055994530942}
1.5346181653678418161

A példa azt jelzi, hogy minden olyan func matematikai fiiggvényhez, amely-
re numerikus értékek is meghatarozhatdk, létezik a Maple kényvtarban egy
evalf/func nevii eljarads. Valahanyszor az evalf eljarast alkalmazzuk egy ki-
fejezésre, a rendszer megvizsgalja, hogy milyen fiiggvények fordulnak els benne,
és automatikusan alkalmazza a megfelels evalf/func eljarast. Igy a numerikus
kozelitések kiszamitdsahoz elegendd egyetlen eljaras nevére emlékezniink ahe-
lyett, hogy tobb kiilonbozé eljarast kellene folidézniink. Latni fogjuk, hogy mas
teriileteken, példaul az integralasnal, a differencidlasnal és az egyszertisitésnél is
hasonlé technikaval dolgozik a rendszer.

A Maple-ben létezik egy evalhf (evaluate using hardware floating-point
arithmetic) nevil eljaras is. Ezzel folgyorsithatjuk numerikus szamftasainkat
(példaul fiiggvények grafjanak kirajzolasat) a hardver beépitett lebeg6pontos
aritmetikdjanak hasznalataval. Az eljards argumentumait a hardver lebeg&pon-
tos szamébrazolasanak megfelels formara konvertélja, dupla pontossaggal kisza-
mitja az eredményt (ami nagyjabol a Digits=15 értéknek felel meg), végiil ezt a
Maple abrazoliasanak megfelels lebegSpontos szamma alakitja. Az evalhf hasz-
nalatat a kovetkez6 modon definialt g fiiggvény értékeinek meghatarozasaval
illusztraljuk:

> f :=x -> arctan( (2*x"2-1)/(2*x"~2+1) ):
> g o= (x,y) -> £(x) * £(y):
> glx,y);

2

arct (QI —l)actan(2y2_1)
I
Tz + 1 2y% + 1
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Szamitsuk ki a fliggvény értékeit azon az 50 x 50-es négyzetracson, amelyet a
[—3, 3] x [-3, 3] négyzetben ekvidisztansan elhelyezkeds pontok alkotnak:

>

VVVVYV

VVVVVYV

settime := time(): # start timing
for i to 50 do
for j to 50 do
evalf( g( -3 + 6%i/50, -3 + 6%j/50 ) )

od od:

cpu_time := (time()-settime) * seconds; # computing time
cpu_time := 4.111 seconds

settime := time():

for i to 50 do
for j to 50 do
evalhf( g( -3 + 6%i/50, -3 + 6%j/50 ) )
od od:
cpu_time := (time()-settime) * seconds; # computing time

cpu_time := .279 seconds

evalf( g(1,1) ), evalhf( g(1,1) );
.10352341925454660709, .1035234192545466

A Maple rajzol6 rutinjai, példaul a plot3d szintén a hardver lebegSpontos arit-
metikajat hasznaljak. Rajzoltassuk ki a g grafjat. (Lasd 2.7. dbra.)

>
>

plot3d( g, -3..3, -3..3,
grid=[50,50], style=patchnogrid );

2
2.7. abra: Az (z,y) — arctan — (%%;—;—i) . arctan(g—yQL;i) fiiggvény grafikonja
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2.5. Algebrai szamok

Mar lattunk példakat radikalokra (gySkokkel folirt szamokra), példaul egészek
négyzetgydkére és kobgyokére. A Maple-nek nem okoz gondot a veliik vald
szdmoléas:

> (1/2 + 1/2*sqrt(5) )~2;

> expand(");

1
5 +5 8
> 1/v;
1
3 1
3 o 5\/5
>  simplify(");
2
3+v5

> readlib( rationalize ): # load library function
> rationalize("");

-3
>  (-1-3%Pi-3%Pi~2-Pi~3)~(1/3);
(=1 = 3m=3nl—nd)Y/3
> simplify(");
%(ﬂ+1) (1+1V3)

Az utolsé példaban a Maple a komplex kébgydk fliggvény f64gat hasznalta. A
valés gyGk a kivetkezd triikkel kaphaté meg.

> readlib( surd ): # load library function
> surd( Op(l,"""), 1/°P(2’""") );

—(14 87 + 3 £ )Ll
>  simplify(");
-7 —1
A /ry + roy/n alakt egymasba skatulyazott négyzetgyokok, ahol n € N és
r1,72 € Q, az sqrt és a simplify parancsokkal lebonthatok, ha ez lehetséges:
> sqrt( 4 + 2xsgrt(3) );

V3+1
> (4 + 2%37(1/2) )~ (1/2);

\V4+2v3
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> simplify(");

VvV3+1

Bonyolultabb skatulyizott radikilokat a radmnormal eljarassal egyszertisithe-
tiink:

> readlib( radnormal ): # load library function
> sqrt(25+b*sqrt(5)) - sqgrt(b6+sqrt(5)) - 2*sqrt(5-sqrt(5));

\/25+5f—\/5+x/5—2\/5—\/§

> radnormal(");

0

A radikélok az tn. algebrai szamok specialis esetei. Altalanosabban az algebrai
szdmokon a racionalis szamok f615tti egyvaltozés polinomok gydkeit értjitk. Igy
példaul v2 az z? — 2 polinom egyik o gydke, V2 + /3 + /5 az 2 — 4025 +
352z — 960x2 + 576 polinom egyik o gydke, a V1+/2 skatulyazott radikal az
z* — 2z — 1 polinom egyik o gydke. Az 2% 4z + 1 polinom «a gydkei nem irhatok
fol radikalokkal (lasd [170]-ben a megoldhaté 6todfoka egyenletek jellemzését).
Figyeljiik meg, hogy ezekben a példikban o az illet§ polinom bdrmelyik gyokét
jelentheti, mint ahogy a 2 négyzetgydke lehet (kdzelitleg) 1.4142 vagy —1.4142.

Az algebrai szamokkal végzett szdmitasok bonyolultak és id&igényesek; ez
alol a Maple sem kivétel. Az algebrai szdmokat a ,helykitoltd” RootOf eljiras
segitségével reprezentalja a rendszer. Példaul

> alpha := RootOf( z°2 -2, z );
a := RootOf(_Z? — 2)

a 2 tetsz6leges gydket jelenti (radikal jeloléssel a v/2-t vagy a —v/ 2-t). Ebbél
az is kideriil, hogy a Maple az _ Z bels§ valtozoval szamol. A simplify eljaras
az a-t tartalmazé kifejezések egyszerisitésénél kihasznalja azt a tényt, hogy
a? = 2.

> simplify( alpha~2 );

> simplify( 1/(1+alpha) );
RootOf(_Z% —2) — 1

Sokkal attekinthetSbbé valnak ezek a szadmitasok, ha a négyzetgySkre egy alne-
vet hasznalunk:

> alias( beta = RootOf( z°2 - 2, z ) ):
> 1/(1+beta) + 1/(beta-1); simplify(");

PR, + P 4
1+ p-1
2p
Az algebrai szdmok radical-os és Root0f-os reprezentaciéi minden lehetséges
esetben kdnnyen atkonvertalhatdk egymasba:
> convert( (-8)~(1/3), RootOf );
RootOf(_Z3 + 8)
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> convert( ", radical );
(_8)1/3
A fonti példaban tehit o és § a 2 barmelyik négyzetgyoke lehet; az allvalues
eljaras igyekszik is mindegyikiiket megmutatni.
> allvalues( beta );
V2, —V2

Az allvalues alapfoltételezés szerint valamely RootOf kifejezés dsszes elGfor-

fatz

szerepld RootOf-ok egymastol fiiggetlen kiértékelését is:
> beta + 1/beta;

1
+_
P*3
> allvalues(");
3 3
5V2,-5V2

> allvalues( "", ’independent’ );
3 1 1 3
V2, =2, —= —=v2
2\/—, 2\/_, 2\/—, 2\/_

A Maple-ben algebrai szamtestek folotti polinomokkal is szamolhatunk. Az
alabbiakban ezt a lehet6séget hsznaljuk f6] annak ellenérzésére, hogy ¢ = v/2 +
V/3+/5 az 2° —402°+ 3522 — 96022 +576 polinom gydke és v2 = 2-¢7— 1 (5—
.,7—2§3 + %C. A (-t definidlé polinom kiszamitésara rezultansokat hasznalunk.
(V.. [132].)

> polynomial := resultant(
> resultant( x"2-5, (x-y)~2-3, x ), (y-2)"2-2, y );

polynomial := —960 22 + 352 2% — 40 2% + 2 4 576
> expand( subs( z=sqrt(2)+sqrt(3)+sqrt(5), polynomial ) );
0

A V2 + /3 + /5 tehat valoban gydk. Vezessiik be a ¢ algebrai szamot, és
faktorizaljuk az 2 — 2 polinomot Q(¢) folétt:

> alias( zeta = RootOf( polynomial, z ) ):

> factor( x~2-2, zeta );

1
e 0¢—56(% —9RE% £ £°
331776(576a:+96 ¢ ¢ ¢ +¢"

(=576 + 960  — 56 (3 — 28¢5 +¢7)

Az 22 — 2 két Q(¢) fol6tti gydkét a roots eljarassal is megkereshetjiik:
> roots( x~2-2, zeta );

1 ., 5 7T 3 7T 5
1 ., 5 1% T %
[%C +§C—7—2C —mCyl]]
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A roots eljaras a polinomok gyokeit és multiplicitasukat szamolja ki. A jelen
esetben =1z (" + 5 ( — 75 (3 — 137 ¢° a 2 egy multiplicitast gydke abban a Q(()
testben, ahol ¢ a (& — 40¢® + 352¢* — 960¢? + 576 = 0 Ssszefiiggést elégiti ki.

A RootOf {onti leirdsa a polinom barmelyik gytkének manipulalasara vo-
natkozik, anélkiil, hogy megmondanank, melyik gyckre gondoltunk. De létezik
egy szelekciés mechanizmus is a gyokok kivalasztasidra. Néhany példa:

> RootOf( x~2 + 9/10, x );
RootOf(10 _Z2 + 9)

> evalf(");
—.9486832981 I

> RootOf( x~2 + 9/10, x, 1.0*I );
RootOf(10 22 4+9,1.01)

> evalf("™);
9486832981 1

> RootOf( x~2 + 9/10, x, -1.0%I .. 1.0%I );
RootOf(10 Z* +9, —1.01..1.0 1)

> evalf(");
—.9486832981 I

A RootOf-ban szerepls két szelektor jelentése a 2.4. tablazatban lathaté.

Szelektor A kivalasztott gyok

a + bxI az a + bxI-hez abszolut értékben legkdzelebb esd gyok

a + bxI..c + d*I az fsolve rendezése szerinti elsé gydk az adott tarto-
manybol

2.4. tablazat: A RootOf szelektorai

2.6. Komplex szamok

Az algebral szamokkal ellentétben a komplex szamok a Maple alaptipusai kozott
szerepelnek. Az 1 képzetes egységet (i2 = —1) a Maple az T szimbélummal
reprezentalja. A komplex szamokkal végzett numerikus aritmetikai miveleteket
a rendszer automatikusan végrehajtja:
> (2 + 3%xI ) * (4 + 5*xI );
—T7+221

> Re("), Im("), conjugate("), abs("), argument(");
22
—7,22, =7—221, v/533, —arctan(7) +7

> 1/lll|; 7 22

533 533



58 2. Az els6 lépések: szamolas szamokkal

A Maple sok matematikai fiiggvényt komplex fiiggvénynek tekint. Tobbértéki
komplex fiiggvények esetében a Maple a f6agat hasznalja:

> cos(I), 1n(I), arccoth(0), sqrt(-8);
1 1
cosh(1), 5 I'm, 5 I'm, 212

> sqri( (1.0+I)°2 - 1.0 );
7861513778 + 1.272019650 I

> Zeta( 0.5+ I ), GAMMAC 0.5 + I );:
.1439364271 — .7220997435 I, .3006946173 — .4249678794 I

Komplex fliggvények abszolut értékérsl kézliink két abrat az alabbiakban:

> plot3d( abs( GAMMA (x+y*I) ), x=-Pi..Pi, y=-Pi..Pi,
> view=0..5, grid=[30,30], orientation=[-120,45],
> axes=framed, style=patchcontour );

A 2.8. abran a komplex sikon értelmezett gamma fiiggvény abszolat értékének
feliileti 4brazolasa lathaté.

=3 3

2.8. 4bra: A gamma fiiggvény abszolut értékének grafikonja

Az el6z6 plot3d parancsba beirtuk a kép generélasahoz sziikséges 6sszes op-
ci6t. Miutan a Maple kirajzolta a feliiletet, ezek k6ziil sokat manualisan megval-
toztathatunk. Részleteket a grafikarél szolo 15. fejezetben taldlhat az Olvasé.

A 2.9. dbra a Riemann-féle zéta fiiggvény abszolit értékét mutatja az R(z) =
% kritikus egyenesen. Léathaté a Riemann fiiggvénynek erre az egyenesre esd
els6 néhany zérushelye is. A hires Riemann hipotézis szerint minden komplex
zérushely ezen a kritikus egyenesen talalhaté (lasd [107]). A Riemann hipoté-
zist sokszor numerikusan vizsgaltak; Gjabb keletd eredményeket tartalmaz [133,
147].
> plot( abs( Zeta(1/2+y*I) ), y=0..36, numpoints=1000 );
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2.9. dbra: A Riemann-féle { fiiggvény abszolut értéke a kritikus egyenesen

A Maple szimbolikus kifejezésekben szerepl komplex szamokra vonatkozo tu-
dasanyagat az evalc (= evaluate using complex number arithmetic) eljarassal
aktivizalhatjuk. Az evalc foltételezi, hogy a kifejezésben szereplé minden val-
tozo valds értékd, a komplex szdmokat pedig az a + bl kanonikus alakba, irja at,
ahol a és b valés szamok:

> 1/ (2+p - g*I);

d o
2+p—1Igq
> evalc(");
2+p Iq

+
2+p?2+¢ (2+p)2+¢?

> abs("");
i

[2+p—1Iq|

> evalc(");
il

Va+4p+p? + g2

A kovetkez8 példaban latni fogjuk, hogy a foltételek miként segithetnek hozza
egyszeribb eredmények eléréséhez benninket.

Vvp+lIq

> sqrt( p + g*I );
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> evalc(™);
1\/ 21 2 L 21 2
5 2/p?+q +2p+§Icsgn(q—Ip) 2vp*+4q¢?>—2p

A csgn komplex eljelfiiggvényt igy definidljuk:

1 ha R(z) > 0 vagy (R(z) =0 és $(2) > 0);
Envsignum0 ha z =0 és _Envsignum0O-nak van értéke;

ha z = 0 és _EnvsignumO-nak nincs értéke;
-1 egyébként.

(N

csgn(z) = «{

Ahogy a kovetkezd példak is mutatjak, csgn(0)-t az _Envsignum0 kérnyezeti
valtozd hatarozza meg.
> _Envsignum0 := 13: csgn(0);

13

> _EnvsignumO := 1: csgn(0);
1

> _EnvsignumO := ’_EnvsignumO’: csgn(0);
0

Miért vezették be ezt a speciélis valtozét? Es miért hivjsk _EnvsignumO-nak?
Az utoébbi kérdés konnyen megvalaszolhatod: ez az n. kdrnyezeti vdltozo szaba-
lyozza signum(0) értékét. A signum eljaras természetesen a valés szamokon
és kifejezéseken értelmezett elGjelfliggvényt jelenti, azaz

[ z/abs(z) ha z #0;
signum(z) = ¢ _Envsignum0 ha z =0 és _EnvsignumO-nak van értéke;
I 0 ha z = 0 és _EnvsignumO-nak nincs értéke;

.

A kifejezések egyszertisitésének helyességét befolyasolhatja, hogyan definialjuk
ezt a fuggvényt a 0 helyen. Példaul a

signum(abs(z)) — 1

transzforméacié az z = 0 helyen hibas eredményt ad, ha signum(0) = 0. Hason-
l6an, valés x és y esetén a

signum(z y) — signum(z) signum(y)

transzformacié sem korrekt az z < 0 és y = 0 esetben, ha signum(0) = 1. A
Maple-nek nem kellene végrehajtani ezt az egyszertsitést; valéban nem is végzi
el automatikusan.
> _Envsignum0 := 1: signum(0);
1

>  signum(x*y);
signum(z y)
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Az _EnvsignumO valtoz6 értéke a kovetkezSképpen szabja meg az alkalmazhaté
transzforméaciokat és egyszerisitéseket:

e Az _EnvsignumO-nak nincs értéke.
Ekkor az Gsszes olyan transzormécié végrehajthato, ami a 0 hely kivételé-
vel mindeniitt biztosan érvényes.

e Az _Envsignum0O-nak van értéke.
Ebben az esetben csak azok a transzformaciok alkalmazhatdk, amelyek a
signum(0)-hoz rendelt értéket figyelembe véve is mindeniitt érvényesek.

Az automatikus egyszeriisités eléggé szovevényes teriilet, de lathat6, hogy a
folhasznalo is vezérelheti bizonyos hatarok kozott.

Folytassuk az sqrt-vel kapcsolatos példankat. Ha megfelels foltételeket te-
sziink, a Maple tovabb tud egyszerdsiteni:

> assume( p>0, g>0 ):
> evalc( sqrt( p + q¥I ) );

1 1
5\/2\/p~2+q~2+2p~+5[\/2\/p~2+q~2—Zp”

A p és a ¢ utani tilde karakterek azt jelzik, hogy ezekre a valtozokra bizonyos
kikotések érvényesek. A valtozok tulajdonsigairél a Maple about parancsa
tajékoztat benniinket. Az assume részletesebb ismertetése a 13. fejezetben
talalhato.

> about( p );

Originally p, renamed p~:
is assumed to be: RealRange(Open(0),infinity)

Befejezésiil vizsgaljuk meg a —1 négyzetgyokével kapcsolatos jeloléseket. A
villamosmérndkok jobban szeretnek j-t vagy J-t irni, a nagy I betd ugyanis
inkabb az elektromos dramkérékben folyd aram jelGlésére hasznalatos. A Maple-
ben ezt igy oldhatjuk meg: mivel I csupdn az sqrt(-1) Alneve, el&szdr ezt
toroljiik:

> alijas( I =1):
Azutén helyette J-t vesziink:
> alias( J = sqrt(-1) ):

Innen kezdve a komplex szdmok standard alakja a + bJ:

> J72;
-1
> 1/(1+73);
1 1
773"
> 1/ (x+y*d);
1

z+Jy
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> evalc(");
T Jy

2+y2 22 +9y2

> solve( x"4 =1, x );

1, -1, J,-J

Az alias( I = I ) ésaz alias( J = sqrt(-1) ) parancsok egyetlen utasi-
tasként is megadhatok: alias( I = I, J = sqrt(-1) ). Ha ezt beirjuk a
Maple inicializal6 fajlunkba, mar kezdetts! fogva hasznalhatjuk a J jel6lést.

2.7. Gyakorlatok

1. Tekintsiik a kévetkezd Maple szekciot.
> 372:

> 472;
16

> " o4 uwn,
Van az utolsé utasitasnak értelme? Ha igen, mi az eredménye? Ha nincs, miért?
2. Magyarazzuk meg a kovetkez§ Maple parancsok eredménye k6z5tti kiilonb-
séget:
(a) x:1y;
(b) x/y;
(c) x\y;

3. Ebben a gyakorlatban a Maple help rendszerének hasznilatdban valé jartas-
sdgunkat fejleszthetjiik.

(a) Tételezziik fol, hogy egy egyenl6ségbdl, példaul az 1 = cos? z + sin? z-
b6l csupan a bal vagy a jobb oldalra van sziikségiink. Hogy tudjuk ezt
kénnyen elérni a Maple-ben?

(b) Tételezziik fol, hogy ki akarjuk szamolni az exponencialis fiiggvény lanctor-
tekkel valo kozelitését Meg tudja-e ezt a Maple csindlni? Ha igen, hajtsuk
végre a szdmitast.

(c) Tegyiik f51, hogy az z® + 28+ 10z* + 1023 + 822 + 2z + 8 polinomot modulo
13 akarjuk szorzattd alakitani. Meg tudja-e ezt a Maple csinalni? Ha igen,
hajtsuk végre a szorzattd alakitast.

(d) Tetelezziik fel, hogy a {1,2,3,4,5} halmaz Gsszes részhalmazat akarjuk
meghatarozni. Hogyan hajthato ez végre a Maple segitségével?
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4. A with(numtheory) paranccsal toltsiik be a numtheory csomagot. Néhany
ismerds szamelméleti fiiggvényt is latni fogunk. A csomag rutinjai hasznosak
lehetnek a kovetkezd kérdések megvalaszol4sanal.

(a) Konstrualjuk meg 9876543210123456789 Gsszes osztojanak listajat.

(b) Keressiik meg a 9876543210123456789-hez legkdzelebb es6 primszéamot.

5
(¢) Mi az 5° primtényezds f6lbontasa?

(d) Fejtsiik 10 meélységi lanctortbe a természetes alapu logaritmus E alapsza-
mat.

5. Mi a kiilonbség az 1/3+ 1/3 +1/3 és az 1.0/3.0 + 1.0/3.0 + 1.0/3.0 kozott
Maple-ben?

6. Keressiik meg e3™V163 tiz_ hiisz, illetve harminc jegy pontossagii lebegpontos
kozelitését.

7. Szamitsuk ki 7 -t kilenc tizedesjegyre.

8. Ezt a gyakorlatot nyolc tizedesjegy pontossagi lebegSpontos szamitassal
oldjuk meg. Mennyi a

310.0 x 320.0 x 330.0
—1/310.0 x 320.0 x v/320.0 x 330.0 x v/310.0 x 330.0

kifejezés szamértéke?

9. Emléksziink arra, hogy a %, a % és a %5 kézill melyik adja a 7 elég jo
racionalis kozelitését? Haszniljuk a Maple-t a legjobban kézelité szam meg-
hatarozasara. Keressiik meg 7 legjobb olyan a/b alakil raciondlis kozelitését,
ahol a és b 1000-nél kisebb természetes szamok. (Utmutatas: nézziik meg a 7

lanctort kifejtését.)
10. Ellenérizziik, hogy v/2v/19549 + 286 egyenl6-e /113 + v/173-mal.

1
11. Hozzuk az ——— kifejezést a + b/3 alakra, ahol a és b racionalis szamok.

V3+1

12. Legyen 6 a 2 — 8 — 1 polinom egyik gydke, és vegyiik a racinélis szamtest

f-val val6 kiterjesztését. Tehat a + b6 + ch? alaki kifejezéseket tekintiink, ahol

a,b,c € Q és a kifejezésekkel vald szdmolas soran alkalmazzuk a 6% = 6 + 1
1

azonossagot. Hozzuk az ———-et a Maple segitségével a + bf + c? alakra, ahol

6% +1
a,b,ce Q.
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13. Legyen o = /2, 8 = V3 és v = /5. A Primfield eljaras segitségével
szamoljuk ki a Q(a, 8,) testbdvités egyik ¢ primitiv elemét, és hasonlitsuk
Ossze az eredményt a 2.5. alfejezet utols6 példajaval.

14. Mutassuk meg, hogy a Maple f6l tudja irni a komplex szamok e alapii hatva-
nyait a valés és a képzetes részek koszinuszanak és szinuszanak folhasznalasaval.
Szamitsuk ki e™¥/12 értékét ebben a formaban.

15. A Maple folhasznalaséval igazoljuk, hogy minden z = z + iy alakt komplex
szdmra teljesiil a
sinh  + ¢sinh y

tanh(z/2) = —————=
) cosh z +cos y

egyenlgség (z,y € R).



3.

Valtozok és nevek

Egy Maple szekcié rendszerint utasitdsok sorozatabél all, melyek végrehajtisa
soran értékeket szamolunk ki, majd ezeket az értékeket elnevezziik, hogy folhasz-
nalhassuk ket késébbi szamitasaink sordn. Ebben a fejezetben azt vizsgaljuk,
hogy melyek az érvényes Maple nevek, hogyan lehet egy névnek értéket adni, és
hogyan lehet egy valtoz6t Gjra értékteleniteni, vagyis értékkel nem rendelkezévé
tenni. Elmondjuk azt is, hogyan tehetd védetté egy valtozo, hogyan sziintethet
meg a védettség, véglil hogyan tarsithatunk valtozdkkal attributumokat és tu-
lajdonsigokat. Az olyan programozési nyelvekkel szemben, mint a FORTRAN,
az Algol és a C, a Maple-ben nem sziikséges a valtozok tipusat deklaralni. A
Maple a kifejezések tipusat belsé dbrazolasuk, illetve hasznalatuk alapjan hata-
rozza meg. Ebben a fejezetben réviden attekintjitk az alapvets adattipusokat.
Ezenkiviil leirjuk a szimbolikus kifejezések szokasos kiértékelését, nevezetesen a
teljes kiértékelést.

3.1. Ertékadas és értéktelenités

A szamitogépes algebrai rendszerek tudoméanyos szdmitadsokban valé sikeres al-
kalmazasanak titka abban rejlik, hogy ezekben a rendszerekben formulakkal
dolgozhatunk, és megoldhatunk olyan matematikai problémékat is, melyekben
ismeretlenek és paraméterek szerepelnek. A valtozok hasznalatanak példajaként
kérdezziik meg a Maple-t6l az altalinos méasodfoki egyenlet megoldéképletét.
Egyenleteket altalaban a Maple solve eljaraséval oldhatunk meg:

> solve( a*x"2 + bxx + ¢ = 0, x );
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1 -b++vb?—4ac 1 -b—+b2—4ac

2 a 2 a
Az a, b és ¢ valtozék paraméterek, z pedig az ismeretlen, a rendszer mindegyikii-
ket szimbolumként kezeli. A szamitégépes algebrai rendszerek jellemzé vonasa,
a szabad vagy nem kétott valtozok hasznalata. (Ezek a valtozok nem mutatnak
semmilyen értékre sem a sajit neviiket kivéve.)

Masrészt a valtozékhoz hozzakdthetilink vagy hozzarendelhetiink valamely ér-
téket. Az értékkel rendelkezd vdltozék (assigned variables) hasznéalata kett6s:
gyakran sziikségiink van a kiszamitott eredmény vagy egy bonyolult kifejezés
megcimkézésére a kés6bbi hivatkozas céljabol. Amikor a Maple-t programozasi
nyelvként hasznaljuk, az algoritmusainkban szerepl$ adatokra neviikkel hivatko-
zunk ahelyett, hogy kézvetleniil magukat az adatokat hasznalnink. Ha az adat
valamely rogzitett specialis érték, akkor szimbolikus konstansnak nevezziik. A
2.4. alfejezetben mar lattuk, hogy a Maple eredendSen milyen szimbolikus kons-
tansokat ismer, valamint 4j konstansokat folvételének és a meglévsk torlésének
moédjait. Ha értékkel rendelkez& valtozdkra van sziikségiink, a két karakter-
b6l all6 ,,:=" jelet (értékadasi operator) hasznalhatjuk az értékado utasitasban.
Maésik lehetGség az assign eljaras alkalmazasa, erre még visszatériink a fejezet
soran:

> polynomial := 9%x~3 - 37*x"2 + 47*x - 19;
polynomial := 92> — 372> + 472 — 19

> roots( polynomial );

0,2, I 1]

> subs( x=19/9, polynomial );
0

> polynomial, x;
92% — 3722 4+472-19, z

A fenti példaban az els6 utasitassal a 9*x~3 - 37%~2 + 47+*x - 19 polinomot
rendeltiik értékként a polinomial valtozohoz. Valahanyszor a polinomial val-
tozoval talalkozik a Maple, ezt az értéket veszi. Ezt a folyamatot kiériékelésnek
nevezziik. Igy a

roots( polinomial )
utasitds azzal ekvivalens, mintha a

roots( 9%x~3 - 37*x"2 + 47+x - 19 )

utasitast adtuk volna a Maple-nek. Az z véltozonak sajat nevén kiviil tovabbra
sincs értéke. A

subs( x=19/9, polinomial )
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utasitassal az x valtozot a 19/9 értékkel helyettesitettik a polynomial valtozo-
val megcimkézett polinomban, vagyis 9%x~3 - 37*x"2 + 47xx - 19-ben. Az
x maga azonban valtozatlan maradt, tovabbra is 6nmagara mutat. Ugyanez
érvényes a polinomra is, a helyettesités hatisara a polinomial véltozé nem ka-
pott 1j értéket. A 19/9 gyok ellendrzését az x valtozoénak valo értékadassal is
elvégezhetjiik:

> x := 19/9;

> polynomial;

A Maple a fenti utasitds végrehajtasanal a kovetkezd médon jar el:

o veszi a polimomial valtozot, és 9*%x~3 - 37*x~2 + 47*xx - 19-re értékeli
ki,

e ezutan a kifejezésben szerepld minden x-et 19/9-re értékel ki,

o végiil az eredményt O-ra egyszertsiti, tehat elvégzi a szitkséges aritmetikai
miiveleteket.

A gytk értékadassal valo ellendrzésének a helyettesitéssel szemben az a hatranya,
hogy x most valamilyen szdmra mutat. Ha azt akarjuk, hogy x mas értékre
mutasson, ezt egy 4j értékadassal érhetjiik el:

> x := unknown:
> polynomial;

9 unknown® — 37 unknown® + 47 unknown — 19

Ha az unknown viltozohoz példaul a 7 értéket rendeljiik
> unknown := 7;
unknown := 7

akkor x unknown-ra, ez pedig 7-re értkel&dik ki.

> x;
7

Lathato, hogy a Maple a kiértékeléseket a szamitas pillanatnyi helyzetében a
valtozokhoz rendelt értékek alapjan addig végzi, amig csak lehetséges. Hzt az
altalanos szabalyt nevezziik teljes kiértékelésnek:

> polynomial;
1584

Kifejezések teljes kiértékelésérdl még a 3.2. alfejezetben lesz sz6.

> x = ’x7;
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Az utolsé utasitds x-nek értékként sajat nevét adja vissza. Az aposztrof ka-
raktert hasznaljuk arra a célra, hogy valtozok értékét megsziintessiik. Ha egy
kifejezést aposztrofok kozé zarunk, a Maple nem alkalmazza a kiértékelési algo-
ritmust a kifejezésre. Ebben a speciilis esetben az x kiértékelése maradt el.
Id6zziink el még egy kicsit az indexelt és a konkatenacidval képzett nevek
kiértékelésénél:
> i :=1; A[i] := 2; Ali] := 3; B[i] := 4;

pu=d
A =2
A =3
B; =4

Lathato, hogy az := értékadd operator baloldalan allo kifejezés egy névre ér-
tékel6dik ki. Az indexelt nevek indexe kiértékel6dik, de maga az indexelt név
méar nem: a harmadik értékadasnél a bal oldalon A[i] értéke A[1] lesz, de ez méar
nem értékelddik ki 2-re.

Az aposztrofokkal végzett értéktelenités! az indexelt és a konkatenalt nevekre
nem mikadik:

> A[i] := ’A[i]’; # no unassignment of A[i]
A1 = Az
> # A[i]; but infinite recursion occurs

Error, too many levels of recursion

A Unix operaciés rendszer esetében végtelen rekurzié f6llépésekor a Maple egy
bizonyos ponton a fonti hibaiizenettel abbahagyja a kritikus utasitas végrehaj-
tasat. Mast platformokon akir maga a Maple program is leallhat.

Néha a Maple figyelmeztet a rekurziv névdefinicidkra is. Ha foltessziik, hogy
x szabad valtozd, akkor a kovetkezd utasitas az x+1 értéket rendeli hozza:

> X = x+1;

Warning, recursive definition of name
z:=z+1

> # x; infinite recursion occurs

Error, too many levels of recursion

Az utolsé parancsban azt kértiik a Maple-t6l, hogy értékelje ki az

zoz+la{z+)+1 -2 ((z+)+ 1) +1—>---

kifejezést. A teljes kiértékelés miatt a Maple ismételten megprébélja x-et kiér-
tékelni, mig csak el nem éri a rekurziészamra el6irt korlatot.

1Az ,unassigment” szakkifejezés magyaritidsaként ezt fogjuk hasznéilni. (A Forditd meg-
jegyzése.)
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Az indexelt és a konkatenalt nevek értéktelenitése az evaln (evaluate to a
name) eljarassal érhetd el:
> A[i] := evaln( A[il] ); A[il; # unassignment of A[i]
A=A

Ay

Az evaln argumentumaénak kiértékelése szintén specidlisan torténik: csak az
indexet értékeli ki a Maple, és eredményként egy nevet ad vissza. Az evaln
eljaras természetesen olyan ,k6z0nséges” valtozokra, mint az x, y vagy z is al-
kalmazhatd, ez az értéktelenités ,bombabiztos” modszere.

Mivel nehéz észben tartani, hogy mely valtozokhoz rendeltiink értéket és me-
lyekhez nem, a szdmitogép-algebrai rendszer néhiny segédfiiggvényt biztosit
ilyen célra. (Lasd a 3.1. tablazatot.)

Eljaras Eredmény

anames  az értékkel biré (k6t6tt) valtozokat mutatja meg

unames az Osszes érték nélkiili nevet (szabad valtozot)
sorolja, fol

assigned azt vizsgilja, hogy egy véltozohoz van-e (nevétsl
kiilénboz6) érték hozzarendelve

3.1. tablazat: A nevek hasznalataval kapcsolatos segédfiiggvények

A kovetkezd mintapélda ezen Maple eljarasok hasznalatat illusztralja:

> unames();

Embed, identical, equation, anyfunc, endcolon, Factors, cubic, positive,

nonnegint, terminal, unknown, laurent, anything, Irreduc, Berlekamp,
Sprem, Limit, setpath, Coeff, algnum, Discrim

> mnops( {"} ); # number of unassigned names
209

Az unames outputjanak nagy részét elhagytuk, de a néhany névbél, ami latha-
t6, valamint a nevek szdmabdl mar viligos, hogy az eljaras kevéssé hasznalhato,
mivel tul részletes outputot ad. Nemcsak a félhasznalé altal definialt nevek lis-
tajat, hanem a Maple altal generilt, de eleddig még értéket nem kapott nevek
listdjat is megkapjuk. Az aldbbiakban a select paranccsal kivalasztjuk az érték
nélkili valtozok koziil a harom karaktereseket:

> select( s -> length(s)=3, { unames() } );

{all, row, not, and, set, Add, Det, Ged, Int, Lecm, One, Quo, Rem, Sum,
Suvd, odd}
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Az s->lenght (s)=3-hoz hasonl6 anonim fiiggvények hasznalatara a 8.8. alfe-
jezetben visszatériink. Masik példink: vilasszuk ki a listabél az Gsszes olyan,
con-t6l kiilénb6z6 nevet, amely tartalmazza a con részsztringet.

> select( s -> SearchText(con,s)>0, { unames() } )
> minus {con};

{constant, Ratrecon, realcons}

Vizsgaljuk meg részletesebben az anames eljarist (kezdjiink el6tte 6j Maple
szekciot).

> restart;

> p :=q; r = g¥s;

> anames();

Az anames eljaras azon nevek listdjat adja eredményiil, amelyekhez pillanat-
nyilag neviiktél kilonbo6z6 érték van rendelve. Az el6z6 példaban ezek mind a
f6lhasznalé altal definialt valtozok. Ha azonban olyan neveket adunk meg, ame-
lyekhez értékként egy bizonyos Maple tipus van rendelve, akkor az output mar
a Maple Altal definialt és inicializalt ilyen tipusd neveket is tartalmazni fogja:

> anames( ‘*¢ ); # variables whose value is a product

T

> anames( name ); # variables whose value are a name
p, sysinit, integrate, mod

> anames( integer ); # variables with integer value

Digits, printlevel, Order

A példaban el6fordulé forditott aposztrofok és adattipusok jelentését a 3.3. és
a 3.4. alfejezetben fogjuk elmagyarazni.

Az assigned eljarassal megkaphatjuk az egyes valtozok statuszat:
> assigned( q ), assigned( r );

false, true
Eddig négy kivételt lattunk a teljes kiértékelés altalanos szabalya alol:
o az aposztréfok kozé zart kifejezések nem értékelddnek ki,

e a := értékadd operator baloldalan all6 kifejezés csak a megfelel6 névre
értékel6dik ki, tovabba

e az evaln eljiras argumentuma és

e az assigned eljiras argumentuma
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szintén csak a megfelels nevet kapja értékiil.

Ezt az alfejezetet az assign és az unassign Maple eljarasok egyik lehetséges
alkalmazasanak bemutatasaval zarjuk. A neviik sugallja funkcionalitdsukat, egy
ponton azonban eltérnek a koradbban tanultaktél. Az

assign( name, expression )
utasitis hatdsa megegyezik a
name := expression
utasitaséval, azzal a kivétellel, hogy az assign eljaras els6 argumentuma tel-
jesen kiértékel6dik, mig ugyanez nem teljesill az értékadd operdtor baloldali
operanduszara. Az assign eljarast érdemes alkalmazni a solve fiiggvény &l-

tal visszaadott egyenléségek halmazara, ha arra van sziikségilink, hogy az egyes
valtozok a megoldasként kapott értéket vegyék fel:

> eqns := { x + y = a, bxx - 1/3%y = c }:
> vars :={ x, vy }:
> sols := solve( eqns, vars );
ba—c 3c+a
Is:={y=3 y T =
B = S S LT
> X, ¥;

T,y

> assign( sols );
> X, ¥;

3c+a _ba-c
3b+1" 3b+1

Ahogy a 3.6. alfejezetben latni fogjuk, az assign parancs j6l alkalmazhaté (sot
szinte nélkiil6zhetetlen) olyan valtozoknak torténd értékadasnal, amelyekhez bi-
zonyos tulajdonsagokat rendeltiink.

Az unassign eljarast folhasznalhatjuk valtozok egyidejd értéktelenitésére,
vagy egy valtozé értéktelenitésére anélkiil, hogy a hozza rendelt tulajdonsagokat
is torolnénk.

> readlib( unassign ): # load library function
> unassign( ’x’, ’y’ ): X, ¥;
T,y

Konnyen kisértésbe eshetiink, hogy ezt az eljarast az anames paranccsal kom-
binalva megprobaljuk az &sszes olyan valtozét térdlni, ami eddig értéket kapott.
Figyeljiik meg, hogy ennek milyen drasztikus hatasa lehet a Maple viselkedésére:
> # compute some integral
> integral := integrate( 1/(x"2+1), x );

integral := arctan(z)
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> unassign( anames() ): # unassign variables
> integrate( 1/(x"2+1), x ); # recompute the integral

Error, (in int) type ‘intargs‘ does not exist

A Maple hibas miik6désének oka az, hogy nemcsak a f6lhasznalé altal definialt
neveket, példdul az integral valtoz6t, hanem a rendszer altal definialtakat, igy
az int/type valtozot is értéktelenitettiik. Hasznaljuk inkabb a restart utasi-
tast a memoria torlésére és a Maple ujrainditasira anélkiil, hogy a rendszerbél
kilépnénk.

A 3.2. tablazat az értékadas és az értéktelenités kiilsnbozs lehetdségeit sorolja, fol:

Minta A bal oldal kiérté- A jobb oldal kiérté-
kelése kelése

X 1=y névre normalis

assign( x =y ) normaélis normaélis

x := evaln( y ) névre névre

x =y’ névre egy lépésben

assign( x = evaln(y) ) normalis névre

assign( x = ’y?’ ) normalis egy lépésben

unassign( x ) normalis —

3.2. tablazat: A kiértékelés modja az értékadas és az értéktelenités soran

3.2. Kiértékelés

Ha a Maple valamely utasitasban egy névvel talalkozik, akkor altaldban meg-
keresi azt az objektumot, amelyre az adott név mutat. Azt mondjuk, hogy a
Maple kiériékeli a nevet. Ha a név egy masik névre mutat, akkor a rendszer azt
az objektumot keresi, amelyre az Gjabb név mutat, és igy tovabb, mindaddig,
amig egy olyan objektumhoz nem ér, ami nem név, vagy ami mar 6nmagara
mutat. Az utols6 objektumot gy hasznalja a rendszer, mintha kdzvetleniil ezt
helyettesitenénk az utasitasba. Kifejezések esetében az altalanos eljaras tehat a
teljes kiértékelés. Ez magyarazza a kovetkez6 Maple szekcié eredményeit:

> a :=b; b :=c; c:=3;
ai=b
bi=e
=3

> a; # evaluation of a
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A teljes kiértékelés jobb megértéséhez megnézziik az értékadas hatdsat a bel-
s6 adatstruktarakra. A Maple a valtozokat haromdimenziés adatvektorokkal
reprezentalja. Az elsd komponens jelzi, hogy a vektor egy valtozét reprezental,
a mésodik komponens a valtoz6 aktuslis értékére mutat, a harmadik komponens
pedig maganak a valtozonak a nevét tartalmazza. Amikor egy valtozonak érté-
ket adunk, csupan a hozzarendelt értékre mutaté pointert allitjuk be az illets
adatvektorban. Az eléz6 példa a 3.1. dbran lathato bels6 abrazolast eredmé-
nyezi. Az a valtozot reprezentdlé adatvektor masodik komponense a értékére

name a
name b
name c

intpos 3

3.1. abra: Az értékadasok utani belsG reprezentacid

mutat, tehat a értéke b. Hasonléan lathatd, hogy b értéke c-vel egyenls. Ezt a
bels abrazolast az eval eljaras segitségével ellendrizhetjiik:

> eval(a,l); # value of a

b
> eval(b,1); # value of b

c
> eval(c,1); # value of ¢

3

> eval(a,2); # two-level evaluation of a

c

> eval(a,3); # three-level evaluation of a

3
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Amikor a-t teljesen kiértékeljiik, az a-t reprezentilé adatvektorbol indulva vé-
gigmegyiink a pointereken addig az objektumig, amelynek tipusa ,pozitiv egész”
és értéke 3. Ezt ugy mondjuk, hogy ,,a 3-ra értékelsdik ki”. Ha ezutén a c val-
tozonak valamilyen 1j értéket, mondjuk 5-6t adunk, akkor az a valtozd 5-re
értékelddik ki. Ugyanakkor az a viltozo értéke tovabbra is b marad. Ezt csak
értékadassal valtoztathatjuk meg:

> ¢ := b
> aj; # a now evaluates to 5
5
> eval(a,1); # but the value of a remains the same
b
> a := 4:
> a, eval(a,l);
4,4

A Kkifejezések teljes kiértékelése sordn az egyes valtozok a legutébbi értékadassal
hozzajuk rendelt értékekkel helyettesitédnek. A kovetkezd példa ezt illusztralja:

> x::=y: y:=T:
> eval(x,1), x;

T =17

1= 9:
; # the value and evaluation of x remain unchanged

7

Vv
b <
l

Az x := x utasitds azt sugallja, hogy x ezutén ismét sajat nevére mutat. De—
mint azt mar korabban lattuk—nem errsl van sz6! Ehhez az x := evaln(x)
vagy az x: = ’x’ parancsot kellett volna megadnunk. Itt az aposztréfok meg-
akadalyozzak az x teljes kiértékelését.

Amennyiben egy nevet akarunk atadni argumentumként egy Maple eljaras-
nak, ezt a legkdnnyebben ugy érhetjiik el, hogy a nevet aposztrofok kozé zarjuk
a teljes kiértékelés elkeriilésére. Példaul a rem eljaras negyedik paraméterének,
amely a hanyadost tartalmazza, névnek kell lennie:

> #suppose that quotient has been assigned some value
> quotient := O:
> rem( x”3 + x+ 1, x°2 +x + 1, x, ’quotient’ );

24+ x

> quotient; # value has been set in previous command

z—1
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Ha valoban biztonsagra akarunk torekedni, akkor el@szér a valtozénak Gjra sajat
nevét kell értékiil adni a variable := evaln(variable) utasitassal.

De mi térténik, ha elfelejtjiik kitenni az aposztrofokat a fenti példaban?
> quotient := O:
> rem( x*3 +x +1, x*2 +x + 1, x, quotient );

Error, (in rem) Illegal use of a formal parameter

Mi romlott el? Az els6 utasitds hataséra a quotient valtoz6 a O értéket kapja.
A mésodik utasitas végrehajtasakor a Maple eldszor kiértékeli az argumentu-
mokat, ami a rem( x~3+x+1, x~2+x+1, x, 0 ) eredményre vezet. A Maple
hibaiizenetet ad, mivel negyedik argumentumként egy nevet vart, amihez hoz-
zarendelheti a kiszamitott hanyadost. Ha a quotient viltoz6 az x-re mutat,
akkor egy végtelen rekurziv struktara keletkezik:

> quotient := x:
> rem( x"3 +x+ 1, x“2 +x + 1, x, quotient );

24+

> eval(quotient,1), eval(quotient,2);

z,z—1

Tehat a belss dbrazolasban az x := x-1 értékadas keriilt végrehajtasra, ez pedig
hibat fog eredményezni, ha késébb x-re hivatkozunk.

Mas esetekben is kivanatos vagy éppenséggel sziikséges lehet a kifejezések
vagy részkifejezések teljes kiértékelésének elnyomasa. Példaként szamoljuk ki az
elsé 5 primszam Gsszegét a sum eljiras segitségével:

> i := 0: # assume i has been assigned some value
> sum( ithprime(i), i=1..5 );

Error, (in ithprime) argument must be a positive integer

A fenti fiiggvényhivasban az ithprime (i) argumentum kiértékelésekor a Maple
észreveszi, hogy hibas argumentumot kapott (természetes szam helyett az i-t),
ezért hibaiizenetet ad. Kovetkezs probalkozasunknal aposztrofokat alkalmazunk
a til korai kiértékelés elnyoméaséra:

> sum( ’ithprime(i)’, i=1..5 );

Error, (in sum) summation variable previously assigned,
second argument evaluates to, 0 =1 .. b

Ez még mindig nem miikodik, de a hibaiizenet megmagyardzza a problémat.
Azt is biztositanunk kell tehat, hogy az Osszegzési index névre értékelddjon ki:
> sum( ’ithprime(i)’, ’i’=1..5 );
28
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Egy jétanacs:

A sum-hoz hasonlé utasitdsokban mindig tegyiik aposztrofok kézé az
dsszeadanddt és az Gsszegzési indexet, kivéve, ha teljesen biztosak
vagyunk benne, hogy az aposziréfok elhagyhatdk.

Aposztrofok kozé zart kifejezés kiértékelésének eredménye legjobban azzal irhat6
le, hogy a kiértékelés egy idéz6jelpar ,Jehamozasat” jelenti.

> x :=1: # in this example x always has the value 1
> x+1;
2
> Ix’+1;
z+1
> ’X+1,;
z+1
> ”)x’+1,’;
’7z7+1)
> II;
Jz7+1
> II;
z+1
> ll;
2

3.3. Valtozoénevek

A Maple-ben a viltozok és konstansok nevének legegyszertibb fajtija a sztring
(karakterlanc), vagyis olyan betiikbél, szamokbol és alulvonasbél all6 sorozat,
amelynek els karaktere betii vagy alulvonas. A sztringek bels§ dbrazolasa az
egész szamokéhoz hasonlé dinamikus adatvektor, amelyben az els6 sz6 az Gsszes
szitkséges informaciot kddolja (a sztring tipusjelzét és a vektor hosszat), a to-
vabbi szavak pedig a sztring karaktereit tartalmazzak (32 bites gépen maximum
négy karaktert szavanként). Hasonlo a sztringekre kiszabott méretkorlatozas is:
a maximalis hossz 2'° — 9 karakter. (V.5. a 2.3. alfejezettel). Néhany példa:

> restart: # make sure that a fresh start is made
> x, a_long_name_containing underscores, H20;

z, a_long_name_containing_underscores, H20

> unknown, UNKNOWN, UnKnOwN;
unknown, 7, UnKnOwN
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Figyeljiilk meg, hogy a Maple megkiilénb6zteti a kis- és a nagybetiiket, és
UNKNOWN helyett a munkalapos interfész esetén kérdGjelet ir ki. A matemati-
kai konstansok Maple-beli neveinek hasznalatinal sem feledkezziink meg errél.
A 7 kostanst a Maple-ben a Pi és nem pi jeldli:

> evalf([ Pi, pi 1 );
[3.141592654, ]

A gb6rog betiik megjelenitése a munkalapokon és ezek ITEX formatumba kon-
vertalt valtozataban szintén félrevezetd lehet:

> [Pi, pi J;

[, 7]

> latex( [ Pi, pi ] );
[\pi ,\pil

Ehelyett talan a [II, 7], illetve a [\Pi,\pil outputot varta az Olvasé:

> [ Zeta, zeta ] ;

[¢, ¢]

A [Z, (] szerencsésebb jeldlés lenne, ezt a megoldést valésziniileg a Riemann-féle
(-figgvény Maple jel6lése inspiralta.

Ugyeljiink arra is, hogy —1 komplex négyzetgyokének Maple-beli neve I, és
nem i. A Maple altal a természetes alapd logaritmus alapszidméra hasznalt
jelolés is eléggé zavard: nem e, nem is E, hanem exp(1). A kovetkezs példabol
lathat6, mennyire évatosaknak kell lenniink:

> [ e~x, exp(x) ] ;

[e®, €]

A munkalapos feliileten csak a vilasztott font kiilonbozteti meg az outputot.

> latex(");
[e~{x}, e~{x}]

A Maple szerint val6jaban az elss kifejezés az e név x kitevSs hatvanya (tehat
nem a természetes alapu logaritmus alapszdmanak hatvanya), a masodik pedig
az x-re alkalmazott exponencialis leképezés. A kiilonbség rogtén f6ltiné lesz,
ha behelyettesitiink egy lebeg&pontos szamot, és kiértékeljiik az eredményt:

> eval(subs( x=0.5, " ));
[e®, 1.648721271]
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and by do done elif
else end fi for from

if in intersect local minus
mod not od option options
or proc quit read save
stop then to union while

3.3. tablazat: A Maple foglalt szavai

A Maple maga is hasznal alulvonassal kezd6d6 neveket (emlékezziink vissza
a 2.5. alfejezetben a RootOf eredményére). Vannak olyan foglalt szavak is,
amelyeknek specialis jelentése van a Maple programozasi nyelvében, s emiatt a
rendszer kozvetleniil nem fogadja el érvényes nevekként Sket. A 3.3. tablazatot
a ?reserved paranccsal kaphatjuk meg.

Tovabba vannak olyan nevek is, amelyekhez mar valamely jelentést tarsit a
Maple. Ilyenek a matematikai fiiggvények nevei (példaul sin, cos, exp, sqrt,
...), a Maple eljarasok neve (példaul copy, indices, lhs, rhs, type, coeff|
degree, order, ...) és Maple adattipusok neve (példaul set, list, matrix,...).
Ezek t6bbsége védett név a Maple-ben, tehit véletleniil nem adhatunk nekik 4j
értékeket. Ha 0] vedett neveket kivanunk {Clvenni, vagy a megléviket at akarjuk
defini&lni, hasznaljuk a protect és az unprotect eljarasokat.

A kovetkezs példaban az unames beépitett eljarast terjesztjiik ki oly médon,
hogy outputja nevek rendezett listaja legyen:

unprotect (unames) :

unames := subs( old_unames=eval(unames),

proc() sort( [old_unames()] ) end ):

protect (unames) :

whattype( unames() ); # check whether it is a list

list

vV VVVYV

Az indexelt nevek védetté tétele egy kicsit specidlisan torténik. Amikor egy
indexelt névnek értéket adunk, egy tablat hozunk létre. A tabla neve megegyezik
az illets névvel. (Lasd a 12.5. alfejezetet.) Az értékadasok megel6zésére tehét
az indexelt név helyett ezt kell védetté tenni:

> protect(A): A[1] := 2;

Error,
attempting to assign to array/table ‘A¢ which is protected

A kérnyezeti vdltozok alkotjik a nevek harmadik olyan csoportjat, amelyekhez
nem rendelhetiink tetszéleges értéket. A Zenvironment parancs a beépitett
kornyezeti valtozok kovetkezd listajat adja:

Digits, Normalizer, Testzero, mod, printlevel, ", "", """
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A printlevel kdrnyezeti valtozéval példaul a szamolds kdzben a képernydn
megjelend informéacidk szabalyozasat és testreszabisat végezhetjiik el. Default
értéke 1, de nem tehetjiik fele olyan bébeszédiivé a rendszert egy ilyen értéka-
déssal:

> printlevel := 1/2;
Error, printlevel must be a word size integer

A Maple kbrnyezeti valtozéi a MuPAD, a Reduce vagy a Lisp rendszerekben
Hfuid valtozokként” ismertekkel analég médon viselkednek: ezek a valtozdk glo-
balisan elérhetok eljarasokon beliil, és az eljaras végrehajtisa utan automati-
kusan folveszik korabbi értékiiket. Egy példaval megvildgitva: olyan eljarast
definidlunk, amely 30 jegy pontossaggal végzi el a numerikus kiértékeléseket:
> Digits; # the current value
10

evalf30 := proc(expr)

Digits := 30; # Digits temporarily set to 30
evalf ( expr )

end:

evalf30( Pi ); # Pi in 30 digits

3.14159265358979323846264338328

> Digits; # Digits is bound to old value
10

VVVVYV

A Maple némely kornyezeti viltoz6janak neve _Env-vel kezdédik. Tlyen példa-
ul a solve eredményében az algebrai szamok és fiiggvények jeltlésére szolgild
_EnvExplicit vagy a signum(0) értékét megad6 _EnvsignumO. Definidlhatunk
sajat kornyezeti valtozékat is, ehhez csupan _Env-vel kezd6d6 neveket kell va-
lasztanunk. Ugyeljiink arra, hogy a Maple is t&bb helyen hasznal alulvonéssal
kezd6d6 neveket. Egy jotanacs:

Ha nem foltétleniil sziikséges, kertljik az alulvondssal kezdddd neve-
ket!

Kiilénben kénnyen zavarba hozhatnak az alibbihoz hasonlé Maple hibaiizenetek:

> _Z:= sqrt(2):
> RootOf (x~2-x,%x);

Error, (in Root0f) expression independent of, 2~(1/2)

Ha az olvashatosig érdekében a neveket szokozokkel kivanjuk tagolni, vagy
specidlis karaktereket (pontot, kettdspontot, ,,/” jelet) akarunk hasznéalni, az
egész nevet forditott aposztréfok (mas néven forditott idézdjelek) kozé kell zarni.
Ezek a jelek csupan a nevek hatarait mutatjik, 6k maguk nem részei a nevek-
nek. A sztringek megjelenitésekor a rendszer nem is mutatja Sket. Két egymas
utan el6forduld forditott aposztrof magat a forditott aposztrof karaktert jeloli.
Néhany tovabbi példit mutatunk érvényes Maple nevekre:
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> ‘exercise 1¢, ‘/usr/local/lib/maple/lib/C.m¢;
exercise 1, [usr/local/lib/maple/lib/C.m
> C‘Answer:‘; # the colon is part of the name
Answer :

> ‘“; # the null string or empty name

> “‘/usr/local/lib/maple/1ib/C.m*‘¢;
‘Jusr[local /lib/maple/lib] C.m*
A forditott aposztrofok kozé zart Maple neveket nem tgy kell elképzelniink,

mint a hagyomanyos programozasi nyelvek, példaul a FORTRAN sztringjeit. A
kévetkezs példa ezt mutatja:

> miscellanea := ‘apparent_text‘;
miscellanea := apparent _text

> apparent_text := cos(Pi);
apparent_text := —1

> miscellanea, ‘miscellanea‘;
-1, -1
Jol 1athato, hogy a forditott aposztréfoknak nincs hatésa. Alkalmanként meg-

lehetdsen furcsa dolgok torténhetnek ezekkel az aposztrofokkal:
> ‘Here starts a name which is

Warning, string contains newline character. Close strings
with ¢ quote.

> concatenated‘ := 0;

Here starts a name which is\
concatenated := 0

Ha beirunk egy forditott idéz&jelet, de a tovabbi inputot elfelejtjiik egy tjabb
forditott aposztroffal lezarni, tgy tlnik, mintha a Maple egyaltaldn nem volna
hajlandé inputot elfogadni. Ebbél a csapdabél gy maszhatunk ki, ha kévetjiik a
Maple tanicsait: gépeljiink be egy forditott idéz5jelet, utdna egy pontosvesszst,
és a rendszer tjra helyesen fog dolgozni.

Sokszor — kiilondsen ha a Maple-t programozasi nyelvként hasznaljuk — jél jon
a nevek konkatenacidjianak lehetSsége. A kovetkezSkben néhany példat adunk
a cat eljaras és a ,,.” konkatenicios operator hasznalatara.

> 1libname, cat(libname,‘/C.m‘);

Jusr [local [ maple [ update, [usr/local/maple/lib,
Jusr/local [ maple / update [ usr[local /maple/lib/ C.m

> ¢ . f‘/usr/local/lib/maple/1ib¢ . /¢ . <‘C.m‘ ;
Jusr [local /lib/ maple/lib/ C.m
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> X.Y, X.1;
XY, X1

> X . (Y, 1);
XY, X1

> X . (1..8);
X1, X2, X8, X}, X5, X6, X7, X8

> ¢ (X, Y).(1.. 4);
X1, X2, X3, X4, Y1, Y2, Y3, Y/
> aw=4r Xoig A X
X4, iX

Az utolsé példa azt mutatja, hogy ha a konkatenacié miveletét hasznaljuk,
akkor az els6 név nem értékel6dik ki. A tervezdk célja nyilvanvaléan az volt,
hogy az x.1 példaul mindig x1-re értékelédjon ki, fiiggetleniil attél, hogy az x-
hez rendeltiink-e valamilyen értéket. Néhany esetben ezért haszniltunk a fénti
példaban iires nevet a konkatenacié mivelet els§ argumentumaként.

Ne keverjiik Ossze a kiilonb6z6 idéz6jelek hasznalatat a Maple-ben! Hatasukat
a 3.4. tablazatban foglaljuk 6ssze.

Idézsjel Alkalmazasanak célja

specialis karaktereket tartalmazo név jelzése

A’ kiértékelés elnyomésa

§ hivatkozés az el6zéleg kiértékelt kifejezésre

nu hivatkozas az utolsé elstt kiértékelt kifejezésre

H hivatkozas a harommal kordbban kiértékelt kifejezésre

3.4. tablazat: Kiilonféle idézdjelek

3.4. Alapvetd adattipusok

Az adatok lehetséges értékeit osztalyokra, ugynevezett adattipusokra bontjuk.
Az adattipus tobbek kozott azt rogziti, hogy az adatok milyen értékeket vehet-
nek f6l, vagy hogy milyen mdveleteket végezhetiink rajtuk. A szokisos elemi
adattipusok, példaul az integer (egész szam), floating point number (lebegSpon-
tos szam) és a string (karakterlanc) mind megtalalhatok a Maple-ben, de ezeken
kiviil még sok mas adattipus is létezik. A Maple-ben az adatok alaptipusat a
whattype eljarassal kérdezhetjiik le.
> whattype( 5.0 );

float
> whattype( ‘an example of a long name® );
string
> whattype( { 1, 2, 3 } );
set

> whattype( 1, 2, 3 );
erprseq
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Adat Adattipus Példa
Szdmok és sziringek
egész integer 1
tort fraction 1/2
lebegdpontos szam float 0.33333
alfanumerikus szoveg string xvalue
Aritmetikas kifejezések
Osszeg e x+y
szorzat Cx € X *y
hatvany £76 vagy f#x¢ x "y
Reldcids kifejezések
egyenlet ‘=f, equation x+1 = 1+x
egyenl6tlenség fe>t Pi <> pi
kisebb relacio < 2 <3
kisebb-egyenls relacio f<=¢ E <= Pi
Logikai kifejezések
és-kifejezés ‘and‘ P and
vagy-kifejezés ‘ort P or Q
negacié ‘not* not P
Osszetett kifejezések
kifejezés-sorozat exprseq a,b,c
halmaz set {a,b,c}
lista, list [a,b,c]
tabla table table[a,b,c]
indexelt név indexed X[1]
fliggvényhivas function f(x), itt f

definidlatlan név

Egyéb adatok
kiértékeletlen konkate- ¢.°¢ a.(1..n), itt n-nek
nacié nincs értéke
tartomany ¢..¢, range 1.. 3
altalanositott hatvany- series x~! - gamma + 0(x)
sor
eljarasdefinicié procedure proc(x) x°3 end
kiértékeletlen kifejezés  uneval Yx o+ oy

3.5. tablazat: Gyakori feliileti adattipusok

A whattype eredményiil az adatvektor fejrészének leirasat adja. Azokat az
adattipusokat, melyekhez elegend6 az adatvektor fejrészét ismerni, feliileti adat-
tipusoknak nevezziik. A 3.5. tdblazatban felsoroljuk a Maple leggyakoribb fe-
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liilleti adattipusait. A Tsurface parancs segitségével megkaphatjuk ezek teljes
listajat is.
A Maple tovabbi harom eszk6zt kinal a tipusok tesztelésére, nevezetesen a
type, a hastype és a typematch eljarasokat:
> type( x + 1, “+¢);

true

> hastype( x + 1, ‘+¢ );

true

> typematch( x + 1, (a::string) &+ (b::integer) );

true

z, 1

> hastype( x + 1/2 * y, ’fraction’ );

true

> hastype( x + 2 * y, ’fraction’ );
false

Ez a hirom tipustesztel§ fiiggvény nemcsak a feliileti adattipusokat teszteli,
hanem kifejezések altalanosabb tipusait is vizsgalja. Bejarjak a kifejezéshez
rendelt fat, és az tgynevezett skatulydzott adattipusokat (nested data types)
is tesztelik. Hasznalhatok még strukturdlt adattipusok vizsgalatara is. FEzek
olyan nevektd! kiillonbo6z6 kifejezések, amelyek adattipusokként interpretalhaték.
Néhany értelmes skatulyazott és strukturalt adattipus:

> type( x°2 + x + 1, polynom );

true

> type( { x*2 +x+ 1, x72 - x }, set(polynom) );

true

> type( x~2 + x + Pi, polynom(integer,x) );
false

> type( x™2 + x + 1, ’quadratic’( x ) );

true
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Az utolsé eljarashivas masodik argumentumaban az aposztrofokat azért hasz-
néltuk, hogy elnyomjuk az argumentum kiértékelését, ami gondot okozna abban
a nem tidl valdszinid esetben, ha a quadratic névhez mar valamilyen értéket
rendeltiink volna. Célszerd megszokni, hogy a type méasodik argumentumat
mindig aposztrofok kozé tesszitk. Végiil is nem minden, a Maple 4ltal hasznalt
bels6 név védett. Strukturalt tipusok esetén ez a megoldas mar kényelmetlenné
vélhat.

Parancs A tesztelt tipus

whattype  feliileti adattipus

type skatulyazott vagy strukturalt adattipus
hastype bizonyos tipust részkifejezés(ek) létezése

typematch strukturdlt tipus tesztelése és Gsszehasonlitasa

3.6. tablazat: Tipusok tesztelése

A 3.6. tablazatban Gsszefoglaltuk, hogyan lehet tipusokat tesztelni a Maple-ben.
A typematch a legerSsebb parancs: ha egy strukturalt tipusnak megfelels
egyezéseket taldl, akkor az Osszes mintavaltozohoz a sikeres mintaillesztésnek
megfelels értéket rendel. Példaul

> typematch( exp(x), a::exp(b::name) );

true

> a, b;
e’z
Figyeljiik meg a dupla kettéspont (::) hasznalatat a typematch parancs maso-
dik részében. Ez nem két utasitis-elvilaszt6, hanem egy olyan operator, amely
egy szimbolumot egy adattipussal parosit. A 3.7. tablazatban Gsszefoglaljuk
a nevek, valamint a kettéspontot, pontosvessz6t és egyenlségjelet tartalmazo
operatorok hasznalatat.

Operator Alkalmazasa

utasitas-elvilaszto

utasitas-elvalasztod
= egyenlet vagy egyenléség relacid
5 tipus vagy tulajdonsag hozzarendelése
= értékadas

3.7. tablazat: A kettGspont, a pontosvesszs és az egyenl6ségjel kombinacioi

A hagyoméinyos programozasi nyelvekben, példaul a FORTRAN-ban a valto-
z0k tipusat deklarilnunk kell, és ez nem valtoztathaté meg a programon beliil.
Egészen mas a helyzet a Maple-ben: itt a valtozoknak nincs rogzitett tipusa.
Maskiilonben az interaktiv munkat tilzottan megterhel6vé tennék a tipusdekla-
raciék, melyek majdnem mindig féléslegesek, hiszen a matematikai kontextusbaol
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vilagos, hogy milyen értékeket vehetnek {61 a valtozok. A tipuskonverzidk is ne-
hézkessé valnanak. Néhany illusztrativ példa:

> number := 1: whattype( number );

integer

0.75: whattype( number );
float

> number :

> number := convert( number, fraction );

3
ber ;= —
number 1

> convert( number, ’binary’ );
Error, (in convert/binary) invalid argument for convert

Az utols6 utasitis azt szemlélteti, hogy nem minden tipusvaltds megengedett; a
konverzionak a rendszer szaméra értelmesnek kell lennie. Példaul a % racionéalis
szamot f6lirhatjuk a kovetkezs lanctértként (continued fraction):

1
0+—1
1+ -

3

> convert{ number, ’confrac’ );
[0, 1, 3]

Az aposztrofok a convert eljaras masodik argumentuma kériil ismét azt a célt
szolgaljak, hogy elkeriiljiik a valtozo kiértékelését. A confrac nem védett név
a Maple-ben! A type( name, protected ) paranccsal tudhatjuk meg, hogy a
name név védett-e.

A szamelméleti célokat szolgalé numtheory csomag numtheory[cfrac] eljs-
rasa olvashatébb kétdimenzids outputot ad:

> # load the function cfrac from the numtheory package
> with( numtheory, cfrac ):
> cfrac( number };

1

1
e =
i 3
A Maple a p-adikus szdmokkal valdé szamolishoz tartalmaz egy padic nevi

csomagot is. Trjuk fol példaul a % tortet triadikus szarm alakjédban:

> with( padic ): # load the p-adic number package
> evalp( number, 3 );

342844234+ 3351957 9003
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3.5. Attributumok

A Maple konstans mérett adatstrukturai (ilyenek a name, list, set, procedure,
function és a float) egy attributumnaek nevezett extra informaciés mezével is ren-
delkezhetnek. Attributumként barmely érvényes Maple kifejezés megengedett.
Az attributumokat a setattribute és az attributes fiiggvényeken kiviil egyet-
len méis Maple fiiggvény sem latja, és nem is képes moédositani. A setattribute
eljaras attributummal rendelkezd adatstruktiirat hoz létre. az attributes egy
struktira attributumait adja vissza. A Maple kernel folismer bizonyos nevekhez
kapcsolédo attributumokat, példaul a protected-et. Néhany példa:

> setattribute( A, ‘capital A€ );

A
> attributes(A);
capital A
> attributes( diff );
protected

> setattribute( differentiate, protected );
differentiate

> differentiate := diff;
Error, attempting to assign to ‘differentiate‘ which is protected

> § := setattribute( {2,3,5,7,11}, ‘first 5 primes‘ );
S:=1{2,3,5,7, 11}

> attributes( S );

first 5 primes
> § := setattribute( algebraicset(
> [ x*y*z~2 - 4, x"2 4y"2 +2°2 -1, x -y - 11,
> [ %, y, 2] ), dimension = 0, groebnerbasis =
> [x -y -1, 2y°2 + 272 + 2%y, 8 + z74 ] );

S := algebraicset([zy 22 — 4, 2> +y* + 22 - L,z —y - 1], [z, v, 2])

> attributes( S );
dimension = 0, groebnerbasis = [z —y — 1, 292+ 22 +2y, 8+ 24]
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3.6. Tulajdonsagok

Az assume és az additionally eljardsokkal rendelhetiink valtozékhoz tulaj-
donsagokat. A Maple megprobélja szamolds kdzben f6lhaszndlni ezeket a tulaj-
donsagokat, és minden t6le telhet6t megtesz, hogy az adott tulajdonsiagokbol
kiindulva levezesse a kifejezések tulajdonsigait. Most csak néhany bevezets pél-
dat mutatunk, és a megjelenitéssel, valamint az értékadassal kapcsolatos bizo-
nyos technikai kérdéseket tisztazunk. A részletesebb targyalisra a 13. fejezetben
keriil sor.

> (-1)~(m~2+n); # no assumptions

(g

> assume( m, odd ):
assume( n, odd ):
> [ (-1)"m, (-1)~(m+tn), cos(m*Pi)];

\%

[(-1)™, (1)), —1]
with assumptions onm andn

> simplify(");
-1, 1, —1]

Lathato, hogy a Maple teljesen magatol ,megérti”, hogy a m paratlan egész szami
tobbszorésének koszinusza 1. A simplify végrehajtasakor azt is félhasznalja,
hogy paratlan szam négyzete ismét paratlan, valamint két paratlan egész szam
dsszege paros. Mindebbdl helyes kovetkeztetéseket von le a —1 hatvanyokra
vonatkozdan.

A valtozokkal kapcsolatos tulajdonsagok az about eljarassal vizsgalhaték:
> about( m );

Originally m, renamed m™:
is assumed to be: LinearProp(2,integer,1)

A rendszer tehat egy tilde (V) jel hozzaflizésével dtnevezi azokat a valtozdkat,
amelyekhez valamely tulajdonsigot rendeltiink. Nézziik meg ezt az m valtozéra,
és az additionally eljarassal adjunk neki még egy tulajdonséagot:

> m;
m~
> additionally( m>0 ):
> about( m );
Originally m, renamed m™: 1is assumed to be:

AndProp(LinearProp(2,integer,1),
RealRange (Open(0),infinity))
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Az m > 0 tulajdonsag megadasa tehat az ,,m eleme a nyitott (0,00) interval-
lumnak” tulajdonsag hozzdadasat eredményezte. De valtozott-e maga a név?
Prébaljuk ki:

> m-";

m-—m"

Micsoda meglepetés! A titok nyitja az, hogy a Maple minden egyes foltételhez
egy 1j lokalis nevet general, ami az értékadéasoknal is bizonyos kdvetkezmények-
kel jar.

> m := 3:

> about( m );

3:
A1l numeric values are properties as well as objects.
Their location in the property lattice is obvious,
in this case integer.

> m := odd_number:
> about( m );

odd_number:
nothing known about this object

Ha tehat értéket adunk egy valtozdénak, minden hozza rendelt tulajdonsag tér-
16dik.

> assume( n, integer );

> expr := cos(n*Pi);
expr := (—1)"
> n o= 2
>  expr;
(1"

Vajon mi tortént? Az n viltozénak 2-t adtunk értékiil, ez tényleg egy egész szam.
Az értékadas hatasara torlgdnek az n-hez korabban rendelt tulajdonsagok. Az
expr kifejezésben azonban még mindig az n™-ra atnevezett régi valtozéra hivat-
kozunk. Ennek elkeriilésére az egyik megoldas az assign hasznilata, mivel ez
kiértékeli argumentumait. Sziikség esetén az eval-t hasznalhatjuk a kiértékelés
mélységének vezérlésére. Egy példa:

> assume( N, integer );

> expr := N;
expr := N~
> assign( N =2 ):
> expr;
2

> assign( eval(N,1), 3 );
>  expr;
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A fejezet végén harom olyan triikkkdt ismertetiink, amelyekkel az outputbdl el-
tiintethetd a hozzarendelt tulajdonsigokkal rendelkezd valtozok nevének végén
allo tilde jel. Az els§ triikk az alias eljarast hasznilja:

> assume( p>0 ):

> P

o
> alias( ’p’ = p ):
> P

p

> about( p );

Originally p, renamed p~:
is assumed to be: RealRange(Open(0),infinity)
Ez csak ,optikai csalédas”. A latex parancs példaul tovabbra is kiirja a tildét.
> latex( p );

\mbox {{\tt ‘p~¢}}

A Maple V Release 4 showassumed nevii interfész valtozoja jobb médszert kinél
a tildékt6] valé megszabadulasra. Ertéke 0,1 vagy 2 lehet. A 0 beallitas letiltja
a foltételekkel birg valtozok jelolését. Az alapfoltételezés szerinti 1 értéknél a
nevek végén az eddig latott tilde jelenik meg. Végiil 2-t értékil adva a kife-
jezések végén jelenik meg azon valtozok listadja, amelyekhez valamely foltételt
kapcsoltunk:

> interface( showassumed = 0 );

> assume( @0 );

> q;

> about( q );

Originally q, renamed q~:
is assumed to be: RealRange(Open(0),infinity)

> latex( q );

\mbox {{\tt ‘q~‘}}

> interface( showassumed = 2 );
> assume( r>0 );
> r:

with assumptions onr

> about( r );

Originally r, renamed r~:
is assumed to be: RealRange(Open(0),infinity)
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> latex( r );

\mbox {{\tt ‘r~¢}}

Még jobb médszer a tildéktsl valdé megszabadulasra a Maple félilbiralasa. El§-
szOr nézzitk meg a tildék megjelenitését végzé kddot:

> readlib( assume ): # load assume from library
> interface( verboseproc = 3 ): # make Maple communicative
> print( ‘property/Rename‘ ); # print responsible routine

proc(nm)
local nam;
global _AName;
option ‘Copyright (c) 1992 Gaston Gonnet, \
Wissenschaftliches Rechnen, ETH Zurich. All rights reserved.‘;
if assigned(‘property/OrigName‘[nm]) then
nam := eval(‘property/OrigName‘[nm], 1)
else nam := nm
fi;
subs (’DUMMY2? = ‘¢ . nam.*‘~¢,
proc (nam)
local DUMMY2;
global ‘property/OrigName‘;
‘property/OrigName‘ [DUMMY2] := nam; nam := DUMMY2
end );
nm = "(nam)
end

Most mar kénnyd a kédot igy atalakitani, hogy a tilde ne jelenjen meg:

> f‘property/Rename‘ := proc(nm)

> local nam;

> global _AName;

> if assigned(‘property/OrigName‘[nm]) then
> nam := eval(‘property/OrigName*[nm], 1)
> else nam := nm

> fi;

> subs (?’DUMMY2’ = ‘¢ . nam,

> proc (nam)

> local DUMMY2;

> global ‘property/OrigName‘;

> ‘property/OrigName‘ [DUMMY2] := nam;

> nam := DUMMY2

> end

> h

> nm = "(nam)

> end:

>

assume( s>0 ): s; # no tilde!

S

> about( s );
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Originally s, renamed s”:
is assumed to be: RealRange(Open(0),infinity)
> latex( s );

\mbox {{\tt ¢s~¢}}

3.7.  Gyakorlatok

1. Mi a kiilonbség az a és a b valtozd hasznéilatdban az alabbi két Maple pa-
rancsban?

>a :=a’; b:=°’;, a:=Db; b :=10;
és
>a :=’a’; b :=’b’; b := 10; a := b;

Kiegészithetnénk-e az alabbi parancssort egy tovabbi értékadassal ugy, hogy
annak a végsé hatasa megegyezzen a legels6 utasitassorozattal?

>a :=’a’; b :=’h?; b := 10;

2. Részletesen magyarazzuk el, hogy mi torténik, ha végrehajtjuk a kdvetkezd
utasitassorozatot.

non . LLILLIS | I uon
’ ’

vV V V V V V

3. Magyarazzuk meg a kovetkez6 Maple parancsok kiilonb6zé eredményét.
X*y;, X.¥;, és x\y;.

4. Irjuk le részletesen a kovetkezo két Maple szekcio kozotti kiilonbséget (példaul
a bels6 adatstruktirak f6lrajzolasaval).

>a :=b ;
>b :=3 ;
> aj;
>b =4 ;
> aj;

és



92 3. Valtozok és nevek

>b :=3 ;
>a:=b ;
> a;
>b :=4 ;
> a;

5. Probaljuk megjosolni a kdvetkezd utasitdsok eredményét, és ellendrizzitk
vélaszunkat a Maple segitségével.

X1 :=5; j = 1;
X.3;

)X.j7;

7X?-j;

‘X-j‘;

vV V. V V V

6. Téetelezziik fol, hogy v1, v2 és v3 értékkel rendelkezik. Miért nem lehet
értékteleniteni ezeket a valtozokat a kdvetkezd do-ciklussal?

> for i to 3 do v.i := 'v.i’ od:

Keressiink két masmilyen ciklust, amelyek a kivant megoldast adjak.

7. Magyarazzuk meg, hogy miért hibasak a kévetkezé parancsok.

>ged( x™2 -1, x -1, x);
> x;

8. Hajtsuk végre a kévetkezs parancsokat, és jésoljuk meg eredménytiket, majd
vessiik Ossze a rendszer vilaszaival.

i :=3: x:= 4:
sum( x~i, i = 1..5
sum( x~i, ’i’ = 1.
sum( ’x"i?, ?i?’ =
sum( ’x’"i, ’i’ =
sum( x~?i’, i’ =
sum( Ixr~fqf i LR
sum( ‘x~if¢, i’ =
'sum( x~i, 1 = 1..

(SN R

9. Az a + b+ c kifejezést hozzuk fokozatosan az a * b * ¢ alakra, ezt pedig az
[a, b, ¢] forméra.

10. A Maple segitségével hatarozzuk meg v/2-nek, e — 1-nek és az aranymetszés
1+5

aranyanak lanctort kifejtését.
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Ismerkedés a Maple rendszerrel

Ez a fejezet részletesen ismerteti, hogy a Maple hogyan kezeli az input és az
output mijveleteket, hogyan alakithatjuk &t a rendszert sajat izlésiinknek meg-
felel6en (a prompt jel és a nyomtatéasi szélesség beallitisa, cimkék hasznilata,
stb. }, hogyan szerkeszthetjiik az input adatokat, hogyan olvashatunk és irha-
tunk fajlokat, hogyan nyerhetiink t6bb informéaciét a program altal folhasznalt
szamitdgépes erdforrasokrol, hogyan koévethetjiik nyomon szamitasainkat, va-
lamint hogyan kaphatunk informaécidkat a kivalasztott technikdkrél és algorit-
musokr6l. A formazott I/O és a kddgenerdlas a Maple és mas programozési
vagy szovegformazo nyelvek kapcsolatat példazza. Ezen felil megmagyarazzuk
a Maple konyvtar felépitését (standard konyvtar, vegyes kdnyvtar, csomagok és
az osztott konyvtar).

A fejezetben targyalt témak némelyike fligg a f6lhasznaloi feliiletts! és/vagy az
operéaciés rendszertsl. Foltételezziik, hogy az Olvasé Unix-kompatibilis gépen
a munkalapos f6lhasznaléi felilettel dolgozik. Alkalmanként arra is kitériink,
mindez hogyan miikddik karakteres folhasznaléi feliileten vagy nem-Unix plat-
formokon.

4.1. Input és output

Egy begépelt parancsra a Maple kiilonféle médon reagélhat:

e A rendszer értelmezi a parancsot, és a kovetkezd valaszok valamelyikét
adja:

— vagy néhany soros valaszt kapunk, amelyet egy 4j prompt jel kévet,
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— vagy azonnal egy prompt jelet kapunk, jelezve, hogy a Maple egy
ijabb parancsra var.

Az els6 esetben az input sort pontosvesszdvel zartuk le, a masodik reakcié
akkor fordulhat el6, ha kettéspontot hasznaltunk. A kett&spont haszna-
lata esetén a Maple a szamitast ,csondben” végzi el. A fejezet tovabbi
részében majd néhiny kivételt is felsorolunk ez alél az altaldnos szabaly
alol.

Amennyiben az utasitdsunkat még nem fejeztiik be, példaul elfelejtettiik
kitenni a parancsokat elvalasztd pontosvesszét vagy a kett&spontot, akkor
a Maple ismét csak nem valaszol, hanem egy 1j prompt jelet ad. Ekkor
még mindig befejezhetjik az utasitasunkat:

> Digits := 25: evalf(
> log(cos(Pi/12)) )
5 i

’

—.03466823209753695510470884

Ha a Maple nem érti az altalunk beirt utasitast, akkor szintaktikus hi-
baiizenetet (,Syntax error”) kapunk. A karakteres interfész esetében a
Maple a = (,caret”) szimbélummal jelzi azt a helyet, ahol a szintaktikus
hib4t folfedezte. Munkalapok esetén ehelyett villogé kurzor jelenik meg az
adott helyen. Ebben az esetben csak azt tehetjiik, hogy kijavitjuk a hibas
sort, és njra megadjuk az utasitast az altalunk helyesnek vélt forméaban:

> X%
> *3;

Syntax error, ‘*‘ unexpected

> xk*
> 3
23

Ha a munkalapos folhasznaléi feliiletet hasznaljuk, az input korrigalasahoz
a kurzort barhova allithatjuk (legtobb esetben azért, hogy az elfelejtett
zar6jeleket kitegyiik, vagy hogy besztirjunk egy *-ot vagy mas miveleti
jeleket stb. ), és ujra végrehajtathatjuk a parancsot. Amennyiben a he-
lyettesitéses mod (,replace mode”) opcié van bekapcsolva, az tjra generalt
output helyettesiti az el6z6t. A karakteres interfész egy beépitett sorszer-
keszt6t (line editor”) tartalmaz, amely az utoljira megadott szdz input

sor szerkesztését engedi meg.

Bar az utasitasunk szintaktikailag helyes, a Maple rendszer mégis megta-
gadja annak végrehajtasat:
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> read a_non_existing_file;

Error, unable to read ‘a\_non\_existing\_file®

> 123456789 ~ 987654321;

Error, object too large

Egy hibaiizenet utdn a rendszer altalaban kész az 1j input fogadasara.
Méginkabb igaz ez, ha a hibajelzés utadn egy iires utasitdst irunk be egy
onmagaban allé pontosvesszs formajaban. Mas a helyzet, hogyha példaul
egy bal idézGjellel kezd&d6 nevet elfelejtettiink lezarni egy Gjabb bal idé-
zGjellel. Ebben az esetben elébb be kell zirnunk a nevet bal idézgjellel, s
csak ezutan varja majd a Maple az 1j parancsot:

> ‘This is a long name;
> 243; @!
> that contains funny characters‘;

This is a long name; \
2+ 3; @R\
that contains funny characters
A Maple outputban a ,,\” karakter a folytatosorokat jelzi.

o A # (,hashmark”) szimbélum hasznalatéval megjegyzés sort adtunk a rend-
szernek. A Maple nem viszhangozza a # uténi szoveget:

> a =2 # a := two ;
>
a:=?2
> a;
2

e Bar megviltoztathatok a Maple altal éppen végrehajtandé szamitasok bi-
zonyos foltételei, a rendszer sokszor nem veszi figyelembe ezeket a valtoz-
tatasokat, hanem csupén egy el6z8leg kapott eredményt vesz el valamely
belsé tablazatabol. Erre egy példa:

> egns := { seq( x[1]1-2 = x[i], i=1..7 ) };

eqns = {
2 2 2 _ 2 _ ) . 2 _ 2 __
X1 =T1,ZT2" = T2,T3 = I3, T4 = T4,T5 = T5, Teg — Tg, T7 —317}

> nops( { isolve(egmns) } );
100

Valéjaban 27 = 128 egész megoldas létezik. A _MaxSols valtozé vezérli a
visszaadott megoldasok maximélis szdmat. Mégis, ha ezen valtozo érté-
két megnoveljik, és Gjra meghivjuk az isolve fliggvényt, a Maple csupan
eléveszi az el6z6 eredményt, és ugyanugy 100-at ad vissza.
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> _MaxSols := 500:
> mnops( { isolve(eqns) } );

100

A helyes valaszhoz el6szor a forget fiiggvénnyel ra kell venni a rendszert,
hogy felejtse el az el6z6 eredményt:

> readlib( forget ): # load library function
> forget( isolve ): # forget previous results of isolve
> nops( { isolve(eqns) } ); # all solutions found

128

A Maple reakci6ja tehat fiigg attol, hogy milyen moédon fejeztiik be paran-
csunkat, illetve hogy az aktualis szekciéban eddig mi tértént. Ennél azonban
tobb befolyast is gyakorolhatunk a keletkezd outputra. El8szor is létezik egy
printlevel nevi valtozd, amelynek az alapértelmezése 1. Ha ezt a valtozot
negativra allitjuk, akkor semmiféle eredményt nem ir ki a rendszer (fiiggetleniil
attél, hogy a parancsot pontosvesszével vagy kettGsponttal zartuk le). Més-
részt viszont minél nagyobb pozitiv egész értéket adunk ennek a valtozonak,
a Maple rendszer tobbet arul el arrél, hogy min is dolgozik éppen. A 2 és 4
kozé esS értékek azt a célt szolgaljdk, hogy magyarazé megjegyzéseket kapjunk
a kivélasztott algoritmusrdl, illetve informéci6kat a paraméterekrol, lokalis val-
tozdkrol, vagy futasi id6 alatti (;yun time”) hiba el6forduldsa esetén az éppen
végrehajtott utasitasrol.

Minél magasabb értéket adunk a printlevel valtozénak, annal t6bb informa-
ci6t kapunk. Ha egy Maple program tesztelését (,debug”) végezzik, egyaltalan
nem szokatlanok a 100 és 1000 kozti nagy értékek sem. (Bar hasonlo célokra
hasznalhatjuk a rendszer beépitett debuggerés is, lasd ?debugger.)

Ha csak arra vagyunk kividncsiak, hogy milyen technikdk vagy algoritmu-
sok keriilnek végrehajtasra, akkor a userinfo opciéit hasznalhatjuk, ezeket az
infolevel|function|:= level vagy az infolevellall]:= level utasitassal &llit-
hatjuk be. A 4.1. tablazat tartalmazza az egyes szinteken a rendszer altal a
folhasznalonak nydjtott informacidkat:

Szint Eredmény

1 minden sziikséges informacié

2,3 altalanos informéaciok, beleértve a folhasznalt
technikakat és algoritmusokat

4,5 részletes informéciék a probléma megoldasarosl

4.1. tablazat: A userinfo lehet&ségei

Két példat mutatunk a printlevel és az infolevel hasznalatara:

> printlevel := 2: # set printlevel a higher value
> lhs( x +7y );

Error, (in lhs) invalid arguments
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executing statement: ERROR(‘invalid arguments‘)

lhs called with arguments: x+y

Ha a printlevel-t 2-re allitjuk, a Maple nem lesz az atlagosnal sokkal bébeszé-
diibb, kivéve, ha valami hiba kovetkezik be; ekkor arrdl is informal benniinket,
hogy mi volt a meghivott fiiggvény, mik voltak az argumentumok, és mennyi
volt a lokalis valtozok értéke. Ezek az adatok némileg ravilagithatnak arra, hogy
miért nem elvarasaink szerint alakultak a dolgok:

> printlevel := 1: # reset printlevel
> infolevell integrate ] := 1: # raise infolevel
> integrate( 1/(x"3+x+1), x = 0 .. infinity );
int/indef: first-stage indefinite integration
int/ratpoly: rational function integration
int/rischnorm: enter Risch-Norman integrator
int/risch: enter Risch integration
int/risch: exit Risch integration

= (Z _Rln(—§—2- R+32 Rry é))

9 9 9
R=%1

%1 := RootOf(31 2% - 3_Z — 1)

Ha a printlevel valtozét negativ értékre allitottuk be, de azért latni akarjuk
szamitasunk eredményeit a terminal képerny6jén, akkor errél kiilén gondoskod-
nunk kell. Erre hasznalhatjuk a print vagy az lprint eljirasok valamelyikét. A
kiilonbség minddssze a megjelenités modjaban mutatkozik meg: a print eljaris
ugynevezett kétdimenziés megjelenitést produkal, amely a szokdsos matematikai
jelolésekre emlékeztet, mar amennyire ez lehetséges. Az lprint eljaras (;linear
print”) az eredményt egydimenzi6s formaban, balra igazitva jeleniti meg. Néz-
ziink egy példat:

> printlevel := -1: # Maple becomes silent

> sols := solve( a*x™2 + b*x + ¢, x );

> print( sols ); # 2-dimensional output

1-b++vVb2—4ac 1 -b—+b>—-4ac
2 a 19 a
> 1lprint( sols ); # left-adjusted, 1-dimensional output

1/2/a* (-b+(b~2-4*axc)~(1/2)) 1/2/a*(-b-(b~2-4*a*xc)~(1/2))
> printlevel := 10: # Maple gives more details
> integrate( 1/ ( x5+ 1), x = 0 .. infinity );
{--> enter int, args = 1/(x~5+1), x = 0 .. infinity
_Envsignum0 := _Envsignum0
T:=z

ra =0
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rb 1= 0
indef := false
_EnvIndefinite := false

1

N

surds := false

r:=%7r\/3\/§ 5+vV5

<-- exit int (now at top level) = 1/254Pi*5~(1/2)#*2~(1/2)*(
5+57(1/2))~(1/2)}

1

> printlevel := 1: # reset printlevel to default.

Egyébként a print és az Ipint eljarasok eredményére nem hivatkozhatunk sem
a " operatorral, sem mas médon, mivel mindkét eljaras csak mellékhatasként
végzi el a formulik megjelenitését, de valojaban mindkett6 a specialis NULL
értéket adja vissza. Ezt a speciilis nevet hasznalja a Maple rendszer az lires
kifejezés-sorozat és az {ires utasitas jelolésére is. Ha a " dupla aposztroffal
hivatkozunk az el6z8 eredményre, a NULL értéket a rendszer atugorja. Figyeljiik
meg a kiilénbséget a kovetkezd utasitdsokban:

> Example := 11/12, evalf(exp(-10)), NULL, (1-x)/(1+x):

> ‘some text¢;

some tlext

> lprint( Example ); # display of some expressions

11/12  .4539992976e-4  (1-x)/(1+x)
> n ;
some text

> Example: # evaluation to a sequence of expressions
> ll;

11 ;|

—, .00004539992976, ——
12 1+2

> interface( prettyprint = 0 );
> ll;

11/12 .4539992976e-4  (1-x)/(1+x)

Az utolsé két utasitas azt mutatja, hogy a prettyprint nevii interfész valtozot
nulldra allitva a Maple outputja balra igazitott egydimenziés formatumu lesz.
A 4.6. fejezetben latni fogjuk, hogyan allithatjuk be tovabbi interfész opcidk
segitségével sajat izlésiink szerint a Maple rendszert.
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4.2. A Maple konyvtér

A Maple kényvtar négy részbdl 4ll:
e a standard konyvtar,
e a vegyes konyvtar (,miscellaneuos library”),
e 3 csomagok és
e az osztott kényvtar (,share library”).

A Maple kényvtar nagysaga az osztott kdnyvtarat nem szamitva kb. 10 Mb. A
rendszer azonban csak azokat a fliggvényeket tolti be a memoéridba, amelyekre
aktualisan sziiksége van.

Valahanyszor egy olyan utasitast adunk ki, amely olyan standard kényvtarbeli
eljarast igényel, amelyet korabban még nem hasznaltunk a Maple szekci6 soran,
a rendszer elég okos ahhoz, hogy a kivant eljarast a kiils§ tarolérél a memoridba
toltse, majd végrehajtsa a szamitast.

A vegyes konyvtar ritkdibban hasznalt eljarasokat tartalmaz. Ezeket az elja-
rasokat hasznalat elStt a readlib utasitassal a kiils6 tarolobél a memorisba be
kell tolteni:

> f := exp(a*z) / (1 + exp(z) ); # some formula
. elaz)
T 1l+4er
> residue( f, z=Pi*I );
" elez) 5
residue(——, z =
. (1+ez . o

A vegyes kdnyvtarban taldlhat6 a residue eljaras, amely egy komplex fiiggvény
valamely p6lusa koriili reziduumat szamitja ki. Ezt eddig még nem toltottik be
a memoridba. Ezért a Maple az inputot valtozatlanul hagyja, és megvarja, mig
definialjuk, vagyis a konyvtarbél a memoriaba betdltjik a fiiggvényt.
> readlib( residue ); # load library function
proc(f,a) ... end

> residue( f, z=Pix*I );
_e(IaTr)

> residue( 1/ ( z°2 + a~2 ), 1z;a*I AE
2a

A Maple specialisabb célokat szolgilé csomagokat is rendelkezésiinkre bocsat.
Az orthopoly csomag az ortogonalis polinomokat (t6bbek kozott a Hermite,
Legendre, Laguerre és a Chebyshev polinomokat) tartalmazza. Ezeknek a fiigg-
vényeknek a folhasznaldsakor meg kell adnunk a csomag nevét is. Példaul egy
Csebisev-polinom kiszamitasahoz a kovetkezé parancsot kell kiadnunk:

> orthopoly[T] (4,x);

8zt —82% +1
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Négy lehetGségiink van arra, hogy elkeriiljiik a hosszi nevek hasznalatat.

e Az alias eljaras segitségével szinonimakat definidlhatunk:

> alias( T = orthopoly[T] ):
> T(5,x);

1625 — 2023 +5¢
A T definici6 torléséhez a kovetkezd utasitast kell kiadnunk:

> alias( T=T):

e A macro eljiras hasznalata, melynek segitségével réviditéseket definial-
hatunk:
> macro( T = orthopoly[T] ):
> T(6,x);

322% —48z* +182% — 1

A macro és az alias eljards kozti kiilonbség abban all, hogy a macro
szolgaltatas egy egyszerd roviditési mechanizmus, amely csak az input
adatokat valtoztatja meg,

> T(6,x)’;

orthopoly (6, x)
mig az alias lehetGséget ad mind az input, mind az output oldal befolyés-
solasara. (Lasd még a 2.5. fejezet példait.) A makrodefinici6 térléséhez a
kovetkezs utasitast kell kiadnunk:

> macro( T =T ):
e A T Csebisev-polinom explicit bet6ltése az orthopoly csomagbdl:

> with( orthopoly, T );
(T
= 6T 2500
64y” —112¢° +564° — Ty

e Annak kozlése a Maple-lel, hogy az egész csomagot hasznalni akarjuk:

> with( orthopoly );
G, H, L, P, T, U]

A with(orthopoly) utasitas hivasa azt eredményezi, hogy nevek egy cso-
portja (pl. a T vagy az U) ugyanazon eljirdsokra mutat, mint a csoma-
gok esetében szokasos, nekik megfelels (orthopoly[T] ill. orthopoly[U])
hosszu elnevezések. Az eljarasok teljes kddja nem to6ltédik be a kényvtar-
bél:
> T(8,z2);

128 2% — 256 2° + 160 2% — 322° + 1
Val6jaban csak ezen a ponton t6lt6dik be és hajtodik végre a megadott
argumentumokkal az orthopoly|[T] eljaras kodja.
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A ?index,packages parancs begépelésével megkaphatjuk a Maple kényvtar-
ban rendelkezésiinkre 4ll6 csomagok teljes listdjat. A csomagok tartalmazhat-
nak ,részcsomagokat” is. Ilyen folépitésd példsul a stats csomag, amelynek
fliggvényei a 4.2. tablazatban lathat6 hét részcsomagba vannak csoportositva:

Részcsomag Fdlhasznalas

anova variancia-analizis

describe adat-analizist végz6 fiiggvények
fit linearis regresszio

transform adatmanipulicios fiiggvények
random véletlenszam-generatorok
statevals eloszlasok numerikus kiértékelése
statplots statisztikai rajzol6 fliggvények

4.2. tablazat: A stats csomag részcsomagjai

Numerikus értékek listdjanak (szamtani) kozepe példaul a describe részcso-
mag mean eljarasaval szamithaté ki. Ez az eljaras tobbféleképpen is aktivi-
z&lhato:
> data := [ seq(i,i=1..6) 1;

data :=[1, 2, 3, 4, 5, 6]

> stats[describe,mean] (data); # direct call

7

2

> with( stats ): # load stats package
> describe[mean] ( data ); # semidirect call
7

2

> with( describe ): # load subpackage
> mean( data ); # call after loading subpackage
7

2

Végiil letezik egy osztott konyvtar (share library), amely a folhasznélok al-
tal fejlesztett Maple eljarasokat és csomagokat tartalmazza. A 7share,address
parancs megadasival megtudhatjuk, hogy honnan kaphatjuk meg az osztott
kényvtar legfrissebb verziojat, a 7share,contrib parancs pedig azt irja le, ho-
gyan kapcsolodhatunk be magunk is a kényvtar fejlesztésébe. Ha a Maple rend-
szert helyesen installaltuk, akkor az osztott kdnyvtarban lévé kodot a kdvetkezd
paranccsal érhetjiik el:
> with(share):

Innent6l kezdve az osztott konyvtir Gsszes eljarasat vagy csomagjat ugyanigy
olvashatjuk vagy tolthetjiik be, mintha kozdnséges Maple eljarasok vagy cso-
magok lennének. Példaul betolthetjiik a Ritt—Wu-féle karakterisztikus halmaz
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modszer Dongming Wang-féle implementéciojat (lasd [186]), és segitségével al-
gebrai egyenletrendszereket oldhatunk meg.

>
>

readshare(charsets,algebra):
with( charsets );

[¢factor, charser, charset, csolve, ecs, eics, ics, iniset, ivd, mcharset,

2
>

\%

4.3.

mes, mecs, qics, remset, triser]

polys := [x72 - 2%x*z + 5, x¥y~2 + y*z~3,
3xy~2 - 8%z~3 ];
polys := (22 — 2z 2+ 5, zy® + 322, 3y* — 829

vars :
sols :

=[x,vy, z1]:
= csolve( polys, vars );

sols :={y=0,z=—-Iv5,2=0}, {y=0,z =I5, z=0},

8 1%1%+5
=9 g SR g L
{z ol, y 30,2 2 " %1 }

%1 := RootOf(3 2% — 64 _2° + 45 _Z* 4 225 _Z* + 375)

Fajlok ir4sa és olvasasa

A Maple rendszerben a kovetkezd fajltipusokat kiilonboéztetjitk meg:

munkalap fajlok (,worksheets”);

fajlok, amelyek Maple kodot tartalmaznak olyan formaban, amelyet csak
a szamitogépes algebrai rendszer képes értelmezni;

fajlok, amelyek a folhasznil6 altal olvashatd és értelmezhet§ Maple ko-
dot tartalmaznak, tehat példaul olyanok, amelyek a Maple programozasi
nyelvén ir6dtak;

fajlok, amelyek Maple szamitasok eredményeit tartalmazzadk, de dnma-
gukban nem hasznalhatok tovabbi szamitasok inputjaként; és végiil

fajlok, amelyek olyan forméazott inputot/outputot tartalmaznak, amelye-
ket mas folhasznaloi programok készitettek, vagy amelyeket mas progra-
mok olvashatnak be inputként.

fsra

miinket most csak az els6 négy fajltipusra koncentraljuk.

El6szor tekintsiik a munkalap fajlokat. Szokasos kiterjesztésiik .mws (Maple
‘WorkSheet). Ezek olyan ASCII fajlok, amelyek a munkalapok input, output és
grafika cellain kiviil a formézashoz sziikséges stilus-informéciot is tartalmaznak.
Betolthetjiik ket 1ijabb Maple szekcidkba, és tjra végrehajtathatjuk a benniik
szereplé parancsokat.
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Ezutan foglalkozzunk a negyedik csoporttal, a szdmitasi eredmények tarolasa-
ra vagy megjelenitésére szolgéald fajlokkal. Normaélis esetben a pontosvesszével
befejez6d6 Maple parancsok eredményei bedgyazdédnak a munkalapba, illetve
megjelennek a képerny6n. De fajlba is atirdnyithatjuk az outputot annak érde-
kében, hogy aztan nyugodtan ajra elolvashassuk, vagy éppenséggel kinyomtas-
suk az eredményeket. Példaul ahhoz, hogy egy Maple szekcid Gsszes eredményét
atiranyitsuk az outputfile nevi fijlba, elegends a kovetkezd parancs megada-
sa:

> writeto( ‘outputfile’ );

Innentdl kezdve az 6sszes Maple output a munkalap vagy a terminal képernyGje
helyett ebbe a fajlba keriil. Itt azonban némi eltérés van a munkalapos és a
karakteres alapt f6lhasznaléi feliilet kozott. Az utdbbi esetében a ,>" prompt
jel, a kiadott utasitdsok és a futasidében keletkezs iizenetek is befrédnak a
fajlba. Ennek oka az, hogy a karakteres alapi f6lhasznaléi feliilet esetén a
Maple nem képes egyidejiileg irni a fajlba és a terminél képerny&jére. A begépelt
utasitasok sorban végrehajtodnak. Tegyik fol, hogy a kovetkezd utasitasokat
adtuk ki:

> number := 90;
polynomial := x~2 + 81;
subs( x =number, polynomial );
writeto( terminal );

vV VYV

Az utolso utasitas utan ismét lathato lesz az Gsszes output a terminél képernys-
jén:

8181
> quit

Az outputfile nevi fajl a kivetkez6képpen néz ki (f6ltéve, hogy a karakteres
alapt félhasznaléi feliilet esetén el6z6leg az interface( echo = 0 ) paranccsal
letiltottuk az input parancsok és a memdriahasznalat kiiratasat):

number := 90

2
polynomial := x + 81

8181

Ne felejtsiik el, hogy a writeto a létezd fajlokat feliilirja. Ha ezt el akarjuk keriil-
ni, vagy éppenhogy egy mar meglevé fajlunkhoz akarjuk hozzaftizni az outputot,
akkor az appendto eljarast kell hasznalnunk. Ahogy mar kordbban megjegyez-
tiik, az output fajllal az olvasason és a nyomtatdson kiviil nem sok mindent
tehetiink. Tovabbi feldolgozas nélkiil nem tudjuk félhasznalni egy djabb Maple
szekcié inputjaként. A save eljaras segitségével a Maple szdmitasok eredményei
gy menthetSk el, hogy kés6bb egy masik Maple szekciéban valéban tjra f6l-
hasznalhatok legyenek. Egy ilyen fajlbol a Maple read parancsaval olvashatjuk
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be az adatokat a memoéridba. Az output fijlba az adatok atvitele kétféle médon
torténhet meg:

e csak a Maple szdmara érthet6 ,bels6 formatumban” (ha ,,.m” kiterjesztést
fajlnevet adtunk meg),

e ,emberi fogyasztasra alkalmas”, siman olvashat6 szévegformatumban.

Nézziink egy példat:
> restart; # ensure a fresh start of maple
> polynomial := x~2 + 2*x +1; ‘number four‘ := 4;
polynomial :=z2 + 2z + 1
number four ;=4

> save datafile;

> save ‘datafile.m‘;

> quit

Ne felejtsiik el kitenni a forditott aposztréfokat a datafile.m név kéré, kii-
16nben a Maple a datafilem névvé konkatenalja a pont bal és jobboldalan 1évé
sztringet, és ennek kévetkeztében az eredményt nem a belss, hanem a folhasz-
nalé altal olvashaté szdveges formaban irja ki a fajlba. Megjegyezziik, hogy
akkor is sziikséges a forditott aposztrof hasznalata, ha alkonyvtarakat akarunk
megadni, és szitkségiink van a ,,/” Unix-szeparitorra, hiszen enélkiil a rendszer
osztasjelként értelmezné. Ha Unix operacids rendszerii gépen dolgozunk, a ho-
me konyvtar rovid jel6lése, ,,”” sem hasznélhatd, ehelyett ki kell irni a teljes
elérési utat. Ennek hidnyaban a rendszer a fijlok irdsanal és olvasasanal az
elérési utakat ahhoz a kényvtarhoz viszonyitva értelmezi, ahonnan a Maple-t
elinditottuk.

A datafile és a datafile.m fajlok mindegyike az Gsszes olyan informéaciot
tartalmazza, amely a Maple szekcidban az adatatvitel el6tt rendelkezésre 4llt.
Mindez lehet egy uj Maple szekcié kiindulési pontja. A datafile fajlt elolvas-
hatjuk (és kivansagaink szerint modosithatjuk is) a cat vagy more Unix paran-
csokkal, illetve valamely szdvegszerkeszt&vel. A Maple program futasa kozben
»peliilrdl” ezek a parancsok az ssystem eljarassal érhet6k el. Ez két értékbdsl
allo listat ad vissza: az els6 elem a végrehajtott Unix parancs visszatérési értéke,
a masodik egy Maple név, amely a parancs 0sszes outputjat tartalmazza. Csak
ezt a masodik elemet fogjuk tekintetbe venni:

> ssystem( ‘cat datafile® )[2];

polynomial := x"2+2%x+1;
‘pumber four‘ := 4;

A Maple altal valasztott ,egydimenzids elrendezés” miatt az el6z6 sorok ol-
vashatosaga hagy még némi kivannivalét maga utan. De lassuk mi torténik, ha
ezt a fajlt beolvassuk egy 1j Maple szekcidban!

> read datafile;

polynomial := 2% + 2z +1
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number four :=4

> ‘number four‘ * polynomial;
422 + 8z +4

> quit

Lathatjuk, hogy a datafile fijlban levs utasitasokat gy kezeli a rendszer,
mintha kézvetleniil a billentytizetrsl adtuk volna be 6ket. Ebbél kévetkezik,
hogy a read eljaras szimara kedvenc szovegszerkesztdnk segitségével ugy ké-
szithetiink el6 egy alkalmas fajlt, hogy Maple utasitasokat irunk egyméas utan.

A Maple rendszer inditaskor el6szor mindig egy, a fenti médon beolvasha-
t6 inicializalé fajlt keres. Példaul a UNIX operaciés rendszer alatt a Maple
elészér egy init nev(i rendszerszintid inicializilé fajlt keres a Maple konyvtar
src alkdnyvtaraban. Ezutan a f6lhaszndlé home kényvtardban a . mapleinit
inicializacios fajlt olvassa be. Ezeknek a fajloknak a folhasznaldsival automati-
kusan betolthetiink olyan csomagokat, amelyekre mindig sziikségiink van, beal-
lithatunk interfész valtozokat (lasd a 4.7. fejezetet), és igy tovabb.

Amikor a read eljaras az Gsszes adatot bet6ltotte a fajlbol, a Maple az el6zé
input folyambdl érkezd utasitasok feldolgozasidhoz tér vissza: ezek érkezhetnek
egy munkalapbél, a terminalrél vagy egy mésik fajlbol.

A read utasitds hatdsara keletkezd Gsszes bejovs adat Gjra megjelenik a ké-
pernyén. Néha jol jon ez az emlékeztets, de mas esetekben tal sok informaciot
jelenthet. Az adatok megjelenitését elnyomhatjuk azaltal is, hogy két 4j sort
fizlink a fajl elé, melyben meg6rizziik a printlevel valtozd aktudlis értékét,
majd —1-re allitjuk be; a fajl végéhez pedig hozzafiizzitk azt az utasitast, amely
visszaédllitja a printlevel eredeti értékét. Mindez persze extra munka. A ké-
sG@bbiek soran latni fogjuk, hogy a fajlbol érkezd input echozasa nem torténik
meg, ha az adatokat bels6 Maple formatumban taroljuk. A belsé formatum
hasznalatanak legfontosabb el6nye éppen az, hogy az olvasas és az irds sokkal
hatékonyabban térténik, mint az olvashatd formatum esetén. Az aladbbiakban
hasznélt datafile.mnem a {6lhasznélé altal olvashatéd, hanem belsé Maple for-
matumii. Ez a fajl is ASCII karakterekbd] all, igy példaul e-maillel is kénnyen
atvihets:

> read ‘datafile.m®;

> polynomial := factor( polynomial );

polynomial := (z + 1)
> squarenumber := subs( x=‘number four‘, polynomial );

squarenumber := 25

Nem kotelezd az Osszes valtozot elmenteni, valaszthatunk kozilik. Az elézé
szekci6 folytatasaként a number four valtozét és az (z+1)? kifejezést elmentjiik
az output nevi olvashaté fajlba:

> save ‘number four‘, polynomial, output;

Az output fajl tartalma a kévetkezs lesz:
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‘number four’ := 4;
polinomial := (x+1)-2;

A Maple bels§ formatumaban tarolt fajlok gyors beolvasasa és a rendszer sziik-
szavisaga még fontosabba valik, amikor a Maple konyvtarbél toltjitk be az el-
jérasokat. Valoszintileg nem akarjuk latni minden egyes kdnyvtari fiiggvény

De miért sziikséges egy kiilon eljaras, nevezetesen a readlib a kényvtari fiigg-
vények beolvasidsdhoz? Miért nem hasznaljuk a read-et? A valasz a Maple 4ltal
feltételezett hierachikus fijlstruktiiraban rejlik. A fajlokba val6 iras és olvasas
miivelete mindig arra az alkényvtarra vonatkozban torténik meg, amely az ak-
tudlis konyvtar volt, amikor a Maple-t elinditottuk (kivéve, ha teljes elérési utat
adtunk meg). A Maple kényvtar teljes elérési iitjat a 1ibname valtozod értékének
a Maple szekcién beliili kifratasaval kaphatjuk meg. Az eredmény az alabbihoz
hasonlé lesz:

> 1libname;
/usr/local /maple/update, [usr/local /maple/lib

Innen az mtaylor.m fajlt példaul a kovekezs parancsokkal tolthetjiik be:
> read ‘/usr/local/maple/lib/mtaylor.m‘

vagy
> read ‘. libname . ‘/mtaylor.mf

A Maple konyvtar eljardsainak ilyen elérési modja a hossz nevek hasznalata
miatt kényelmetlen és kénnyen elhibazhat6. Sokkal kellemesebb ez a révid alak:

> readlib( mtaylor ):

Ugy tinik, mintha a Maple ezt az utasitast a kovetkezSképpen értelmezné:

[4 4

> read “ . libname . ‘/¢ . mtaylor . mt:

Valdjdban enné] tobbet tesz: ellendrzi, hogy az mtaylor nevd eljaras tényleg
definidlva lesz-e a beolvasis eredményeként; és ha igen, akkor azt adja vissza,
mint a readlib utasitas értékét. Ebbsl kovetkezik, hogy régtén argumentu-
mokat is megadhatunk, és egy tobbvaltozds Taylor-sort egyetlen paranccsal is
kiszamithatunk a kévetkezé modon:

> readlib( mtaylor ):

> read *“ . libname . ‘/¢ . mtaylor .

> readlib( mtaylor )( sin(x+y), [x,y] );

[4

1.4 1 5 1, 131514i23i32
x+y—gm—§yx 2yac 6y +120x +24y3: +12ym+12ya:
byt g
24Y T 1907
> sort( simplify( ", {z=x+y}, [x,y,2] ) );
1 5 14
et AR/

120 6
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> subs( z=xt+y, " );
s @~ @t raty

Szerencsére a legtobb Maple-eljaras hivasakor automatikusan betsltsdik a kényv-
tarbol. Ilyen readlib-definidlt fiiggvény a ged is; ennek eredeti definici6ja ged
:= ’readlib(’ged’)’.

> eval( gcd, 1 ); # value of ged

> ged( x73-1, x~2-1 );

readlib(’ged”)

z—1

A readlib-definialt fiiggvények tehat automatikusan betdltddnek hivasuk pilla-
nataban. Igy a f6lhasznalé szempontjabol nem is kiilonboztethet6k meg a Maple
kerneljében definialt fiiggvényektsl.

A Maple rendszerben egynél t6bb kényvtarat is hasznalhatunk. Példaul ha be-
toltjiik az osztott konyvidrat, akkor a sharename nevii valtozd az osztott konyv-
nevébdl allo lista lesz. A konyvtarakban a keresést a listan lathaté sorrendben
végzi a rendszer:

> with( share ):

> sharename;

[/ usr[local /maple/ share

> libname;
[usr [local /[ maple/lib, [usr/local/maple/share

Tobb koényvtar egyidejd hasznalatdnak tdmogatasa lehet8séget ad a folhaszné-
lonak arra, hogy sajat kdnyvtarral is rendelkezzen, vagy akir feliilirja a Maple
kényvtarat. A kovetkezd parancesal arra utasitjuk a Maple rendszert, hogy
el6szor keressen a sajat konyvtarunkban, és csak ha ez nem vezet eredményre,
akkor nyuljon a standard kdnyvtarhoz minden olyan esetben, amikor a readlib
eljarast vagy valamely readlib-definialt fliggvényt hivunk:

> libname := ‘/ufs/heck/private_maplelib‘, libname:

A 4.3. tablazat a Maple fajlok irdsaval és olvasisaval kapcsolatos parancsokat
Osszegzi:

4.4. Numerikus adatok importja és exportja

Numerikus adatok importja

A Maple readline és readdata eljarasai tetszéleges (forméazatlan) adatok fajl-
bol vagy a terminalrél valo bevitelére szolgalé segédeszkoztk. A readline egy
sort, a readdata oszlopokba rendezett numerikus adatokat olvas be a mega-
dott helyrél. Tegyiik 61, hogy az aktualis konyvtarban rendelkezésiinkre all a
k&vetkezd 3 soros, numericaldata nevi fajl:
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Parancs Jelentése

read(file) Maple input beolvasisa az olvashaté formatumia
file fajlbol

read( ‘file.m*) Maple input beolvasasa a bels§ formatuma file
f4j1bol

readlib(parancs) parancs beolvasasa a megfelel§ konyvtar-fajlbol

save(file) az Osszes valtozo értékének elmentése az olvasha-
t6 formatumu file fajlba

save( file.m‘) az Osszes valtozo értékének elmentése a belss for-

méatumi file fajlba
save(vdltozdsorozat, file) a f6lsorolt valtozok értékének elmentése az olvas-
haté formatumu file fajlba

appendto(file) a tovibbi eredmények hozzaftizése az olvashatod
formatumu file fajlhoz

writeto(file) a tovabbi eredmények kiirdsa az olvashaté forma-
tumu file fajlba

writeto(terminal) a tovabbi eredmények kiirdsa a terminalra

4.3. tablazat: Maple fijlok irasa és olvasasa

1 0.84 .54
2 0.91 -.42
3 0.14 -.99

Az aldbbiakban néhany példat mutatunk arra, hogyan olvashaté be a teljes fajl,
illetve bizonyos részei.

> readlib( readdata ): # load the library function
> readdata( ‘numericaldata‘, 3 ); # read 3 columns of floats

(L., .84, .54], [2., .91, —.42], [3., .14, —.99]]

> readdata( ‘numericaldata‘, 2 ); # read 2 columns of floats
(1., .84], [2., .91], [3., .14]]

> readdata( ‘numericaldata‘ ); # read 1lst column of floats
HeniZ2en B
A readdata oszlopokba rendezett, iireshely-karakterckkel elvalasztott egészeket
vagy valos szamokat fogad el. Ha egészként kivanjuk beolvasni az adatokat, ezt
kiilén meg kell adni.
> readdata( ‘numericaldata‘, integer );

[1, 2, 3]

> readdata( ‘numericaldata‘, [integer,float,float] );
f[1, .84, .54], [2, .91, —.42], 3, .14, —.99]]

> readline( ‘numericaldata‘ ); # read first line
10.84 .54
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> readline( ‘numericaldata‘ ); # read second line

2091 — 42

Az ut6bbi két kifejezés string tipusi:
> whattype(""), whattype(");
string, string

Az adatfajlok sokszor vegyesen tartalmaznak szdmokat és szdveget. Az ilyen
bonyolultabb folépitésii adatfajlok csak formézott inputként olvashatdk be; erre
j6 a readline és a fscanf eljaras. A részletekre a kovetkezs alfejezetben még
visszatériink, most csupan azt mutatjuk meg, hogyan bonthaté szét az utoljara
kapott sztring az sscanf alkalmazasaval egy egész és két valds szamra:
> sscanf( "", ‘%UdULALC );
2, .91, —.42]

Numerikus adatok exportja

A writeline és writedata eljarasok formazatlan adatok fajlba vagy a termi-
nalra val6 kiirasara szolgalé segédeszkdztk. A writeline a megadott Maple
kifejezéseket ujsor karakterekkel elvilasztva irja ki a megadott fijlba, a fajlt
egy ujsor karakterrel zarja le. A writedata numerikus adatokat ir fajlba vagy
a terminal képernygjére.

Tegyiik fol, hogy a kovetkezs adatokat tartalmazé matrixot definialtuk:

> data := matrix( 3, 3, [ [1, 0.84, 0.54],

> [2, 0.91, -0.42],
> [3, 0.14, -0.99] ] );

1 .84 .54
data := | 2 91 —.42
3 .14 -99

A kovetkezd parancs ezeket a numerikus adatokat lebegSpontos szamokként je-
leniti meg a képernyén:
> writedata( terminal, data, float );

1 .84 .54
2 .91 -.42
3 .14 -.99

Ezeket az adatokat kifrathatjuk példaul az outputfile nevd fajlba:
> writedata( outputfile, data, float );

A fajl tartalma az aldbbi moédon jelenithet meg:
> ssystem( ‘cat outputfile’ )[2];
1 .84 .54

2 .91 -.42
3 .14 -.99
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Részletesebben is specifikilhatjuk az adatok formatumat:
> writedata( terminal, data, [integer,float,float] );

1 .84 .54
2 .91 -.42
3 .14 -.99

A writedata képes nemnumerikus (azaz nem egész, racionalis vagy valos) adat-
tipusok kezelésére is. S6t, egy Maple eljaras megadasaval az altalunk valasztott
formatumban térténik a kiirds. Egy tipikus példa: a nemnumerikus értékek
helyett irassunk ki egy csillagot:

> for i to 3 do datali,1] := evaln( data[i,1] ) od:
> print(data);

datal, 1 .84 .54
data2,1 91 —-.42
dataz ; .14 -.99

> writedata( terminal, data, float,
> proc(x) printf(‘*‘,x) end );

* .84 .54
* .91 -.42
* .14 -.99

4.5.  Alacsony szinti 1/0

A Maple iraskor és olvasaskor megengedi altalanos objektumok, tn. folyamok!
hasznalatat. A folyam input vagy output forrasa lehet. Folyamokra példak a
fajlok, a Unix csévek, a terminal képernyGje.

Alapvet@en a kovetkezd alacsony szinti(i séma szerint irhatunk folyamokba out-
putot. El6szor outputra megnyitjuk a folyamot, vagyis tdjékoztatjuk a Maple-t,
hogy outputot akarunk kiildeni az illet§ fajlba vagy csébe. A megnyitas utan
irhatunk a folyamba. Végiil a folyamot lezarjuk.

A 4.4 tablazat a Maple altal megkiilonbdztetett folyamtipusokat, valamint a
megnyitasukra és a lezarasukra szolgélo utasitasokat sorolja fol.

Ha megnyitunk egy folyamot, tudatnunk kell a Maple-lel, hogy READ, WRITE
vagy APPEND modban kivanjuk hasznilni. A Maple megkiilénbozteti a text és
a binaris fajlokat: a TEXT tipus karakterekbdl, a BINARY tipus bajtokbdl allo
folyamot jeldl.

Egy egyszeri példa:

> fd := fopen( outputfile, WRITE, TEXT );

fd:=20

IEzek az ANSI C nyelv stream fogalmanak megfelelsi. (A Fordilé megjegyzése.)
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A folyam tipusa Jelentése Megnyitas/lezaras
STREAM pufferelt fajl fopen, fclose
RAW puffereletlen fajl open, close
PIPE kétiranyd Unix cs6 pipe, close
PROCESS egyik végével egy masik popen, pclose
processzhez kapcsolt Unix
csd
DIRECT az aktuilis (default) vagy nem alkalmazhato
a legfelsd szintii (terminal)
folyam direkt elérése

4.4. tablazat: Maple folyamok megnyitasa és lezarasa

£d a fdjlleird, outputfile a fdjlnév, WRITE a fdjlmdd és TEXT a fdjltipus. Irjunk
be két sort ebbe a fijlba, majd zarjuk le:

> writeline( fd, ‘this is some text® );
18

> writeline( fd, ‘this is some more text® );
23

> fclose(fd):
A writeline eljaras képernyén megjelend outputja az utasitas hatasara a fajlba
beirt karakterek szama. Az outputfile fajl tényleg két sorbdl all:
> ssystem( ‘cat outputfile‘ )[2];
this is some text
this is some more text
Igy flizhetiink hozz4 egy harmadik sort fajlunkhoz:

> fd := fopen( outputfile, APPEND, TEXT ):
> writeline( fd, ‘third line‘ );

11

> fclose(fd);
> ssystem( ‘cat outputfile‘ )[2];

this is some text
this is some more text
third line
Példa kétiranya Unix csére:
> with( process );
[block, exec, fork, kill, pclose, pipe, popen, wait]
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Ha Unix cséveket akarunk hasznalni, el6szor be kell tolteniink az Sket kezels
segédfiiggvényeket tartalmazé process csomagot. Nyissunk meg egy kétiranyua
csovet:

> pds := pipe(); # pipe descriptors

pds := [0, 1]

Két fajlleirobol allé listat kaptunk vissza: az els6 a cs6bél valé olvasasra, a
maésodik a cs6be val6 irasra hasznalhaté. A csovek fajltipusa BINARY. Irjunk be
valami binéris formatumi szoveget a writebytes segitségével:

> writebytes( pds[2], ‘This is a‘ );
9

> convert( ¢ test‘, ’bytes’ );
[32, 116, 101, 115, 116]

> writebytes( pds[2], " );
5

A cs6 masik végébdl bindris formitumban olvashatunk széveget, ezt 4t tudjuk
konvertalni ASCII karatersorozatta.
> readbytes( pdsf1l, 14 );
(84, 104, 105, 115, 32, 105, 115, 32, 97, 32, 116, 101, 115, 116]

> convert( ", ’bytes’ );
This is a test

Befejezésiil a csGvet lezarjuk:

> close( pds[1] ):

> close( pds[2] ):
Természetesen egy id6ben tobb nyitott folyamunk is lehet. Az Gsszes nyitott
fajl allapotat az iostatus() paranccsal kérdezhetjiik le:

> restart:
> open( testFile, WRITE );

0

v

fopen( anotherFile, APPEND, TEXT );
1

> process[popen] ( rev, WRITE );
2

> iostatus();

[3, 0, 125, [0, testFile, RAW, FD =11, WRITE, BINARY |,
[1, anotherFile, STREAM, FP = 135200560, READ, TEXT |,
(2, rev, PROCESS, FP = 135200640, WRITE, TEXT]]
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A lista els6 harom eleme: az I/0O kényvtar altal megnyitott folyamok szama,
a pillanatnyilag aktiv read utasitisok szama és az el6z6 kettd Osszegének fols6
korlatja. A tovabbi elemek a nyitott folyamok allapotat irjak le.

A Maple tamogatja a formazott inputot és outputot is. Ez lehetdséget ad arra,
hogy méas félhasznaléi programok 4ltal készitett adatokat beolvassunk, vagy
a Maple rendszerbdl irjunk ki adatokat mas f6lhasznialdi programok szaméra.
A printf, fprintf, sprintf, scanf, fscanf és sscanf 1/0 eljarasok C nyelvii
ekvivalenseikre hasonlitanak. Jelentésiiket a 4.5. tdblazatban foglaltuk Gssze.

Parancs Jelentés

fprintf(stream, format, args) az args argumentumokat a stream folyamba
irja ki a format formétum szerint

printf(format, args) az args argumentumokat a default output
folyamba irja ki a format formatum szerint

sprintf(format, args) az args argumentumokat egy Maple sztring-
be irja ki a format formitum szerint

fscanf(stream, format) a stream folyambol olvas a format formatum
szerint

scanf(format) a kurrens input folyambdl olvas a format
formétum szerint

sscanf (string, format) a string sztringet a format formatum sze-
rint dekddolja

4.5. tablazat: Alacsony szintd formézott I/O rutinok

Tehat a
printf(format, argy, args, ...)

output eljards az arg;, args, ...argumentumokat a default output folyamba
irja ki a format konverzié-specifikicidknak megfeleld formatumban. Példaul
az % 15 jegyi numerikus kozelitésének kinyomtatasat a tizedesvesszé utdni 8
tizedesjeggyel és vezetd nullakkal feltdltve a kovetkezd utasitas valdsitja meg:

> primth( YoiE.SH¢ , 1573 )2
000001 . 66666666

A formatum-specifikicié altalaban
%[flags] [width] [.precision] [code]

alakid. A konverzié-specifikaciok elemei és jelentésiik a 4.6. valamint a 4.7. tab-
lazatban lathatok.

A {6 kiildnbség a C nyelvd printf és a Maple printf eljarasa kézott az, hogy
a %a konverzié barmilyen sork6zok nélkili algebrai kifejezést ki tud nyomtat-
ni az lprint utasitdssal megegyezd formatumban, valamint a * karakter nem
hasznalhato a mez&szélesség meghatirozasara. Az alabbiakban néhany példat
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Flag Jelentése

- mez6n beliili balra igazitas

0 a 0 hasznélata vezetd karakterként szokoz helyett

+ az elGjeles konverzi6 eredménye mindig el6jellel fog kezdédni

sz0k6z  az elGjeles szamérték vagy vezets ,-” jellel, vagy vezets szo-
kozzel fog kezdGdni

# ha egy szamelGjel-flag van jelen, akkor egy alternativ output
formatum keriil folhasznalasra

4.6. tablazat: A printf flag-jei

mutatunk erre. Az lprint() utasitdsok csak azért szerepelnek, hogy minden
egyes prompt jel 4j sorba keriiljon:
> printf( ‘x=Yd y=%4.2f¢, 12, 34.3 ); lprint():

x=12 y=34.30
> printf( ‘%a‘, 1/(x"2+1) ); 1print():
1/ (x\symbol{94}2+1)

> printf( ‘Y%c, %s®, a, abc ); lprint():
a, abc

> printf( ‘%g, %g‘, 1/2, 1/2716 ); lprint():
.5, 1.525878e-05

> printf( ‘%f¢, 10.710 ); lprint():
10000000000

> printf( ‘%a‘, 10.710 ); lprint():
.1000000000e11

Ha a Maple karakteres félhasznaldi feliiletével dolgozunk, hasznosak lehetnek
az escape karakterek is. Példaul lehet6séget adnak arra, hogy tdjsor karaktere-
ket helyezziink el az outputba, s ezzel elkeriiljiik az el6z6 példainkban szerepls
Iprint() utasitas hasznalatit. Az escape karakterek teljes listajat a 4.8. tablazat
tartalmazza.
Néhany példa:

> printf( ‘\n%s\n¢,

> ‘string enclosed by newlines\nand a newline inside‘ );

string enclosed by newlines
and a newline inside



4.5. Alacsony szintd I/0O 115

Kod Nyomtatasi képe

a a Maple lprint formatuma
c egyetlen karakter
d elGjeles decimélis szam

e, B elGjeles decimalis lebegSpontos szdm tudomdinyos jel6léssel
elGjeles decimalis lebegGpontos szam

g, G elGjeles lebegSpontos szam d, e vagy f formatumban, illetve
E formatumban, ha G volt specifikalva, annak fiiggvényében,
hogy milyen értéket kell nyomtatni
egyetlen szazalékjel (nincs konverzio)
a Maple belsd formituma
elgjel nélkiili oktalis szam
gépi cim olvashaté formaban
sztring
elgjel nélkiili decimalis szam

X  el6jel nélkilli hexadecimalis szam, amelyben a, b, ¢, d, e,
vagy A, B, C, D, E, F jeldli a 9-nél nagyobb szamjegyeket

B X .

Mg “g o

4.7. tablazat: A printf konverzios kédjai

> printf(‘\n¥%s\n‘, ‘backspacing\b\b\b\b\b\b\b\bxxxxx‘);

backxxxxxing

> printf(‘\n%s\n%s\n¢, ‘x\ty\nz‘,‘w);

. y
z
W

Az sscanf( string, format ) eljards az sprintf inverze: a megadott string-et
a format formatumnak megfelelen dekédolja. Az egyetlen eltérés a C nyelvi
sscanf-t8l az, hogy a Maple valtozat a dekédolt objektumok listdjat adja vissza.
Két példa:
> sscanf( ‘x
> ‘x=Yf, ¥y

123.45, y = 6.7E-8, 9.10°¢,
%g, hd.hd¢ );
[123.45,.671077, 9, 10)
x/(14x°2) ¢, ‘f = %a‘ );
[ ]

z?+1
Altalaban a formatumspecifikicio a kdvetkezd alaku:

I

> sscanf( ‘f

% [*] [width] [codel

Az opcionalis * azt jelzi, hogy az objektumot fel kell ismerni, de nem kell vissza-
adni az eredmény részeként (azaz ,eldobhats”):
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Escape kod Jelentése

b backspace

f lapdobas

n djsor

r kocsi vissza,

t horizontalis tabulalas
v vertikalis tabulalas
\ backslash

) egyszeres idéz6jel
" kett&s idézsjel

? kérdgjel

4.8. tablazat: Escape kédok

> sscanf(0-123¢, ‘Y%*d%d*);
[~123]

> sscanf (¢0-123°¢,¢%d%d);
[0, —123]

A width mez6szélesség azon karakterek maximalis szamat jelenti, amelyeket
meg kell vizsgalni az aktuélis objektum értelmezéséhez. Ez arra is f6lhasznal-
hat6, hogy egy nagyobb egységet két vagy tobb objektumként ismertessiink fol
a fiiggvénnyel:
> sscanf( ‘date = 16121992¢, ‘date = %2d%2d%4d4° );
(16, 12, 1992]

A specifikiciéban hasznélatos karakterek és azok jelentése a 4.9. tablazatban
talalhato.

A parse parancs egy sztringet Maple utasitisként elemez. A statement opcid
hatarozza meg, hogy a teljes kiértékelést is végre kell-e hajtani:

> % U=l
> parse( ‘x + 1 );
z+1
> ll’
2

> parse( ‘x + 1¢, statement );
2
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=
O
=

Jelentése

kiértékeletlen Maple kifejezés

karakter

elGjeles decimalis szadm

elGjeles decimalis lebegGpontos szam

belss formatumu Maple kifejezés

az eddig olvasott karakterek szdma

sztring

el6jel nélkiili oktalis szam

egy memoriacimre mutaté pointer

elGjel nélkiili decimalis szdm

elGjel nélkiili hexadecimélis szam, ahol az a,b,c,d,e,f vagy

az A,B,C,D,E/F jeleket hasznéaljuk a 10, 11, ... szdmjegyek

helyett

% egyetlen szazalékjel

[...] a kapcsoszarojelek kozti karakterhalmazbol 4ll6 leghosszabb
nem iires input sztring

[...] a kapcsoszar6jelben 4ll6 karaktereket nem tartalmazé leg-

hosszabb nem iires input sztring

He oo e
g
o

ET o B

xa O

»

4.9. tablazat: Az sscanf eljaras konverzids kodjai

A filepos, feof, fHush és az fremove fajlkezeld rutinok az eddig megismert
alacsony szintd forméazott I/0O rutinokkal egyiitt az adatok be- és kivitelénél
,epitékockakként” alkalmazhaték. A lehetGségek megvilagitasara néhany példa
kovetkezik.

Formazott numerikus adatok

Az elsé példa adott formatumi numerikus adatok exportjarél és importjarol
sz6l. Legyen adott a (—3,3) intervallumba esd lebeg6pontos véletlenszdmokbol
all6 matrix. Tegyiik fol, hogy ezt soronként szeretnénk kifratni egy fajlba, még-
pedig tgy, hogy a matrixelemek tabulator karakterekkel elvalasztva 3 jegyd, a
tizedespont utan 2 jegyet tartalmazé, tudoméanyos jeldlésmoddal f6lirt szadmként
jelenjenek meg:

> data := matrix( 4,3,

> (i,j) -> stats[random,uniform[-3,3]]10));

—.435481985 —1.073335840 —.938201558 i
—.154463138 350752314 1.480522983
—2.807626668 1.337844731 625833683
1.473480224 —1.441128284 —1.139547077 !

data =
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> data := convert( data, listlist ):

> fd := fopen( datafile, WRITE, TEXT ):
> for row in data do

> for item in row do

> fprintf( £d, ‘%3.2e\t¢, item )

> od:

> fprintf( £4,‘\n‘ ):

> od:

>

fclose( fd ):

A datafile tartalma ezek utén:
> ssystem(‘cat datafile‘)[2];

-4.35e-01 -1.07e+00 -9.38e-01
-1.54e-01 3.50e-01 1.48e+00
-2.80e+00 1.33e+00 6.25e-01

1.47e+00 -1.44e+00 -1.13e+00

Importaljuk ezeket az adatokat kétféle modon listak listajaként: az elsé esetben
a lista alljon az els6 két oszlopbdl, a masodik lista tartalmazza az utolsé oszlopot:

> fd := fopen( datafile, READ, TEXT ):

> 1line := table(): mnline := 0:
> while not feof( fd )
> do
> mnline := nline + 1:
> 1linel[nline] := fscanf( fd, ‘Ye\tle\tV*e® )
> od:
> newdatal := [ seq( line[k], k=1..nline-1) J;
newdatal := [[—.435, —1.07], [—.154, .350], [—2.80, 1.33], [1.47, —1.44]]

Ugyanez matrix-jel6lésmoddal:

> setattribute( newdatal, matrix );

| _.435 —1.07 |
—154 350
~2.80 1.33

| 147 144

Most visszamegyiink a datafile elejére, és beolvassuk a harmadik oszlopot:
> filepos( fd, 0 ): # rewind file

> 1line := table(): nline := O:

> while not feof( fd )

> do

> mnline := nline + 1:

> linel[nlinel := fscanf(fd, ‘%*xe\tl*xe\the*)
> od:

>

newdata? := [ seq( line[k], k=1..nline-1) 1;
newdata? := [[—.938], [1.48], [.625], [-1.13]]
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> fclose( fd ):

Vegyes numerikus és szdveges adatok

F4jlbol valé importalasra alternativ médszerként a readline parancs is hasz-
nalhato. Alkalmazisat vegyes (numerikus és szoveges) adatokon is bemutatjuk.
Elészor elallitjuk és egy fajlba exportaljuk a sziikséges adatokat:

> data := [ seq( [ 4.i, stats[random,uniform[0,1]110) 1,

> i=1..5) ]:

> writedata( datafile, data, [string,float] );

> ssystem(‘cat datafile®)[2];

dl  .797179
d2 .039169
d3 .088430
d4 .960498
d5 .812920

Ezutan importaljuk az el6z6 adatokat:
> filepos( datafile, 0 ): # ensure starting point

> 1lines := table(): mnline := O:

> line := readline( datafile ):

> while line <> 0

> do

> nline := nline + 1:

> lines[nline] := sscanf( line, ‘%sif¢ ):

> line := readline( datafile ):

> od:

> newdata := [ seq( lines[k], k=1..nline ) ];

newdata := [[d1, .797179], [d2, .039169], [d3, .088430], [d4, .960498],
[d5, .812920]]

Kiilonb6z6 fajtaji adatok

Utols6é példank nem egynemii adatokkal végzett I/O miiveleteket mutat be.
Adatfajljaink a szamok mellett sokszor a fajl tartalmat, 1étrehozdsanak datu-
mat, szerzGjét stb. leiré fejlécet is tartalmaznak. Tovabba az adatok formatuma
az egész adathalmazon beliil is valtozhat. Az agriculture fijl adatai a Holland
Statisztikai Hivatal WWW szerverének mezdgazdasigi adatbazisabol szarmaz-
nak (URL: http://www.cbs.nl). A fajl tartalma a kdvetkezs:

Title Livestock in Holland in Recent Years.
Origin Statistics Netherlands (http://www.cbs.nl)

Livestock unit 1985 1990 1993 1994


http://www.cbs.nl
fhttp://www.cbs.nl
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Cattle mln 5.2 4.9 4.8 4.7
Pigs mln 12.4 13.9 15.0 14.6
Sheep mln 0.8 1.7 1.9 1.8
Chickens mln 90 93 96 92
Horses 1000 62 70 92 97
Goats 1000 12 61 57 64

Most importaljuk és féldolgozzuk ezeket az adatokat:

>
>

\%

VVVVVVVVVVVVYV

4.6.

fd := fopen( ‘agriculture‘, READ, TEXT ):
readline( fd ); # read title

Title Livestock in Holland in Recent Years.

title := substring( ", 7..length(") );
title := Livestock in Holiand in Recent Years.

readline( fd ); # read origin
Origin Statistics Netherlands (http : //www.cbs.nl)

origin := substring( ", 8..length(") );
origin := Statistics Netherlands (hitp : /[ www.cbs.nl)

readline( fd ): # read empty line
fscanf( fd, ‘YsisidiAd%d%d );

[Livestock, unit, 1985, 1990, 1993, 1994]

header := ":

readline( fd ): # read empty line

livestock := table():

while not feof( fd )

do

line := fscanf (fd, ‘%shalfiflflif):

if line <> O then

line := subs( mln=10"6, line ):

fctr := line[2]:

livestock[line[1}] := map( z -> fctr*z, line[3..6] )
fi

od:

livestock[Horses], livestock[Sheep]; # two examples

[62000., 70000., 92000., 97000.],
[800000.0, .17000000 107, .19000000 107, .18000000 107]

Kodgeneralas

Harmadfoki polinomok gyokeit a Maple solve eljarasaval talalhatjuk meg.

>

polyeqn := x~3 - a*x=1;
3

polyegn :=x° —ax =1


file:////www.cbs.nl
file:////www.cbs.nl
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> sols:= solve(polyeqn, X );

sols := ‘711/3-}—27 737

1 a
——‘711/3——+—I\/§ —%11/3—2—,
T 11/3 ( %11/3)
1 1/3 1/3 a

%1 := 108 + 12 \/ —12a% + 81

Ha a Maple 4ltal kiszamolt hasonlé analitikus eredményeket egy FORTRAN
programban akarjuk féhasznalni, a fortran eljarassal a Maple-lel lefordittathat-
Juk 8ket. Egyszerre az Gsszes megoldéasra ez nem lehetséges, mivel a FORTRAN-
ban nem létezik a kifejezés-sorozat adattipus. Ezért vagy minden megoldast
kiilon kell leforditani, vagy elére el kell helyezni a megoldasokat egy vektorban
vagy listaban.

> soll := sols[1]; # take 1st solution

1 a
soll := — (108 + 12/ —12a3 + 81)/3 + 2
6 ( ) (108 + 12v/—12a® + 81)1/3

Ha a fortran eljaras hivasakor az optimize kulcsszét is megadjuk, akkor (a
lehet6ségek szerint) optimalizalt FORTRAN kodot kapunk. Ha duplapontos-
sagi FORTRAN kédot kivinunk, a precision és a mode opcidkat allitsuk be
a double értékre. A precision opcié a lebeg6pontos szadmok, a mode opcid a
matematikai fiiggvények forditasat vezérli:

> fortran( soll, ’optimized’,
> precision=double, mode=double );

tl = a**2
t6 = (108.D0+12.D0*dsqrt (-12.D0*t1*a+81.D0))**(1.D0/3.D0)
t9 = t6/6.D0+2.D0*a/t6

A cost eljarassal vizsgilhatoé meg, hogy mennyire volt sikeres a k6doptimaliza-
ci6:
> readlib( cost )( soll );
5 additions + 15 multiplications + 8 functions

> cost( optimize(soll) );

3 additions + 8 multiplications + divisions + 4 functions
+ 4 assignments

Figyeljitkk meg, hogy a Maple csak a belsd reprezentécié szerinti folirasban ke-
resi a kozds tényezdket és hatvanyokat. Példaul az aldbbi kifejezésre trividlisan
alkalmazhat6
def
(a+b+c)(a+b) — t=b+c¢ (at+t)t

egyszeriisitést nem talalja meg a Maple.
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> optimize( (atbt+c)*(b+c) );
t3=(a+b+c)(b+c)

A C Maple eljaras C kédot generdl. Ha az outputot a file.c fijlba szeretnénk
atirdnyitani, kiegészitésképpen hasznaljuk a filename = file.c argumentumot.
Az el6z8ekben targyalt fortran fliggvénynél is megvan ez a lehetGség:

> readlib( C ): # load the C routine
> C( soll, filename = ‘file.c‘ ): # generate code

Egy fajlban t6bb formulat is tarolhatunk:
> C( soll, ’optimized’, filename = ‘file.c® ):

Az alabbi listazasbol lathato, hogy a rendszer az elsé megoldas optimalizalt kod-
jat hozzafiizte a fajl végéhez (az els6 sort harom részre térdeltiik, hogy kiférjen
az oldalon).

t0 = pow(108.0+12.0*sqrt (-12.0*a*a*a+
81.0),1.0/3.0)/6+2.0*a/pow(108.0+
12.0*sqrt (-12.0*a*a*a+81.0),1.0/3.0);

tl = axa;

t4 = sqrt(-12.0%t1%a+81.0);

t6 = pow(108.0+12.0%t4,1.0/3.0);

A fortran és a C rutinok alkalmazhatok névvel biré témbokre, egyenletek lis-
taira és komplett Maple eljarasokra is. A kovetkez6 példak a kodgeneralasnal
hasznalhaté tovabbi opcidkat is demonstraljak.

> fortran( [ x=Pi*ln(t), y=x"2-sqrt(gamma) ],
> precision=single, mode=complex );

X
y

> fortran( [ p=x, gq=x"2, r=ptq ], ’optimized’ );

0.3141593E1*clog(t)
x*¥*2-csqrt (0.5772157E0)

X
X**2

X+q

Az ut6bbi értékadasok megkaphatdk a kdvetkezd Maple eljaras FORTRAN nyel-
vii megfelelGjének segitségével is:

p
q
r

> f := proc(x) global p,q,r:
> p :=X: q :=x72: r := ptq end:
> fortran( f, ’optimized’ );

real function f(x)
real x

common/global/p,q,r
real p
real q
real r
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P=x

q = X%*2

r = X+q
return
end

A viltozo6k kezelésénél még ennél is rugalmasabb a rendszer. Példaul elirhatjuk,
hogy a p legyen lokalis valtozé:

> fortran( [ p=x, g=x"2, r=ptq ], ’optimized’,

> locals=[p] );

X**2
x+q

q
r

A most kovetkezd, kicsit latvanyosabb példaban a Maple eljarasbol elGallitott
FORTRAN kéd a tdmbdk kezelését, az output nyomtatasat és a hibakezelést
illusztralja:

Y

trigvalues := proc(x)
local i,trigs: global Digits:
if not type( x, numeric ) then

ERROR( ‘non-numeric input‘ )
elif Digits < 15 then

Digits := 156
fi:
trigs := array( 1..4, sparse,

[ (1)=sin(x), (2)=cos(x), (3)=tan(x) ] ):
for i to 4 do print( trigs[i] ) od:
trigs

end:
fortran( trigvalues, precision=single );

VVVVVVVVVVVYV

subroutine trigvalues(x,crea\_par)
real x
real crea\_par(4)

integer i
real trigs(4)

common/global/Digits
integer Digits

if ( .not. type(x,numeric)) then
write(6,*) ’non-numeric input’
call exit(0)

else
if (Digits .1lt. 15) then
Digits = 15
endif
endif
trigs(l) = sin(x)
trigs(2) = cos(x)
trigs(3) = tan(x)
trigs(4) = 0
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do 1000 i = 1,4,1

write(6,*) trigs(i)
1000 continue

crea\_par(1) = trigs(1)
crea\_par(2) = trigs(2)
crea\_par(3) = trigs(3)
crea\_par(4) = trigs(4)
return

return

end

A 4.10. és a 4.11. tablazat a fortran, illetve a C eljaras opciéit sorolja 1.

Default
7, 16 decimélis jegy

Opcid Jelentése

digits = n a konstansokat n jegyre ke-
rekitse
az outputot a file fajlhoz

fizze hozza

filename = file terminal

globals = ¢ g legyen globélis valtozo minden valtozé globalis
locals =1 I legyen globalis valtozé semmi sem lokalis
mode = type a fiiggvényeket type tipu- single

sura konvertalja (single,

double, generic vagy

complex)
optimize optimalizalt kéd nincs optimalizilas

parameters = p

precision =p

a szamitasi folyamat p pa-
raméterének megadasa
a p pontossag megadasa

értékadas baloldalan nem
szerepl§ valtozok
single

(single,double)

4.10. tablazat: A fortran eljaras opci6i

A Maple a latex eljarast kinalja IATEX kod generalasara. Ha ugyanabba a fajlba
egymas utan t6bb formuldra akarunk BTEX kédot generalni, akkor hasznaljuk
az appendto eljirast. A kovetkez$ példaban az el§z6 egyenlet két megolda-
sanak kodjat allitjuk els. Azt is megmutatjuk, hogyan lehet a latex eljarast
hozzéigazitani az igényeinkhez. A IWTEX matematikai modjaba valé dtmenettel
egészitjiik ki a kédgenerdlast. Foltételezziik, hogy a karakteres alapt Maple
folhasznaléi interfészt hasznaljuk.

#ensure that all remember tables are present
readlib( latex ):
‘latex/special_names‘[’beginmath’] :=
‘\\begin{displaymath}‘:
‘latex/special_names‘[’endmath’] :=
‘N\end{displaymath}‘:
# suppress messages, prompts, etc.

vV V V V V V V
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filename = file

globals =g g legyen globalis valtozé minden valtozo6 globalis
locals =1 I legyen globalis valtozé semmi sem lokalis
optimize optimalizalt kéd nincs optimalizalas

parameters = p

rekitse
az outputot a file fajlhoz
fizze hozza

a szamitasi folyamat p pa-
raméterének megadésa

> interface( quiet=true ):
> appendto( ‘file.tex‘ ):
> latex(beginmath); latex(sols[1]); latex(endmath);
> writeto(terminal); interface( quiet=false );
> quit
Opcio6 Jelentése Default
ansi ANSI C kompatibilis kod a  Kernighan—Ritchie-féle
cc fordité
digits = n a konstansokat n jegyre ke- 7, 16 decimalis jegy

terminal

értékadas baloldalan nem
szerepld véltozok

a p pontossig megadisa
(single,double)

precision =p single

4.11. tablazat: A C eljaras opcidi

Amennyiben a screenwidth interface valtozo értéke az alapértelmezés szerinti
80, akkor a file.tex igy néz ki:

\begin{displaymath}

1/6\,\sqrt [31{108+12\,\sqrt{-12\,{a}~{3}+81}}+2\,{\frac{a}{\sqrt[3
1{108+12\,\sqrt {-12\,{a}~{3}+81}}}}

\end{displaymath}

A ITEX altal kiszedett formula a kovetkezs:

1/6 3/108 + 12 /128 + 81 + 2

a
/10812 /1263 + 81

Ha kényelmetlennek talaljuk a latex(beginmath) és a latex(endmath) utasi-
tasok hozziadasat minden egyes alkalommal, akkor irhatunk egy kis programot:

mylatex := proc(x)

global ‘latex/special_names‘:
readlib(latex) :
‘latex/special_names‘[’beginmath’] :=
‘\\begin{displaymath}‘:
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‘latex/special_names‘[’endmath’] :=

‘\\end{displaymath}‘:
latex(beginmath); latex(x); latex(endmath);
end;

és hivhatjuk a mylatex eljarast a rendes latex helyett. A
> macro( latex=mylatex ):

utasitds végrehajtasa utdn a mylatex helyett hasznalhat6 a latex név is. Ha
a formulak tul nagyok ahhoz, hogy elférjenek egy sorban, akkor a kapott BTEX
fajlt magunknak kell 4tszerkeszteni és a formulakat sorokra tordelni. A munka-
lapos interfész esetében ez automatikusan megtorténik.

Teljes Maple munkalapok is elmenthet6k IXTEX formatumban. A programmal
adott (és az ftp.maplesoft.com-rdl ftp-vel is letdlthets) stilusfajlok hasznala-
taval igy szépen kiszedett dokumentumokat kapunk. Nagyobb képletek esetén
ez még kényelmesebb, mivel lehet6vé teszi a sorszélesség interaktiv beallitasat,
és gondoskodik a formuldk ennek megfelel§ részekre térdelésérdl.

4.7. A Maple hozzaigazitdsa igényeinkhez

Szoveg alapi folhasznaloi interfész esetén a Maple hosszabb szamitasok kézben
iizenetet kiild a folhasznalt memoériardl és a szamitasi idérsl. Ezek az izenetek
arrél informalnak benniinket, hogy a Maple szekcié kezdetét6l fogva mennyi
szamitisi id6t és memoriat hasznaltunk. Az iizenetek formatuma a kovetkezd:

bytes used = <z>, alloc = <y>, time = <z>

Itt <z> egyenlé a Maple szekcié kezdete 6ta f6lhasznalt byte-okban meghata-
rozott 6sszes memoriaval, <y> a pillanatnyilag allokalt memoéria mérete, <z>
pedig a Maple szekcié kezdetétél eltelt, masodpercekben kifejezett szamitési
id6t mondja meg. Nézziink egy numerikus integralas kézben kiadott iizenetso-
rozatot:

> evalf( Int( ln(x)*1n(i-x), x=0..1) );

bytes used=1010508, alloc=851812, time=0.41

bytes used=2010880, alloc=1572576, time=1.05
bytes used=3011416, alloc=1834672, time=1.75
bytes used=4011692, alloc=1900196, time=2.47

.3550659332

Karakteres f3lhasznaléi feliilet esetén a kernelopts eljarassal szabalyozhatjuk
a bytes used iizenetek gyakorisagit.
> oldprintbytes := kernelopts( printbytes = false );
oldprintbytes := true
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Ezutan nem kapunk bytes used lizeneteket. A munkalapos interfész esetében a
megfelel6 meniipontok kijelolésével donthetjiik el, hogy a munkalap aljan legyen-
e ilyen {izenet-régi6. Az el6z6 paranccsal egyszerre mentettiik el és allitottuk at
a printbytes kernelopcid értékét. Ezért a régi érték kdnnyen visszasllithato.

> kernelopts( printbytes = oldprintbytes ):

Bar egy Maple szekcion beliil a f6lhasznalt komputerszavak szama, folyamatosan
né, ez mégsem jelenti azt, hogy az aktualisan hasznalt memoria mérete is ilyen
gyorsan névekszik. A rendszer id6nként szemétgyijtést (,,garbage collection”)
végez, hogy a sziikségtelen objektumok eltakaritasa utan felszabadulé memoriat
gjra f6l tudja hasznalni. Minden szemétgytijtéskor megjelenik a képernyén a
bytes used iizenet (ha csak le nem tiltottuk). A szemétgyijtést mi is kérhetjiik
a gc eljaras segitségével:
> ge(O:

A gcfreq kernelopcidval vezérelhetjiik a szemétgytijtések gyakorisagit. Ha ezt
irjuk:
> oldfreq := kernelopts( gcfreq = 1076 );
oldfreq := 2500000

akkor minden @jabb egy millié sz6 folhasznaldsa utan torténik szemétgyijtés.
Lathato, hogy a default érték 250000 sz6 (1 sz6 4 vagy 8 bajtot jelent, az adott
gépen ezt a kernelopts(wordsize) paranccsal derithetjiik ki).

Ha a sz6veges interfész esetén zavardak ezek az lizenetek, a rendszert két
moédon is elhallgattathatjuk:

> kernelopts( printbytes = false ):

Ez a koradbban megismert médszer. A bytesused, bytesalloc és a cputime
kernelopciékkal a rendszer memoéria- és id6f6lhasznalasa barmikor lekérdezhetd
(a tovabbi kernelopciok megismeréséhez irjuk be a ?kernelopts parancsot).

> kernelopts( bytesused , bytesalloc, cputime );

64595100, 5504016, 37.469

A masik drasztikusabb médszer a Maple elcsendesitésére:

> interface( quiet = true ):

Ennek mellékhatisaként a Maple prompt is eltinik, és ha az eredményeket a
writeto-val fajlba irjuk, az input sorok sem keriilnek be a fajlba. A Maple
szamaéara a hallgatas abszolut hallgatast jelent!

Ugyanezzel az interface eljarassal az output megjelenitését is befolyasolhat-
juk. Kivansagunk szerint valtoztathatjuk a prompt jelet, letilthatjuk, hogy ko-
z0s részkifejezéseket a Maple automatikusan cimkézzen, vagy balra igazitott
egydimenzids output-forméatumot irhatunk el6. Néhany példa:

> interface( prompt = ‘--->¢ ); # an arrow as a prompt
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---> solve( x~3+x+1, x); #labels for common subexpressions

1 2
76t 08+ 12v03)1 75
115%2 (103+1;\/_)1/3 t3 I\/_( (15 (108+1§\/£E)1/3)’
11_2%2 (108 + 1; VI3)1/3 2 3 1V3(- fli (108 + 1;/@)1/3)
1
A= ot 12/93)1/3
= (108 + 12+/93)*/3

-~-> interface( labeling = false ); # no labels anymore
---> solve(x~3+x+1,x);

2 1

1/3
06 12 vae' I3 — (108 + 121/93)

1
—5 (108 +12 V93)1/3 +

1
(108 + 12+/03)1/2

+ % I\/§(—é (108 + 12/93)'/3 —

)
(108 + 12+/93)1/3

)

1
(108 + 12/93)1/3

- %I\/ﬁ(—%(108+ 12/93)1/3 —

{15 (108 + 12/93)/% —

2
(108 + 12+/93)1/3

)
---> Example := (1-x)/(1+x):
---> Example; # 2-dimensional layout

l1—2
1+z

---> interface( prettyprint = 0 );
---> Example; # l1-dimensional layout
(1-x)/(1+x)

---> # reset prettyprint to high resolution
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---> interface( prettyprint = 2 ):
---> interface( verboseproc = 2 ): # make Maple verbose
---> readlib( unassign ); # procedure body is printed

procQ)

local i, j, n;

global assign;

options ‘Copyright (c) 1990 by the University of Waterloo.
A1l rights reserved.‘;

i := false;
for n in args do
if n = ’assign’ then i := true

elif type(n, indexed) then ‘unassign/indexed‘(n)
else assign(n, n)
fi
od;
if i then assign := evaln(assign) fi;
NULL
end

---> interface( verboseproc = 3 ):
---> # make Maple more verbose
---> readlib( 1n );

proc(x)
options ‘Copyright (c) 1992 by the University of Waterloo.
A1l rights reserved.®;
if nargs <> 1 then ERROR(‘expecting 1 argument, got ¢.nargs)
elif type(x, ’complex(float)’) then evalf(’1ln’(x))
elif x = O then ERROR(‘singularity encountered‘)

elif type(x, ’function’) and op(0, x) = exp and Im(op(1,x)) =0
then op(1, x)

elif type(x, ’rational’) and numer(x) = 1 and 0 < x
then -1n(denom(x))

elif type(x, ’constant numeric’) and signum(op(l, x)) =1
then op(2, x)*1n(op(l, x))

elif type(x, ’¢~¢’) and (type(op(2, x), ’integer?’)

or is(op(2, x), ’integer’)) and (signum(0, Re(op(i, x)),1) =1

or member (signum(0, Im(op(1, x)), 0), {-1, 1}))
then op(2, x)*1ln(op(l, x))

else 1n(x) := ?1n’(x)

fi

end

# (-1) = (-1)~(1/2)*Pi

# (1) =0

# (infinity) = infinity

# ((-1)~(1/2)) = 1/2%(-1)~(1/2)%Pi

# (-(-1)~(1/2)) = - 1/2x(-1)~(1/2)*Pi
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Az utolsé két példa azt mutatja, hogy a konyvtari fiiggvények kodja emléke-
z6tablaikkal egyiitt megtekinthet§. Csak a kernel fiiggvényeinek C kodja nem
hozzaférhetd.

Egy kézhezallf interfész valtoz6 az errorbreak. Azt irja els, hogy mi tdrtén-
jék, ha a rendszer egy hibas input sort olvas be. Lehetséges értékeit a 4.12. tab-
lazatban soroltuk f6l:

ték Eredménye

szintaktikus hiba utdn a beolvasis megszakad

Er

0 a hiba jelzése utan a beolvasas folytatédik

1

2 barmilyen hiba hatisira megszakad a beolvasas

4.12. tablazat: Az errorbreak értékei

A ?interface parancs megadja az Gsszes interfész valtozot, lehetséges értékeikkel
és folhasznalasi teriileteikkel egyiitt.

4.8. Gyakorlatok

1. Allapitsa meg az Olvasé, hogy szamitégépén hol talalhaté a Maple kényvtar,
és olvassa be az isolate.m fajlt a konyvtarbol két modon:

(a) a read paranccsal

(b) a readlib félhasznalasaval, miutdn a verboseproc interfész valtozot ket-
tére allitotta.

2. Vizsgaljuk meg az echo interfész valtozét.

- El@szor is hozzuk létre a readfile nevi fijlt a home konyvtarunkban. A
fajl tartalma legyen egyetlen Maple parancs:

b := 2;

- Maésodszor hozzuk létre a testfile fajlt a home kényvtarunkban. A fajl
tartalma legyen a kovetkezs utasitassorozat:

interface( echo = X );
a :=1;

read readfile;

quit

- Harmadszorra, ha az altalunk hasznalt platform megengedi, akkor inditsuk
el a Maple-t a home konyvtarunkbél a kévetkez6 paranccsal:
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maple < testfile

ugy, hogy az X értékét a testfile-ban rendre 0,1,2,3 és 4-re irja at.

- Végiil olvassuk be a testfile-t egy Maple szekcidba a read eljiras segitsé-
gével, mikoézben X értékét a testfile els6 soraban 0, 1, 2, 3, 4-re valtoztatjuk.

3. Hozzunk létre egy fijlt a kdvetkez§ tartalommal:

I :=1; # szintaktikusan helyes, de futadsiddben hibaiizenet
X := 2; # helyes inputsor
wrong name := 3 # szintaktikai hiba

y := 4; # helyes inputsor

Az errorbreak interface valtozé minden lehetséges értékére deritsiik ki, hogy
mi torténik, ha a fajlt beolvassuk egy Maple szekcidba.

4. Tekintsiik a kévetkezs, harom sort tartalmazé adatfajlt:

1 2
3 4
5 6

Olvassuk be a fajlt, konvertaljuk matrixsza, transzponaljuk a matrixot, és nyom-
tassuk ki az adatokat a kovetkezs formaban:

1 2 3
4 5 6

5. Szamitsuk ki az z®° kifejezés masodik derivaltjat, és forditsuk le a kapott
eredményt FORTRAN-ra. Vizsgiljuk meg a kédoptimalizalas hatasat.
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D.

Polinomok és racionalis
fliggvények

A Maple kedvenc matematikai struktirai a polinomok és a raciondlis fiiggvények.
Ez a fejezet bevezeti az Olvasét az egy- és tobbviltozds polinomok, a racionalis
fiiggvények hasznalataba, valamint a kiilonb6z6 formak kozotti konverzidkba.
A kulcsszavak a kovetkez6k: legnagyobb kézos osztd (ged), faktorizalas, kifej-
tés, tobbvaltozés polinomok lexikografikus, illetve fokszam szerinti rendezése,
racionalis fiiggvények normalizalasa és parcialis tortekre bontasa.

5.1. Egyvaltozés polinomok

A polinomok és a racionalis fiiggvények (vagyis a polinomok hanyadosai) a Map-
le rendszer kedvenc adattipusai. A szamitégépes algebrai rendszer ezeket nagy
sebességgel és teljes altalanossagban kezeli. Az egyszeriiség kedvéért kezdetben
egyvaltozés polinomokat tekintiink (a valtozot z-szel jelsljiik). Matematikai
szempontbol ezek ekvivalensek az

= 2
AnZ™ + an 12" 4+ - Fagz® + a1z + ag

alakt szimbolikus kifejezésekkel. Ezt a polinom kifejtett kanonikus alakjinak,
az ag,qi,...dn—1,a, mennyiségeket a polinom egyitthatdinak nevezziik. Ha
an # 0, akkor a,-t fdegyitthatdnaek, az n természetes szdmot pedig a polinom
fokszdmdnak nevezziik. Késébb latni fogjuk, hogy a polinomok egyiitthatéira
nem kell tul sok kik6tést tenniink, de pillanatnyilag arra az esetre szoritkozunk,
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amikor ezek ,kozonséges” (példaul egész, racionalis, valos vagy komplex) sza-
mok. Azt mondjuk, hogy az = egy polinomja gydjtitt alaki, ha az z valtozo
Osszes megegyezd kitevoji hatvanyinak egyiitthat6i a polinomban 8sszegytijtve
(csak egyszer) szerepelnek. A kifejtett kanonikus alaktél mindez pusztén ab-
ban kiilénb&zik, hogy az z kiilénbdzé hatvanyai nem f5ltétleniil fokszam szerint
cstkkend sorrendben kovetkeznek. Egy példa:

> restart;
> pl = -3%x + 7*x"2 - 3%x"3 + 7+*x"4; # collected form

pl =3z +72%—-32%+72°

> type( pl, polynom );
true

> leading_coefficient = lcoeff(pl);
leading_coefficient = 7

> degree = degree(pl);
degree = 4

> p2 := 5¥%x"5 + 3%x~3 + x~2 - 2*%x + 1;
p2:=5z+32°+22 —2z+1

> 2%pl - 3%p2 + 3;
1122 —152% + 142* — 152°

> pl * p2;
(-3z+72° -3z +72*) (525 + 323 +22 — 224 1)

> expand(");
1725 +112*—202° + 1322 -3z + 562" +42° — 152° + 352°

A szamok szorzasaval ellentétben a polinomok dsszeszorzasét a Maple nem hajt-
ja végre automatikusan. Erre kiilén utasitanunk kell az expand eljarassal. Ez
hatranyosnak tiinik, de valojaban nem az. A (3z + 5)'° faktorizalt format jobb
véltozatlanul hagyni a szamitds soran, amig csak lehetséges. Ez sokkal vilago-
sabb, mint

59049 ' 4 984150 z° + 7381125 z® + - - - + 58593750 = + 9765625,

a polinom kifejtett formaja. Bar a Maple két polinom szorzatat helyesen sza-
molja ki, a valaszban szerepls tagok sorrendje altalaban se nem névekvd, se nem
cs6kkens. Mindez gyakran vezet nehezen kiolvashato és értelmezhetd kifejeze-
sekhez. A polinomok tagjait a rendszer hatékonysagi megfontolasokbél (szami-
tast id6, memoria folhasznalas) nem rendezi valamilyen el6re definidlt standard
sorrendbe. Ha a tagokat valéban az = hatvanyai szerint csokkend sorrendben
akarjuk latni, akkor a sort parancsot kell hasznalnunk.

> sort(");
352° — 1528 + 5627 — 1725 +42° + 1124 —202° + 1322 — 3¢z
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A sort megvaltoztatja a polinomnak megfelels belsé adatstruktarat. Ez sziik-
séges is, hiszen a Maple barmely kifejezésb6l vagy részkifejezésbdl csak egy pél-
danyt tarol a memoridban, pontosabban az egyszerisitési tdbldjaban. Minden
egyes uj kifejezésre a rendszer ,bels§ algebraja’ ellenérzi, hogy a kifejezés ele-
mi mdveletekkel egyszerisithet6-e egy olyan kifejezéssé, amely mar korabban
eléfordult, és igy megtaladlhaté az egyszertsitési tabldban. Ha ez az eset 4ll
fénn, akkor a Maple figyelmen kiviil hagyja az 1j kifejezést, és az egyszerisitési
tablaban taldlhatot hasznalja helyette. Az ellenkez§ esetben a kifejezést Gsszes
részkifejezéseivel egyiitt elhelyezi az egyszertisitési tablaban. Osszeg tagjainak,
illetve szorzat tényezdinek megvaltozdsa példa olyan elemi egyszertisitésekre,
melyeket a kifejezések matematikai ekvivalencidjanak vizsgalatakor hasznal a
rendszer.

> restart;

> p := 1+x+x~3+x"2; # random order

pi=14+z+2%4+2°

> x"3+x"2+x+1; # no rearrangement, so still random order
1+z+2° +2°
> q := (x-1)*(x~3+x~2+x+1); # the same for subexpressions
g=(&—-1)1+z+z3+2%
> sort( p ); # rearrange w.r.t. descending degree order

+r’+z+1
> q; # subexpression of q has also changed
(z—D(z3+224+x+1)
A Maple szamos eljarast kinal a polinomok kezelésére. Néhanyat koziiliik meg-

vizsgalunk. Amig mast nem mondunk, pl és p2 jelentse a kordbban bevezetett
két polinomot.

> pl’ = pi, ’p2’ = p2;
pl = -3z 472?323+ 7z, p2 =5z° +323 422 -2z +1
A coeff eljarassal a polinomot alkotd valamely egytagnak vagy x valamely hat-
vanyanak egyiitthatéjat hatarozhatjuk meg:
> coeff( p2, x~3 ), coeff( p2, x, 2 );
3,1

A fGegyiitthaté az lcoeff, az z° egyiitthat6ja a tcoeff segitségével kaphat6 meg:
> lcoeff( p2, x ), tcoeff( p2, x );
5,1

Az egyiitthatok és a nekik megfelel§ hatvanyok sorozatat a coeffs eljaras szol-
galtatja:
> coeffs( p2, x, ’powers’ );
-2,1,3,1,5
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> povers; # assigned in the previous command
5

z,1,2% 22, ¢
A Maple az Icoeff, tcoeff, coeffs és a degree eljarasok hasznalatanal foltételezi,
hogy a polinomok gytijtott alaknak.
> lcoeff( x~2 - x*(x-1), x );
0

> coeffs( (x~2-1) * (x~2+1), x );
Error, invalid arguments to coeffs

> coeffs( collect((x~2-1)*(x~2+1),x), x );
-1,1

> degree( x~2 - x*(x-1), x );
2

A polinomokkal kapcsolatos egyik legalapvetSbb miivelet a maradékos osztds. A
Maple-nek ennek végrehajtasara két eljarasa is van, a quo és a rem (quotient
= hényados, remainder = maradék).
> q := quo( p2, pl, x, ’r? );
) 15

q:= 7 T+ 19
A quo hivasadnal a negyedik argumentum megadisa opcionalis, amennyiben
szerepel, a polinomosztis maradékat kapja értékiil.

> r;
53 53
1-—23+2° - —=x
97 77 T
> testeq( p2 = expand(g*pl+r) ); # test equality
true
> rem( p2, pl, %, ’q’ );
53 53
g 3 - TR i
4933 +z 49z
> q; # quotient has been set in previous command
5 Pt 15
—m —_—
7 49

Ne feledkezziink meg az aposztréfok hasznalatarél ezen eljarasok negyedik ar-
gumentuma koériil, hogy ezzel elnyomjuk az argumentum nem kivant teljes kiér-
tékelését.
Egy maésik fontos fliggvény a ged, amely a racionalis szamtest folstti két
polinom legnagyobb kdzds osztdjat hatarozza meg:
> gcd( pl, p2 );
z? +1
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A legnagyobb k6zGs oszté meghatirozasa olyannyira fontos mivelet a kiilon-
b6z matematikai szamitisok soran, hogy a szamitogépes algebrai rendszerek
tervezsi komoly erdfeszitéseket tettek hatékony GCD algoritmusok tervezésére
és implementalasara (v. 6. [37, 76, 117]).

Meég bonyolultabb algoritmus a polinomok szorzatta alakitdsa (faktorizacio-
ja). Az érdeklsdé Olvasénak [112, 114, 115] tanulmanyozasat javasoljuk. A
factor eljaras a racionalis egyiitthatos polinomokat (Q 616tt) irreducibilis po-
linomok szorzataként irja fol:

> polynomial := expand( pl*p2 );

polynomial :=
1728 +112* —202° + 132> - 35+ 565" +4z° — 152% + 352°

> factor( polynomial );
z(Tz—3) (523 -2z+1) (2?2 +1)2

> factor( polynomial, I );
5z} —22+1)(7z—3)z(z + 1) (z - I)?
Az egész és a racionalis szamoktol kiilonbozs tartomanyokban is végezhetiink
miiveleteket polinomokkal (példaul véges testek, az algebrai szamok vagy fligg-
vénytestek f6l6tt). Az eléz6 polinomok faktorizaciéja ezen tartoméanyok folott
a kovetkezd:

e Szorzatta alakitas a Gauss egészek Z[i] gytrije folott:

> factor( polynomial, I );
(5:103—2:11+1)(7:5—Z’;)z:(.'/v—i—I)z(w—I)2

e Szorzatta alakitas a 0 és 1 elemekbél 4ll6 kételemii Zo test f6lott:

> sort( polynomial mod 2 ); # polynomial over {0,1}
P4+ttt 42+
> Factor( polynomial ) mod 2;
(z+18 (2 +z+ 1)z

> expand(") mod 2;
2 +2®+zf +at +2? 4o

Figyeljiik meg a Factor fiiggvényben hasznalt nagybetit. Hasznalatdnak célja
az, hogy elnyomja az egészek folotti szorzatta alakitast. A Factor(...) pusztan
arra szolgél, hogy reprezentalja a polinom szorzatta alakitaséit, és val6jiban a
mod operator az, ami a tényleges szamitast elvégzi. Kiilonben el6szér megkap-
nank a polinom faktorizalt formajat a raciondlis szdmok f6l6tt, és a rendszer
erre alkalmazna a modulo aritmetikat:

> factor( polynomial) mod 2;
z(z+1)(z® +1) (2% +1)?
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o Szorzattd alakitas a GF(4) Galois test folott, pontosabban a Zo testnek
az 2 + z + 1 irreducibilis polinommal valé algebrai bvitése folott:

> alias( alpha = Root0f( z"2 + z + 1, z ) ):
> Factor( polynomial, alpha ) mod 2;

(z+a)(z+ D) (z+a+1)z

A helykijel6ld mechanizmus alkalmazisa méas polinomokon miikdds eljarasok,
igy a Ged, Divide, Expand stb. esetében is szokdsos. Nézzilink néhany példat:

> Gcd(pl,p2) mod 2;
B+ 41

> Expand( pl * p2 ) mod 2;
P+ttt 4

> g := Quo( p2, pl, x, ’r’ ) mod 2;
g:=z+1

2+ +z+1

> Expand( p2 - g*pl - r ) mod 2;
0

5.2. Tobbviltozés polinomok

Az egynél tobb valtozdval rendelkezd polinomokat tobbvaltozés polinomoknak
nevezzitk. A kdvetkezs kétvaltozos polinomban az z és y valtozokat hasznaltuk.

> polynomial := 6*x*y~5 + 12%xy~4 + 14*y~3*x~3
> - 15*x72%y~3 + 9*x"3%y~2 - 30*%x*y~2 - 3b%x"4x*y
> + 18xy*xx~2 + 21%x75;

polynomial :=6zy® + 12yt + 149323 — 152293 + 92% 4% — 302 ¢?
—352%y + 18y2? +212°

Lathatjuk, hogy a Maple-nek nincs kiilonosebb elképzelése a polinom tagjainak,
illetve az egyes tagokban el6forduld ismeretleneknek a sorrendjérél. Elfogadja
az altalunk beirt sorrendet. Ha valami mas sorrendet akarunk, ismét a sort
eljarast alkalmazhatjuk:

> sort( polynomial, [x,yl, ’plex’ );
2125 — 352y + 1423y + 923 y? — 15229 + 1822y + 62¢° — 30z + 12¢*
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Itt a tagok valddi lexzikografikus (pure lexicographic) rendezését kaptuk, amelyet
az
giyf <2ty = i<i' or (=4 and j < j)

foltételek hataroznak meg. Eszerint
1<y<y’<...<s<zy<z’....

Hasznalhatjuk a teljes fokszam szerinti (total degree) rendezést is, amelyet a
kovetkezé médon definidlunk:

wiyf <2'y’ = i+j<i'+j or(i+j=4¢+j andi<i)

Ekkor
I1<y<z<y’<zy<z? <y <zy? <2?y<a®....
Ez az elrendezés a sort eljaras alapértelmezése.
> sort( polynomial );

1423y +62y° +212° — 352y + 92392 — 152293 +129* + 1822y
-30zy?
A fenti eredményt tekinthetjiik az z hatarozatlan olyan polinomjanak, amelynek

egylitthatéi y polinomjai. A polinomot a collect eljarassal hozhatjuk ennek
megfelels alakra:

> collect( polynomial, x );

212° —35z%y + (1493 + 992 2® + (18y — 159%) 2% + (3032 + 6% =
+124*

Masrészt a polinomial kifejezés folfoghaté az y valtozd polinomjanak is:
> collect( polynomial, y J);

6xy® +12y* + (1522 4+ 1423) 93 + (923 — 302) 42
+ (-35z% + 182?) y + 212°
Sok egyvaltozos polinomot kezels Maple eljaras ugyanolyan jél miikédik a t6bb-

valtozds esetben is. Csak néhany példit mutatunk, azt ajanljuk, hogy az Olvasé
maga is kisérletezzen tovabb a tobbvaltozds polinomokkal.

> coeff( polynomial, x~3 ), coeff( polynomial, x, 3 );
149°% + 992, 14¢° + 94>
> coeffs( polynomial, x, ’powers’ ); powers;
—30y% +69°, 12¢*, 18y — 154>, 144® + 992, —35y, 21

z, 1, 2%, 22, 24, 2

> coeff( coeff( polynomial, x°3 ), y°2 );
9
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> settime := time(): # start timing
> factor( polynomial );

(322 ~5zy+2y3) (T2} + 6y +3z9?)
> Factor( polynomial ) mod 7;
2y (3y3 +3zy +22) (2 +zv)
> cpu_time := (time()-settime) * seconds;
cpu_time := .670 seconds

Nincs ember, aki meg tudja kozeliteni ezt a szamitasi sebességet. Kérje csak
meg az Olvas6 matematikus baratait és kollegit, hogy probaljak végrehajtani a
fenti szorzatta alakitast papirral és ceruzaval! Komoly matematikai tudasanyag
és bonyolult programozasi munka all a factor és a Factor eljdrdsok mogott.

5.3. Racionalis fiiggvények

Az z ismeretlen racionalis fiiggvénye egy olyan kifejezés, amelyet f/g alakban
irhatunk f6], ahol f és g = polinomja, és g nem egyenl§ 0-val. Egy példa:
> f :=x"2 + 3%x + 2: g :=x"2 + 5*x + 6: £f/g;
2 +3z+2
z2+5x+6
A racionalis kifejezés szamlal6jat és nevez§jét a numer és a denom eljarasokkal
hatarozhatjuk meg (numerator = szadmlalé, denominator = nevezd).
> numer("), denom(");
22 +32+2,224+52+6

Figyeljiik meg, hogy a raciondlis szamokkal végzett szamitasokkal ellentétben a
Maple nem egyszeriisiti a racionalis kifejezéseket oly médon, hogy a szamlalo
és a nevez6 relativ prim legyen. Az automatikus egyszerisitéseket csak akkor
hajtja végre a rendszer, ha kozvetlenill folismer egy kozos tényezéi:
> ff = (x-1)*f; gg := (x-1)"2xg;
F=(@E-1)(z*+3z+2)
g9 :=(z—1)*(2* + 5z +6)
> ff/gg;
22 +3z+2
(z —1){z? + 5z + 6)
Ha a racionalis kifejezést ilyen formara akarjuk hozni, akkor a normal eljarast
kell alkalmaznunk. Hatékonysigi megfontolasokbdl az eljaras a szamliléban és
a nevez6ben talalt tényezdket igyekszik valtozatlanul meg6rizni, amennyiben ez
lehetséges.
> normal( f/g );

z+1
z+3
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> normal( ff/gg );
z+1

(z+3)(z—1)

Hérom oka van annak, hogy a raciondlis kifejezések normalizalasat nem végzi el
a rendszer automatikusan:

> A normalizalas nem mindig ad egyszer( eredményt. Az (z!%090—1)/(z—1)
példaul sokkal tomorebb, mint normalizalt formaja, a tizezer tagni poli-
nom.

> Nagyon id6igényes lenne a szadmolis kdzben el6fordulé minden egyes raci-
onélis kifejezésre elvégezni a normalizaciot.

> Elképzelhets, hogy a f6lhasznalé mas mdveleteket, példaul parcilis tér-
tekre bontast akar végezni.

A fejezetet zaré példa azt mutatja, hogyan egyszertsithetiink a t6bbvaltozos
racionalis kifejezés szamlalojaban és nevezdjében el6forduld kozos tényezdvel.
(Ellenérizziik az eredmeényt a részkifejezések szorzatta alakitasavall)
> f = 161%y~3 + 333*%x*y~2 + 184%y~2 + 162%x" 2%y

+ 144*xxy + 77xy + 99*x + 88:

> g 1= 49%y"2 + 2B*x"2ky + 63%x+y + 1474y + 36%x"3
> 4 32%x72 + 117*x + 104:
> ratexpr := f/g;

ratexpr =

(161> + 333292 + 184y% + 16222y + 1442y + 77y + 99z + 88)/
(4992 + 28 2%y + 63y + 147y + 36 2% + 3222 + 1172 + 104)
> normal( ratexpr );

18zy +23y? +11
422+ Ty +13

5.4. Konverzidok

A polinomok Horner-elrendezése f6leg numerikus szdmolasok esetén célszert,
ugyanis az aritmetikai miveletek szdma ebben az alakban minimalis. Ezt a
koradbban definidlt pl polinommal illusztraljuk. Az elvégzett Gsszeadasok és
szorzasok szamat a cost eljirassal hatarozhatjuk meg:

> pl;
-3z +72%2 -3z +72*

> readlib(cost)( pl );
3 additions + 10 multiplications
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> convert( pl, ’horner’ );
(=3+(7T+(-3+72)z)1)2
> cost(");
3 additions + 4 multiplications

A racionalis kifejezések lanctortté alakitasa szintén meggyorsithatja a szamolast
(continued fraction = lanctort).
> q = (x"3 +x"2 - x + 1) / pi;
__ m4et-w+1
T -3r+T7x2—313 4+ 72t

q:

> cost( q);
6 additions + 13 multiplications + divisions

> convert( g, ’confrac’, x );

—
[y

710 24 1
7t 1 1

B g T e

BT o T I7

m+8

> cost(");
7 additions + 4 divisions

A hornerform és a confracform eljarasok, melyek a Horner-elrendezést, illet-
ve a lanctortté alakitast végzik, a numerikus kozelitéseket szamité numapprox
csomagban talalhatok meg. Errél részletesebben lasd a 11.2. alfejezetet.

A racionalis kifejezések parcidlis tortekre valé bontdsat (convert to partial
fraction) is kénnyedén elvégezhetjiik a Maple-lel:

> convert( q , ’parfrac’, x );
143 1 11 1347z
87 —3+7z 3z 29 z2+1
A parcialis tortekre bontott alakbol majdnem kézvetleniil kiolvashaté a racio-
nalis kifejezés hatdrozatlan integralja:
> integrate( q, x );

—% In(z) + %:;- In(—3+7z) + % In(z? +1) + % arctan(z)
Figyeljiik meg, hogy az el6z6 példaban a Maple foltételezi, hogy a racionalis
szamtestben dolgozunk. Ha lebeg&pontos vagy komplex parciilis tortekre bon-
tast kivanunk, negyedik argumentumként adjuk meg a real, illetve a complex
kulcsszot.

> convert( q , ’parfrac’, x, real ):
_-3333333334 5 .2348111659
z x — 4285714286

7241379320 4 1.689655174 =
z2 + 1.

+ .1428571429
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> convert( q , ’parfrac’, x, complex );

3333333334  .1206896552 + .05172413794 I
a T T z+1
1206896552 — .05172413794 1
+
z—1.1
.2348111659 — .1733520995 107101
u z — 4285714286
Ha a nevezd tsszes els6fokii tényez6jét meg akarjuk kapni, az alaptest algebrai
lezarasa f6lott is végeztethetjiik a folbontast. Az algoritmus részletes leirasa

[23]-ban talalhaté. Ez a teljes parcialis tértekre bontas (convert to full partial
fraction) a kdvetkez§ médon végezhets el:

> convert( q , ’fullparfrac’, x );

595 3 ot 581 ,
_11+ Z 2523 58~ 5046
3z Por® T — _

%1 := RootOf(—3 +7_Z — 3 2% + 7_7%)

Az itt szereplé harmadfoku polinom zérushelyeit gyckos kifejezésekként folirva
az, Gsszegzés elvégezhetd.
> convert( ", radical );
Lomaf o]
1. M8 1 B8 58 58 ' 58
3z 609 3 z—1 z+1
o 5
7
Természetesen szabad segiteniink is a Maple-nek, ha sejtjiik vagy tudjuk, hogy
milyen testb&vitéssel célszerd probalkozni. Ezt egyszerden beirhatjuk negyedik
argumentumként:

> 1/ (x4 - Bxx™2 + 6):

1
4 —522+6
> convert( ", ’parfrac’, x, sqrt(2) );
1 1. v2 1 V2
z2 -3 4z 4 \/ﬁ 4 ¢+ \/i
> convert( "", ’parfrac’, x, {sart(2),sqrt(3)} );
1 V3 1 V3 1 V2 1 V2
6z—v3 6z+vV3 4z+vV2 4 -—z+2
Utols6 példaként egy tobbvaltozos racionalis kifejezés parcialis tértekre bontasat
hatarozzuk meg:

> ratfun := (x-a)/(x"5+b*x~4-c*x~2-b*c*x);
T—a
23 +bzxt —ca2—bex

ratfun :=
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> convert( ratfun, ’parfrac’, x );

a _—bzc—bca+bca:+cza—ca:2+x2b2a b+a
becx cle+b3) (23 —¢) b(c+b%) (z+0b)
> map( collect, ", x );
a _(—c+b’a)2®+(bct+ca)z—bc—bca b+a
bex c(c+b3) (23 — ¢) b(c+b3) (z+0b)
> convert( ratfun, ’parfrac’, x, true );
a —bc—ca+az’b+azd

bex be(zt+bad —cx—be)

Az utols6 parancsban opciondlis negyedik argumentumként a true-t adtuk meg,
ezzel jelezve, hogy nem sziikséges ratfun-ra a normal eljarast alkalmazni, és
hogy a nevez8 mar a kivant faktorizalt alakd.

5.5. Gyakorlatok

4 3 2
L s+ x° —4x* — 4z . gt
1. Tekintsiik az : g S raciondlis kifejezést. Alakitsuk 4t ezt a
¢+ —1z

kifejezést a kovetkezd alakok mindegyikébe:

(z+2)(z+1)(z-2)

() B +z2—-z-1
zt+ 23 —422 -4z

() z(z — 1)(z +1)2
(z+2)(z—2)

© GoD)EFD

) z2 1

(z—1)(z+1) _4(:1:—1)(x+1)

2. Tekintslik az el6z6 feladatban hasznalt racionalis kifejezést.

(a) Adjuk meg a kifejezést 1anctort alakban.

(b) Szamitsuk ki a parciélis tértekre bontasat.

3. Legyen f az 27 + 2® + 223 + 222 + 3z + 2 polinom.

(a) Alakitsuk f-et szorzattd Zs és Zr folott.

(b) Miért kivetkezik az el6z6 szorzatté alakitasbol, hogy f irreducibilis az egé-
szek gydrdje 616667 (Figyeljiik meg a tényeztk fokszamat!) Ellendrizziik
a Maple segitségével, hogy f valoban irreducibilis Z {516tt.
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4. Néhany primtest fol6tti faktorizacio:

Alakitsuk szorzatta (z% — 2)-t Z, f6l6tt.

Alakitsuk szorzatta (z° — 3)-at Z3 fol6tt.

)
)
(c) Alakitsuk szorzatta (z° — 5)-6t Zs fol6tt.
) Alakitsuk szorzattd (z22 — 23)-at Zqs fol6tt.
)

Mostanra kialakulhatott az az érzésiink, hogy (zP — p) minden p primre
szorzattd alakithat6. FEllenérizziik ezt a sejtést az el6z6ektsl kiillonbozs
primszamokkal. Meg tudjuk magyarazni az eredményt?

5. Legyen f = 22% — 322 +x+4ésg = 22° —62* — 423 + 22 — 3z — 2.
Tekintsiik ezeket Z- f6lotti polinomoknak, és szdmoljuk ki f és g legnagyobb
ko6zos oszt6jat. Hatarozzuk meg az sf +tg = ged(f, g) egyenléséget kielégits Zq
folotti s és t polinomokat is (a legnagyobb koz6s osztd termeészetesen Zy f6l6tt
értends).

6. Ha megkérjiik a Maple-t, hogy alakitsa szorzatta az 2248 +2122% 4 1 polinomot
Z folétt, akkor a rendszer varhatéan panaszkodni fog, hogy nincs elég meméri-
aja, vagy tobb 6ras szdmolas utdn még mindig nem talalja meg az eredményt.
Vizsgaljuk meg kozelebbrdl a problémdat, és nézziik meg, hogyan segithetnénk a
rendszernek. Péld4aul az isprime eljarassal kiderithetjiik, hogy 1229 primszam,
vagyis polinomunk z%P + P + 1 alakd, ahol p primszam. A Maple segitségével
hatérozzuk meg az ilyen polinomok faktorizaciéjat kis primekre, és fogalmaz-
zunk meg valamilyen sejtést a szorzatta alakitott polinom &ltalanos alakjarél.
Gyakorlott matematikusok tudjék, hogy az ™ — 1 polinom, ahol n természetes
szam, Z folott a ¢ (z) ciklotomikus polinomok szorzatava alakithaté az alabbi

mbdon:
:1:” — 1= H ¢k (:IZ)
k|n

A ciklotomikus polinomok irreducibilisek Z f616tt. Ennek félhaszndlasaval nem
lehet tal nehéz korabbi sejtésiink bizonyitésa.
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0.

Bels¢ adatabrazolas és
helyettesités

Ebben a fejezetben részletesen leirjuk a polinomok és racionélis fliggvények bel-
s6 abrazolasat. Mindennek nem csak elméleti jelentGsége van. Fontos ugyanis
ismerni az adatok bels6 dbrazolasat, ha meg akarjuk érteni a kiilénbdz6 adat-
strukturak kozotti konverzidkat és a helyettesitést.

Altalanositjuk a racionalis kifejezések fogalméat, és megmagyarazzuk, hogy a
polinomokra és racionélis kifejezésekre definialt eljarasokat hogyan terjeszthet-
jitk ki altalanosabb matematikai struktarakra.

Foglalkozunk a tipusellenérzéseket és a formuldk részeinek kivalasztasat végz6
Maple eljarasokkal is. Ezek a rutinok segitenek a kiilonbdzé adatstrukturdk
vizsgalataban vagy a veliik végzett mtiveletekben.

Végiil megvizsgaljuk a szekvencidlis és az egyidejd helyettesitést, valamint
azt, hogy ezek hogyan hasznalhatdk kifejezések egyszertsitésére.

6.1. Polinomok belsé dbrazolésa

Az el6z8 fejezetben mar lattunk olyan Maple eljarasokat, amelyek polinomo-
kat alakitanak at egyik alakjukbol a masikba. Annak érdekében, hogy teljesen
megérthessiik ezeket, valamint az ezutan ismertetendéket, kdzelebbrol is meg-
vizsgaljuk a polinomok bels§ abrizolasat a Maple-ben.

Az z*+ 23 —2%—z polinomot vessziik példaként. Kifejtett kanonikus alakjanak
belsé reprezentacidja a 6.1. abran lathaté adatvektorokbdl 4ll, ezek grafelméleti
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terminolégiat hasznélva irdnyitott aciklikus grdfot (DAG = directed acyclic graph)
alkotnak. A 6.2. 4bran lathat6 adatvektort ugy értelmezhetjiik, mintha egy-egy

Iintpos |1 I |intneg I1 ’ name

kj

ERnUnUNUNY
- fpmia {5
o] | [ o [1]

6.1. abra: 2* + 2% — 12 — z bels6 reprezentacioja

kifejezést és annak numerikus egylitthat6jat tartalmazé parokbél allna. Az
adatvektor a kovetkezd Osszeget reprezentalja:

coeff; x expr; + coeffy X expry + - .

| sum ‘expn ‘coefﬂ ‘expr2 Icoeff2 | ---------------------- |

6.2. abra: Osszeg bels6 reprezentaci6ja

A 6.3. abra vektora hasonlé f5lépitést. Ez az

exponl expon2
expry P X eXpry P X oo

szorzatot irja le.

|product‘ expri l expon1| expr2 I exponzl |

6.3. abra: Szorzat belsd reprezenticidja

A 6.1. abran lathato NIL pointer azt jelzi, z szabad valtozo. Az lres kifejezés-
sorozatot jel6l6 NULL Maple kifejezésre mutaté pointer azt jelzi, hogy z-hez
nem rendeltiink semmilyen attributumokat.

Az els8 szinten a belsd dbrazolds azt mutatja, hogy a Maple négy tag Ossze-
gének tekinti az z* + 23 — 22 — z polinomot, a tagok z*, 23,22 és = rendre az
1,1, -1 és —1 egyiitthatokkal. Ezen komponensek bels§ dbrazolasa adatvekto-
rokkal torténik. Meglepdnek tiinhet, hogy az z* tag bels6 abrazolasiban egy
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olyan adatvektort hasznal a rendszer, melynek fejlécében product all, ezenkiviil
egy pointer mutat az x valtozora, egy masik pedig a 4 kitevére. Ehelyett talan
a 6.4. abran lathat6 adatvektort vart volna az Olvaso.

ECANEC
Eanna
NIL@

6.4. abra: z* hibas bels6 reprezentaciéja

Ez a fajta belsd 4brazolas is 1étezik a Maple-ben, de ha a kitevS numerikus
konstans, akkor a Maple egyszer(sitd eljdrasa atalakitja az el6zSekben latott
product struktirava. A rendszer az z* +z° — 2% — z polinom részkifejezéseiként
csak az z, 2% 2% —2% x és a —x polinomokat ismeri fel. Ami a Maple-t illeti,
az z* + 2° vagy éppenséggel az z* — = nem részkifejezése az z* + 2% — 22 — ¢
polinomnak. Az a tény, hogy a Maple nem ismeri 6] az Osszes matematikai
értelemben vett részkifejezést, rendkiviil fontos szerepet jatszik a helyettesités
soran. Egyediil ezzel magyarizhaték az olyan helyettesitések, mint példaul
> subs( 1 =7, x4+ x73-x"2-x);
Tat + 728 -2 -2

> subs( 1 =3, Pi*xx + x + 1 );
3rlz® +3z+9

Vessiink egy pillantast az utolsé példira. A nz + z + 1 bels6é &brazolasa a
6.5. abran lathat6 DAG.

3NN

n

J_’

intpos [ 1 | [ name [ /[ | x]

EImAAm ot [

e SO

e 1T 7]

‘namel Illprotlecte[dJ

6.5. abra: mz + = + 1 belsd reprezenticidja
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Ez az irdnyitott aciklikus graf azt is tiikrozi, hogy Pi a protected attributum-
mal bir. Ez az attributum egy érvényes Maple kifejezés, ti. egy név. A nevek
karakterei 32 bites gépeken legfeljebb négy karakterbsl allé csoportokban taro-
l6dnak. A protected-nek megfelel§ adatstruktira attributuma sajat neve, igy
ez is védett név a Maple-ben.

Ha az 1-et dbrazol6 adatvektort kicseréljiik a 3-at 4brazolé adatvektorra, ak-
kor érthetdvé valik a helyettesités eredménye.

A két utols6 példa mutatja, hogy a bels6 adbrazolas jelentésen eltérhet a sza-
munkra sokkal ismerdsebb, a képerny6n is megjelend kiils6 abrazolastél. A
Maple szamara viszont egyediil a belss abrazolas szamit. Két kifejezés akkor és
csak akkor azonos, ha ugyanaz a DAG tartozik hozzajuk. Az egyszeriisités a
rendszer szadmara nem méas, mint a megfelelels DAG-ok tarnszformélasa.

Mielstt folytatnank, gondoljuk meg, hogy a Maple tervezéi vajon miért va-
laszthattak az Osszegekre és a hatvanyokra az itt targyalt bels§ abrazolast. Te-
kintsiik az z°y32* kifejezés bels6 abrazolasat (6.6. abra).

intpos | 2 intpos | 3 intpos | 4

oot {0 ] gl el

onnolEannolCanng

-
NULL

NIL
6.6. abra: z2y%2* belss reprezenticidja

Alternativ megoldasként a 6.7. 4branak megfelelSen z2y%2%-t harom hatvany
szorzatanak is tekinthetnénk, nevezetesen az z2, y® és az x* szorzatanak. Lat-
hatd, hogy ebben az esetben nagyobb a bels§ dbrazolas memoériaigénye. De ami
ennél még fontosabb, tegyiik fel, hogy szamolas kdzben az z%y3z*-t meg kell
szorozni valami hasonlé tényezével, mondjuk z°z%-nal. Ekkor a Maple egysze-
riisit6 eljarasanak a lehets leggyorsabban {6l kellene ismerni a kozos tényezdket,
Osszeadni a kitevéket és folépiteni az 4j adatstruktarat. Mindez a Maple altal
hasznalt belsé abrazolas segitségével sokkal kénnyebben elvégezhets, mint az
altalunk javasolt alternativaval. Az 0Osszegek bels§ abrazolasa kénnyen végre-
hajthatova teszi a hasonléd tagok folismerését és az egytitthatok Osszeadasat is.
Roviden 6sszefoglalva, a Maple rendszer bels§ adatabrazolasat arra optimalizal-
tak, hogy a polinomokkal valé szamolas minél gyorsabb legyen.
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o 111
- l
[Poiee [ 1] (BT, [y ] o 117
IEE tintpos ]3| Iin(pos] ‘q
N R D T O el P T

6.7. abra: z2y%2* hibas bels6 reprezentécidja

Felejtsiik el egy pillanatra, hogy a Maple minden (rész)kifejezést csak egyszer
tarol. Ezesetben a bels6 abrazolasnak megfelels iranyitott aciklikus graf egy fa
lenne. A példanknak megfelel§ reprezentdcids fa a 6.8. abran lathato.

Elnnnnnnnn
N ERERE
¥ ¥ ¥
|product| | J |product| ' [ | I ‘?roduct, | | | ‘

6.8. abra: z* + 2% — z? — x reprezentacios faja

Elhagytuk az 1, —1 és z épitSelemeknek megfelel§ adatvektorokat, ezeket a
formula elemi részeinek tekintjiikk. Az z*+ 2 — 2% — reprezentacios f4ja szintén
jol mutatja, hogy a polinom alkotérészei z4, 2%, —z? és —z, tovabba az z? rész-
kifejezés. A reprezenticios fa legfontosabb elénye, hogy sokkal attekinthetSbb,
nem annyira kusza, mint az irdnyitott aciklikus graf. Lényeges kiilénbség, hogy
mig az irdnyitott aciklikus graf egy csacspontot hasznal az azonos részkifejezések
abrazolasara, addig a reprezentacios faban ezek kiilon részfakként szerepelnek.
A fSntieket szem el6tt tartva a reprezentaciés fak a Maple kifejezések belss
struktirajanak adekvat, konnyen megérthets leirasat adjak.

Az Olvasé feje mar bizonyara zig a sok adatvektortol, irdnyitott aciklikus
graftol és reprezenticiés fatél. Taladn azon mereng, hogy képes lesz-e valaha
is megérteni a Maple kifejezések belsé abrazolasat. Vigasztaldsul annyi, hogy
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v s

a legtdbb esetben batran tamaszkodhat intuicidjara. A kétséges esetekben a
rendszer maga is segithet a bels§ adatdbrazolids megértésében. A kifejezések
felszini adattipusit a whattype eljaras segitségével hatarozhatjuk meg:
> pl :=x74 + x°3 - x°2 - x; # expanded canonical form
pl =zt 423 2% - ¢
> whattype( pl );
+

A+ jel segitségével a szamitogépes algebrai rendszer azt jelzi, hogy a kifejezés
egy Osszeg. A nops (number of operands) eljaras az Gsszeadandok szamat adja
meg:
> mnops( pl );
4

A kifejezés komponenseinek sorozatét az op (extract operands) eljaras szolgal-
tatja:
> op(pl);
zt, 28, —2? -z
Megkaphatjuk a részkifejezéseket egyenként is. Példaul az els6 tag az z negyedik
hatvinya:
> ‘first term‘ := op(1l,pl);

first term := z*

> whattype(");

> Op("");
z, 4

Itt a,,”” jel a hatvany adattipusnak felel meg.

A harmadik tag, —2%, a —1 és az 22 hatvany szorzata. A Maple rendszer a
szorzat adattipust ,* 7-gal jelzi.

> ‘third term‘ := op(3,pl);

third term := —x°

> whattype(");

> op( ‘third term‘ );

-1, z*

> op( [3,2], pl ); # 2nd operand of 3rd operand of pl

x2



6.2. Altalanositott racionalis kifejezések 153

Nemcsak a polinomok, hanem akarmilyen Maple kifejezések is szétszedhetsk
hasonlé moédon. De ne feledjiik, hogy a Maple az azonos részkifejezéseket csak
egyszer tarolja. A fenti példidban az = karakter négy kiilonb&z6 helyen fordul
el6, de a bels6 abrazolasban ezeknek egyetlen Maple objektum felel meg. Ha az
z* + z® — 22 — z polinomban z-et y-nal helyettesitjiik, akkor az y* + 4% — 4% —y
polinomot kapjuk.

Ha az Olvasé jobban meg szeretné ismerni a Maple-t, és a reprezentaciés fak
helyett az iranyitott aciklikus grafokat szeretné tanulményozni, a dismantle el-
jaras segitségével ismerheti meg a részleteket. Ez a Maple kifejezések szerkezetét
részkifejezéseikkel és azok hosszaval egyiitt jeleniti meg:

> readlib( dismantle ): # load library function
> dismantle( x~4+x"3-x"2-x );

SUM(9)

PROD(3)
NAME(4): x
INTPOS(2): 4

INTPOS(2): 1

PROD(3)
NAME(4): x
INTPOS(2): 3

INTPOS(2): 1

PROD(3)
NAME(4): x
INTPOS(2): 2

INTNEG(2): -1

NAME(4): x

INTNEG(2): -1

6.2. Altalanositott racionalis kifejezések

A kévetkezé Maple parancsok a raciondlis fliggvények bels§ 4brazolasat mutat-
jék meg:
> 1 = (y2-1) / (y-1);

_ ¥
= =1
> type( r, ratpoly ); # check if rational expression
true
> whattype( r );
*
> op(r);
1
2
S AT
Y ¥ S—1
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> op(2,1);
1
y—1
> whattype(");
> op("");
y—1,-1

> normal( r ); # normal form
y+1

Ismét csak lathatjuk, hogy a belsé adatabrazolas eltérhet a munkalapon vagy a
terminal képerny&jén lathaté kiils§ formatumtdl. A racionalis kifejezés a szam-
lalénak és a nevez$ (—1)-dik hatvanyanak szorzata. Ha a kifejezést az R(y) test

elemének tekintjiik, akkor normalizilt alakja az y + 1 polinom. Valés fiiggve-
2

nyekként tekintve azonban az

T és az y + 1 kiilonb6zdek.

Vegyiik a kovetkezd kifejezést:
> r := (sin(x)~2-1)/(sin(x)-1);

__sin(z)? - 1
" sin(z) — 1
> type( r, ratpoly );
false

Ez a Maple szerint sem racionalis fliggvény. Ha azonban sin z-et y-nal helyet-

tesitjiik, akkor visszakapjuk az eléz6 racionalis fiiggvényt. Erre rajohetiink ugy

.2
-1

is, ha a sm—zl_ bels§ adatabrazolasat vizsgiljuk az op, nops és whattype

smx —

eljarasok segitségével. Hasonlitsuk Ossze a 6.9. Abran lathaté fakat!
- 2
sin“z — 1

Azt mondhatjuk, hogy a sinx egész egylitthatds racionalis kifeje-

sinz — 1
zése. A Maple is igy gondolja:

> type( r, ratpoly( integer, sin(x) ) );

true

Ez magyarazza a kovetkezs eredményt.

> mnormal( r );

sin{z) + 1
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1 -1 1 1 -1 1
product J_‘_\ function product
2 sin x y 2

sin  x

2 2
sin“z — 1 -1 e
6.9. abra: — és 4 reprezenticios 1aja
sinz ~1 y—1

.2
sin“z — 1
A Maple a e —— kifejezést dltaldnositott raciondlis kifejezésnek tekinti.

sinz —
Amikor a rendszer erre a normal eljarast alkalmazza, tobb dolog is torténik.

Elészdr az 6sszes elemi transzcendens (trigonometrikus, logaritmus, exponenci-
alis, négyzetgyok stb. ) fiiggvény argumentumat rekurziv médon normalizalja,
majd egy-egy egyértelmd névvel helyettesitve ,befagyasztja”. Ezutin az igy
keletkezett racionalis kifejezésre alkalmazza a normal eljarast. Végiil a be-
fagyasztott kifejezéseket Gjra ,felolvasztja”. A normal és a factor eljarasok
alkalmazésa soran a Maple automatikusan elvégzi a részkifejezések befagyasz-
tasat és felolvasztasat. Néha azonban a frontend eljirassal ki kell segiteni a
rendszert, hogy egy altalanos kifejezést is racionalis kifejezésként tudjon kezelni:

> mnum := numer(r); den := denom(r);

num = sin(z)? — 1
den :=sin(z) — 1
> gecd( num, den );

Error, (in gcd)
arguments must be polynomials over the rationals

> frontend( gcd, [num,den] );

sin(z) — 1

A ged eljaras a racionalis szamok folotti polinomokat var. A frontend-et ar-
ra hasznaltuk, hogy id6legesen befagyasszuk (egyedi névvel helyettesitsik) a
sin(x)-et a num és a den kifejezésekben. Az igy kapott eredményre alkalmaz-
hatjuk a ged eljarast. Végil a befagyasztott neveket felolvasztja a rendszer.
A kovetkezs fejezetben megismerkediink a részkifejezések befagyasztisadnak egy
masik modszerével.
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6.3. Helyettesités

A kifejezések kezelésének fontos eszkize a helyettesités. Nehezen olvashat6, nagy
kifejezéseket egyszertisithetiink oly médon, hogy a részkifejezéseket kisebbekkel
helyettesitjiik. Példaul az

a b e f a b
c d g h ¢ d
—-e —f a c e f
—g —h b d g h
—a -b —-e —f e g
—c —-d —g —h f h

matrix blokkos alakban a kévetkezd médon irhaté:

X Y X
-Y XT v
-X -Y YT

ahol

[ a b , e P
Folga) 850G &)

Sok esetben lényegesen kényelmesebb az eredeti helyett a blokkos matrix hasz-
nalata.

Hossza formulak kiirasakor a Maple réviditéseket vezet be a nagyobb kézds
részkifejezésekre; ezeket rendre a %1, %2, ... cimkékkel jeloli.

Helyettesitések elvégzésére rendszerint a subs eljarast hasznaljuk. Ennek
legegyszeriibb formaja a kbvetkezs:

subs( var = replacement, expression ).

Hatasara a wvar valtozd Gsszes el6fordulasa a megadott replacement-tel helyet-
tesitGdik az expression kifejezésben. Nézziink egy példat.

> kinetic_energy := momentum~2 / (2#mass);
1 momentum?

kinetic_energy := 3 e
as

> subs( momentum = mass * velocity, kinetic_energy );
1 .
2 mass velocity®

> kinetic_energy;

1 momentum?
2 mass
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Figyeljiik meg, hogy a kinetic_energy valtozo a helyettesités utan is megtartja
eredeti értékét. Ezt csak értékadassal lehet megvaltoztatni.

> kinetic_energy := subs( momentum = mass * velocity,
> kinetic_energy ):
> kinetic_energy;

1 S h
5 mass velocity

A kovetkezs két példa azt mutatja, hogy a helyettesités eredményét a rendszer
egyszertsiti, de nem értékeli ki. Err6l magunknak kell gondoskodnunk.

> # substitution but no evaluation
> subs( x=0, cos(x) * ( sin(x) + x2 + 1) );

cos(0) (sin(0) + 1)

> eval("); # extra evaluation

1

> sum( 1 / binomial(n,k), k=1..n );
> s
binomial(n, k)
k=1
> subs(n=3,") = eval( subs(n=3,") );

A PN
4~ binomial(3, k) 3

Ha azt akarjuk, hogy a kiértékelés automatikusan megtorténjen a helyettesi-
tés utan, elegendd a kivetkezd parancsot beirni (elhelyezhetjiik az inicializald
fajlunkban is):

> macro( subs = eval @ subs ):

FErre vonatkozoban lasd a 8.7. alfejezetet is.

A t6bbszoros helyettesitésre példaként tekintsiik a Maple-ben a kévetkezs
modon leirhaté kett6s helyettesitést:

subs( varl = replacementl, var2 = replacement, expression ).

Ezen kett6s helyettesités hatasara elGszér a varl valtozd Osszes eléfordulasa
replacementl-gyel helyettesitddik az expression kifejezésben, majd az igy kapott
kozbiils6 eredményben wvar? Osszes el6fordulasat cseréli ki replacement2-vel a
rendszer. Altaldnosan is igaz az, hogy t6bbszoros helyettesités esetén a meg-
adott helyettesitéseket balrél jobbra haladva alkalmazza a Maple a megfelels
részeredményekre. A helyettesitésnek ezt a formajat szekvencidlis helyettesités-
nek nevezzik. Két példa:
> "kinetic_energy := momentum~2 / (2+mass);
1 momentum?

kinetic_energy := 3 .
$S
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> subs( momentum = mass * velocity,
> velocity = acceleration * time, kinetic_energy );

3 mass acceleration?® time?
> expression := 1 + tan(x)~2;
ezpression := 1 + tan(z)?

> subs( tan(x)

= sin(x)/cos(x), sin(x)"2 = 1 - cos(x)"2,
> expression );

14 1 — cos(z)?
cos(z)?
> mnormal(");
1
cos(z)?

A szekvencialis helyettesitésen kiviil tgynevezett szimultdn helyettesitést is vé-
gezhetiink. Ehhez csupén a helyettesitéseket leiré egyenleteket kell egy halmaz-
ba vagy egy listaba 6sszefoglalni:

subs( {var! = replacementl, var2 = replacement2}, expression ).

A szimultan helyettesitésnél az ezpression kifejezésben az sszes helyettesités
egyszerre torténik. Pontosabban kifejezve a Maple bejirja a kifejezést repre-
zentald fat, és minden egyes részkifejezést balrol jobbra haladva 6sszehasonlit
a helyettesitéseket definialé egyenletek baloldalaval. Ha valahol egyezést talal,
akkor az eredeti kifejezésben az adott részkifejezést a megfelels egyenlet jobb
oldalaval helyettesiti. A kivetkezd példak jobban érzékeltetik a szekvencialis és
a szimultan helyettesités kozti killonbséget:
> subs( x=y, y=z , x*y~2 ); # sequential substitution

2’3

> subs( { x=y, y=z }, x*y~2 ); # simultaneous substitution

y 2’
> subs( a=b, b=c, c=a, a + 2%b + 3x*c );

6a
> subs( { a=b, b=c, c=a }, a + 2%b + 3%c );

b+2c+3a

> subs({ p=q, gq=p }, £(p,q) ); # interchange p and q

f(q, p)
> [a+b=d,a=b"2,b=c"~2];

[a+b=d, a=0b=c?

> subs( ", (atb)~2xbxa );
d? ¢ bv?
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A subs eljaras nem csak valtozékat, hanem nagyobb részkifejezéseket is képes
helyettesiteni. A helyettesités azokra a részkifejezésekre korlatozodik, melyeket
a rendszer fOlismer. Ez azt jelenti, hogy csak azok a részkifejezések helyet-
tesithet6k, amelyeket az op eljaras (ismételt) alkalmazasaval el tudunk érni.
Példaul:
> exprl := xxy + 2Z; expr2 := x*xy*z; expr3 := (x¥y)~2;
exprl :==zy+z
expr? :=zyz

expry := % y?

> subs( x*y = w, exprl );

w+z
> subs( x*y = w, expr2 );

TYz
> subs( x*y = w, expr3 );

22y
> op( exprl );

TY, 2
> op( expr2 );

x’ y,z
> op( expr3 );

2%, y’

Mivel a masodik és a harmadik kifejezésben el6fordulé x*y szorzatot a Maple
nem tekinti részkifejezésnek, kozvetleniil nem is helyettesithets ez a szorzat. Ha
mégis erre van sziikségiink, akkor példaul a kivetkezs médon jarhatunk el:
> subs( x =w/y, expr2 );
w2z

> subs( {x = w, y = 1}, expr2 );
w2z

> subs( x*y*z = product*z, expr2 );
product z

Az utolsé helyettesitésnek csak akkor van értelme, ha expr2 egy x-et tartalmazé
nagyobb formula része, s a tGbbi x-et tartalmazé részkifejezésnek valtozatlanul
kell maradnia. Teljesen hasonléan
> expression := a + b + c;
ezpression :=a+b+c

> subs( a + b = d, expression );
at+b+ec
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> subs( a =d - b, expression );
d+c

> subs( {a = d, b = 0}, expression );
d+c

> subs(a+ b+ c

d + ¢, expression );
d+c

A Maple rendszer tartalmazza az algsubs (algebraic substitution) eljarast,
melyet ,matematikai’ helyettesitések végrehajtasara terveztek. (Ez nem csak
-szintaktikus helyettesitésen alapul, mint a subs.) A fenti példara alkalmazva a
kévetkez6t kapjuk:
> algsubs( a + b = d, expression );
d+c

Az algebrai helyettesités nem mindig egyértelmd. Mi legyen példaul
algsubs(a+b=d,a+2%b+3x¢)

eredménye?
b+d+3=+*c

vagy
—a+2xc+2xd?

Es ha mindkét valasz lehetséges, hogyan oldhaté ez 617 A problémara részleges
megoldast ad az algsubs két opcionalis argunemtuma, melyekkel elSirhatjuk

e a valtozék rendezését,

e az exact és a remainder opcidk koziil pontosan egyet.

A valtozok rendezésével arrdl informélhatjuk a Maple-t, hogy mely valtozo-
kat szeretnénk leginkibb latni az eredményben. A remainder moédban (ez az
alapfoltételezés) a mintik el6forduldsainak megkeresése altalanositott maradé-
kos polinomosztas segitségével torténik. Az exact médban, ha a minta Gsszeg
mondjuk p; + p,, akkor egy részkifejezésben, példaul ¢; + ¢2-ben akkor és csak
akkor hajtédik végre a helyettesités, ha fi + fo = ¢ x (t1 +t2) valamely c egyiitt-
hatoval. Figyeljiik meg, hogy polinomosztasrél beszéltiink; az algsub csak egész
kitevSs egytagokbél 4116 mintakkal és kifejezésekkel mukodik. Vagyis o2 alaka
mintakat és kifejezéseket az algsub nem vesz figyelembe. Példakkal vilagitjuk
meg a helyzetet:

> algsubs( a +b =4, a+ 2¥b + 3%c );

d+b+3c

> algsubs( a + b =4, a + 2%b + 3%c, ’exact’ );
a+2b+3c

> algsubs( a +b =4d, a + 2%b + 3*c, [a,b] ); # a<b
d+b+3c
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> algsubs( a + b =4d, a+ 2%b + 3%c, [b,a]l ); # b<a
—a+2d+3c
> algsubs( a"2 + 1 =4d, (a~2+1)"4 + a~3 + 2%a~2 + 1 );
d*+(-1+d)a—1+2d

algsubs( a~2 + 1 = d, (a~2+1)"4 + a~3 + 2%a~2 + 1,
> ’exact?’ );

\

d+ad®+2a2+1

Figyeljiik meg a kiilénbséget:
> subs(a2=d -1, (a~2+1)"4 + a~3 + 2%a~2 + 1 );
d*+a®—1+2d

Az algsubs egyik fontos alkalmazasa a hatvanysorok csonkitésa:

> sum( x"k, k=-5..5);
1 1 1 1 1
—+S+5+t5+-+1l+z+22+2a8 +2t +5°
oz T T T
> algsubs( x~3 =0, " );
1 1 1 1 1 9
Z—5+;Z+x—3+;2-+;+1+a:+x
> algsubs( 1/x"3 =0, " );
1 1 9
1+ 5 +=-+z+z
T X

Az algsubs altalanositott racionalis kifejezésekre is miikodik:

> algsubs( sin(x)"2 + cos(x)"2 = 1,
> sin(x)"2 / ( sin(x)"3 + cos(x)"3 ) ):
sin(z)?
—sin(z)? cos(z) + cos(z) + sin(z)?3

> algsubs( sin(x)~2 + cos(x)"2 =1,
> sin(x)~2 / ( sin(x)~3 + cos(x)"3 ), [cos(x),sin(x)] );

sin(z)?

—sin(z)? cos(z) + cos(z) + sin(z)?

Az algsubs technikailag némileg kiilonbézik a subs-tél:

e nem végezhetiink egy parancsban szekvencialis vagy szimultan helyettesi-
tést,

e 3 helyettesités utan automatikus kiértékelés torténik,

e az eljarasneveket és az indexeket nem kezeli.

Zaropéldank a polinomokkal végzett szdmolassal kapcsolatos:

> algsubs( x*y~2 = s, x"3%y"4 );

321,‘
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> algsubs( x*y~2 = x*xy, x"3%y~4 );
2342
Itt azt lathatjuk, hogy a helyettesits kifejezés tartalmazhat olyan valtozokat,
amelyek a mint4ban is elsfordulnak. Példankban az z3y* kifejezés folirhato
z(zy?)? alakban is, ezzel magyarazhaté a helyettesitéssel kapott eredmény. Imp-
licit médon a Grobner bazisokat realizalé grobner csomagot is félhasznalhatjuk,
ha a simplify eljarast mellékfoltételekkel alkalmazzuk:
> simplify( x~3*y~2, {x*y=s}, [y,x,s] );
s’z
> simplify( x~3%y~4, {x*y~2=x*y}, [y,x,s] );
3y
Az utols6 példa azt mutatja, hogy a mellékfoltételt a rendszer egészében tekinti,
azaz a jobb oldal az alkalmazott egyszertisitési szabaly része lesz. A mellékfol-
tételekkel megadott egyszertisitésre a 14.7. alfejezetben tériink vissza.
Mikor a Maple azt ellenérzi, hogy egy bizonyos kifejezés el6fordul-e egy szim-
bolikus kifejezés részkifejezéseként, a szamitégépes algebrai rendszer bejarja a
teljes reprezentaciés fat. A helyettesités a Maple-ben globalis jellegi: a he-

lyettesitendd részkifejezés minden egyes eléfordulisa helyettesit&dik az eredeti
kifejezésben, illetve a részeredményekben:

> expression := (x+y)~2 + x;
expression := (z +y)? +
> op( expression );
(z+9)? =
> op( op( 1, (x+ty)"2) );
T,y
> subs( x = z, expression );
(z+y)? +2
A helyettesités esetén tehat nagyon fontos tudni, hogy a Maple hogyan épiti fel
a kifejezéseket, és mely részkifejezéseket képes a rendszer f6lismerni.

Ne felejtsiik el, hogy a Maple a k6z0s részkifejezéseket csak egyszer tarolja.
A subs eljaras végrehajtasakor a megfelel§ részkifejezés minden el6forduldsa
helyettesitésre keriil. Van azonban egy maésik lehet6ség: a subsop (substitute
operands) eljaras segitségével a kifejezés egy vagy tObb operandusét helyette-
sithetjiitk. Példaul a

subsop( numl = replacementl, num2 = replacement2, ezpression )
utasitis hatasara az expression kifejezés op( numl, ezpression ) és op( num?2,
ezpression ) részkifejezései egyidejiileg helyettesit6dnek a replacementl-gyel, il-

letve a replacement2-vel. A

subsop( [i,j] = replacement, expression )
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hatasara a megadott kifejezés i-dik operanduszanak j-dik operandusza helyet-
tesitédik az altalunk specifikilt replacement-tel. Néhany példaval illusztraljuk,
hogyan miikédik mindez:

> expression := x"2 + x + 1/x;

expression := 2 + x + —
z

> subsop( 3 = y, expression ); # replace 3rd operand
?+z+y

> subsop( 3 = 0, expression ); # replace 3rd operand

2tz

> subsop( 1 =2z, 2 =y, expression );

1
z2+y+ =
z
> subsop( [3,1] = y, expression );
9 1
' t+z+ -
y
> 1+ 1/(1+cos(x"2+1/x°2));

1
1+

1
1+ cos(z? + ;5)

> subsop( [2,1,2,1,2] =y, " );
1

(I i e
1 + cos(z2 + y)

> subsop( 0 = J, BesselJ(1,x) );
J(, z)

A példék j6l mutatjsk a subsop eljaras lokalis jellegét. Csak a kifejezés mega-
dott részeiben torténik helyettesités, minden mas operandus érintetlen marad.
Ez éppen az ellenkezSje a globalis jellegl subs eljarasnak, amellyel egy vagy
tObb részkifejezés Osszes el6fordulasat helyettesitjiik, fiiggetleniil attél, hogy ezek
hol fordulnak el§ az adott kifejezésben. Ha csak a szimbolikus kifejezés vala-
mely részével kell dolgoznunk, akkor jél ki tudjuk hasznilni a subsop lokalis
viselkedését. Az eljaras masik elénye, hogy nem kell Gjragépelniink az esetleg
igen nagy helyettesitendd részkifejezést. Két példa:
> poly:= ( x72 + y~2 + 2*%xxy ) * ( (xt+y)~2 + 1);
poly := (22 +y* +22y) (z + ¥)*> + 1)

> factor( poly );
(z+y)? @ +y*+2zy+1)

> subsop( 1 = factor( op(1, poly) ), poly );
(z+9)* (z+9)"+1)
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> expression := (x72 + 2¥x + 1)°2 + (x72 - 2*x +1)"2;
expression := (2 + 2z + 1) + (2% — 22+ 1)?

\%

factor( expression );
2z* +122° + 2

\%

subsop( 1 = factor( op(l,expression) ),
> 2 = factor( op(2,expression) ), expression );

(z+1)*+ (z — 1)*
Mivel gyakran van sziikség kifejezések operanduszain végzett hasonlé miveletek-

re, két konyvtari fiiggvénnyel, az applyop-pal és a map-pel tehetjiik kdnnyebbé
életiinket. Ezek miikodését szintén az el6z8 példakon mutatjuk be:

> applyop( factor, 1, poly );
(@+y)* (@ +y)* +1)

Valoban, az
applyop( fune, index, expression )
parancs hatisa ugyanaz, mintha ezt irtuk volna:
subsop( index = func( op( indez, expression ) ), expression ).

A maésodik példaban a kifejezés elss szintjén talalhat6 6sszes operanduszra aka-
runk egy fiiggvényt alkalmazni. Erre a feladatra a map eljaras a legalkalmasabb.
> map( factor, expression );
(z+1)*+(z-1)*

A map( procedure, ezpression ) parancs hatisa a kivetkezs: a procedure eljarast
alkalmazzuk kiilén-kiilon az ezpression kifejezés minden egyes operanduszara,
majd az eredményekbdl az eredetivel azonos tipusa kifejezést allitunk ossze, vé-
giil automatikus egyszerisitést hajtunk végre (amely természetesen még meg-
valtoztathatja a kifejezés tipusat). A 8.8. alfejezetben még visszatériink a map
eljarasra.

Jegyezziik meg, hogy az els6 példaban a helyettesitést végrehajthattuk volna
a kovetkez6 modon is:

> subs( x+y = z, poly );

(2 +y2+2zy) (22 +1)

> factor(");
(z+y)? (22 +1)

> subs( z=x+y, " );
z+y)?(z+y)?+1)
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A részkifejezések id6leges helyettesitésének technikija, vagyis amikor egy rész-
kifejezést egy valtozoval helyettesitiink, a részeredményekkel tovabb szamolunk,
majd visszahelyettesitjiik a ,befagyasztott” részkifejezést, gyakran hasznalatos
egyszeriisitési stratégia. Most ennek a moédszernek tjabb llusztracidja kivetke-
zik:

> expression := (x+y)~2 + 1/(x+y)~2;

expression := (z +y)? + TP

N B ——— 5 B b numerator
Az (z + y)” hatvany kitejtése nélkiil szeretnénk ezt a kifejezést — —
. 0 j . e enominator
alakra hozni. A normal eljards nem egészen azt adja, amit mi szeretnénk.

> normal( expression );
st +622y? +4x3y+4zyP +yt +1
(z +y)?
Ha azonban az = + y kifejezést idGlegesen egy 1j valtozdval, mondjuk z-vel
helyettesitjiik, normalizaljuk az igy kapott racionalis fliggvényt, és végiil vissza-
helyettesitjiik az « + y-t z helyére, akkor a kivant eredményt nyerjiik:

> subs( x + y = z, expression );

1
Z2+;
> normal(");
2t +1
7
> subs(z=x+y, " );
(z+y)*+1
(z +y)?

Mivel egy hossztt Maple szekcié soran nem mindig kénnyd visszaemlékezni arra,
hogy milyen valtozékat hasznéltunk és milyen helyettesitéseket alkalmaztunk,
sokszor j6! jonnek a Maple rendszer freeze és thaw segédfiiggvényei. Amikor
ezeket hasznaljuk, a Maple maga valaszt 4] neveket a részkifejezéseknek, és
nyomon is koveti felhasznalasukat. A fenti példa igy is megoldhato:

> readlib( freeze ): # load the library function
> subs( x+y=freeze(x+y), expression );

freeze/ RO + —1—2
freeze /RO

> normal(");
freeze/RO* + 1
freeze/ RO®
> thaw(");
(z+y)*+1
(z +y)?
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Ezt az alfejezetet néhany olyan egyszeri példaval zarjuk, melyek a specializalas
problémait illusztraljsk:
> integrate( 1/(x-a)"2, x = 0..2 );
1 1

—24a a
A Maple sikeresen megoldott egy 4ltaldnos problémat (az a paraméternek még
nem adtunk értéket). Ha azonban specializaljuk a-t, furcsa eredményekre ju-
tunk. Az integralba a = 1-et helyettesitve pozitiv integrandus mellett negativ
integralértéket kapunk!
> subs(a=1, " );

=2

1
Ha kézvetleniil az [ ——— dz integralra kérdeziink ra, a Maple megadja a
0 (g —1)2

)
helyes valaszt.
> integrate( 1/(x-1)"2, x = 0..2 );
00

Sajnos, nem segit a Maple-ben annak f6ltételezése, hogy a 0 és 2 kozott van.

Tekintsiik a kovetkezd a-t6l fliggd parameéteres egyenletet.

> eq := (a”2-1) * x~2 + (2%a~2+a-3) * x + 2%¥a - 2 = 0;

eq:=(a’> - 1)z + (2a* +a-3)z+2a—-2=0

Az a = 1 esetben trivialis egyenletet kapunk.

> subs(a=1,");

0=0

Az altalanos esetet megoldva, majd a = 1-et helyettesitve csak két megoldast
kapunk.

> solve( eq, x );

1
-, -2
a+1’
> subs( a=1, {"});
-1
L)
{ I 2 }
Hatarozzuk meg az M = ( (1) (11 ) matrix Jordan-féle normélformajat.

> with(linalg):
Warning, new definition for mnorm

Warning, new definition for trace

> A := matrix([[1,a],(0,1]11);

Ar=
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> jordan(");
11
0 1
Ez az eredmény nyilvinval6an nem helyes, ha a = 0.
> B := matrix([[a,1],[0,111);
a 1
0 1

B =

> jordan(");

Az el6z6 eredmény nem érvényes az a = 1 esetben.

6.4. Gyakorlatok

f6] a megfelels DAG-ot és a reprezentacios fat. Irjuk le mindazokat a részkifeje-
zéseket, amelyeket a Maple {6lismer. Valaszunkat tAmasszuk ala a whattype,
nops és az op eljarasok alkalmazasival. A dismantle, addressof, pointto,
disassemble és assemble utasitisok segitségével részletesen ellendrizhetjiik
valaszunkat.

3
1
kifejezést az i) +1 kifejezésbe
z+y

1
2. Transzformaljuk 4t az (z +y)2 + o

és forditva.

3. Transzforméljuk it az

2
2 1+ ———
it +$2+2.’c+1
kifejezést az
(z+1)*+1
(z+1)2

kifejezésbe és forditva.

4. Magyarazzuk meg a kiovetkezd helyettesités eredményét:

> x~2-x+1/x-1/x"2;

" 1 1
P -z+=—=
T x
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> subs(-1=1,");

1
z° +2z+ =
s
5. Hozzuk az
(z+1)1° -2y L T
(z+ )19 (z+y)®  (z+y)°
kifejezést az
(+1)0—y
(z +y)t°

alakra.



7.

Polinomok és racionéalis kifejezések
kezelése

Bz a fejezet a polinomok és a racionalis kifejezések kezelésének szisztematikus
ismertetését tartalmazza. A kévetkez§ miveleteket vizsgaljuk: polinomok és
racionalis kifejezések kifejtése, szorzatts alakitdsa, normalizalasa, Gsszegydjté-
se és rendezése. A racionalis szamok f6lotti kifejezések kezelése mellett méas
tartoméanyok (véges testek, algebrai szamok és algebrai fliggvénytestek) folotti
kifejezéseket is tekintiink. Tovabbéa révid elméleti bevezetSt nydjtunk a kanoni-
kus és a normélalak szerinti egyszerisitésekhez.

7.1. Kifejtés

Tételezziik o1, hogy az (2% — z)(x? + 2z + 1) polinomot faktorizalt alakjabél az
z* + 1% — 22 — z kifejtett kanonikus alakjara kivanjuk transzformalni. Hasznal-
hatjuk az expand eljarast, sziikség esetén az eredményt a sort-tal rendezhetjiik.
Az expand elGszor 6sszeszorozza a tényez6ket, majd masodik lépésként Gssze-
vonja a hasonlé tagokat. Példankban az els6 lépés az x4+ 223 + 22 — 23 — 222 — 2
kifejezéshez vezet, a rendszer ezt az £* + 2% — 2?2 —z polinomma egyszertsiti. (Ha
mar korabban is el6fordult, s emiatt a memoéridban megtalalhaté ez a polinom,
esetleg mas lesz a tagok sorrendje; ezen a sort eljarassal segithetiink.)

> partially_factored_form:= (x"2-x) * (x~2+2xx+1);

partially_factored_form := (22 — z) (z? + 2z + 1)
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> expanded_form := expand( partially_factored_form );

ezpanded_form :=z* + 2° — 2% — z

A Maple az Gsszegek szorzataira a disztributiv azonossigokat alkalmazza. Ez
legjobban egy egyszerd példaval szemléltethetd:

> factored_form := (atb) * (c+d);
factored_form := (a+b) (¢ + d)
> expanded_form := expand( factored_form );

expanded_form :=ac+ad+ be+ bd

A Maple expand eljarasa elvégzi az Gsszegek Osszeszorzasat, ezutin a Maple
egyszerlisitd eljardsa automatikusan Osszegydjti a hasonlo tagokat. Ezeket a
lépéseket egyiittesen alkalmasabb a teljes kifejtés szakkifejezéssel illetni. Utolsé
példank esetében a szorzatalak kifejtését a kovetkezd kétlépéses mechanizmussal
irhatjuk le: el8szor a szorzatalak az a(c + d) + b(c+ d) alakba transzformalodik,
majd a rendszer ezt a kéztes kifejezést a végs6 ac+ ad + be + bd alakra transzfor-
malja at. Ha el akarjuk keriilni ezt a méasodik 1épést, akkor az expand eljaras
hivasakor kell specifikilnunk, hogy a ¢ + d részkifejezést valtozatlanul akarjuk
hagyni:
> partially_expanded_form := expand( factored_form, c+d );
partially_expanded_form := (c+d)a+ (c+d)b
Az expand eljaras G6sszegek egészkitevSs hatvanyait is kifejti oly médon, hogy
ezen Osszeg ismételt szorzatanak tekinti az egészkitev6s hatvanyt:
> power := (x+1)"3;
power := (z + 1)°
> expand(");
2322 +3z+1
A negativ kitevés hatvanyokat az expand érintetleniil hagyja:
> power := (x+1)~(-2);

1
power = ((1:——{—]__)2

> whattype(");
> op( power ):

z+1, -2
> expand( power );

1
(z+1)2

Ha az uto6bbi kifejezést (z + 1)2 nevezsjii racionalis kifejezésnek tekintjiik, akkor
a nevezdt kiilon ki tudjuk fejteni:
> 1 / expand( denom(") );

24+ 2z 41
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A Maple nem fejti ki az egészt6l kiilonb6z6 kitevss hatvanyokat sem:
> power := (x+1)7(3/2);
power := (z + 1)3/2

> expand(");
(.’IJ+ 1)3/2

Racionalis kifejezések esetében az expand hatisara csupédn a szdmlaléban 1évé
Osszegek fejtédnek ki:

> (x+1)72 / ((x~2+x)*x) ;

(z+1)*
(z2 +2x2)z
> expand(");
G 2 1
2+ +:1:2+:1; ¥ (z2+z)z

Eddig csak az egészek f616tt definialt polinomok és racionalis fiiggvények kifejté-
sét tekintettiik. Ha véges gytrik, algebrai szamok vagy algebrai fiiggvénytestek
folott definialt polinomokkal dolgozunk, akkor az expand eljiras Expand nevd
tétlen formajat kell hasznalnunk, sziikség esetén az evala (evaluate in a con-
text of algebraic numbers or function fields) eljarassal kombinalva. Nézziink
erre néhany példat.

o Kifejtés Zg f6lott.
> Expand( (x+1)"8 ) mod 8;
® +42% + 62! + 427 +1
o Kifejtés Q, fol6tt, ahol a a 2° + z + 1 polinom gydke.

> alias(alpha = RootOf( z°5 + z + 1, 2)):
> (x+alpha)~5;
(z + a)®
> evala( Expand(") );
P +5azr +10022° +10a2 22 + 50tz —a—1

o Kifejtés Zs(a) f6ldtt, abol @ a 2° + z + 1 polinom gydke.

> Expand("") mod 5;
P +da+4

e Kifejtés a Q(+/1 + y) algebrai fiiggvénytest f616tt.

Emlékeztetiink arra, hogy Q folotti algebrai fiiggvényen olyan fiiggvényt
értiink, amely anullal valamely racionalis fiiggvénytestbdl vett egyiittha-
t0s egyvaltozos polinomot. Példankban /1+y a Q(y) racionalis fiigg-
vénytestbdl vett egyiitthatokkal folirt 22 — 1 — y polinom gydkeként van
definidlva.
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> alias( beta = Root0f( z°2 - 1 -y, z ) ):
> (x+beta)~2;
(z +B)?

> evala( Expand(") );
2428z + 14y

7.2. Szorzatti alakités

A factor Maple eljaras az expand ,nagy testvére”. A polinom Q f515tt irredu-
cibilis tényez6kkel folirt szorzatalakjat szamitja ki. A kapott eredmény, amelyet
faktorizdlt normdlformdnak neveziink, a szorzétényezdk sorrendjétdl eltekintve
egyértelmi. Az eljaras racionélis kifejezésekre is alkalmazhaté, ekkor a szamlalé
és a nevezd faktorizalasa el6tt a k6zos tényezdket torli a rendszer.

Az 5.1. alfejezetben mar lattuk, hogy a Maple képes kiilénbdzé tartoméanyok
folotti polinomok faktorizalasara. Most tovabbi példakat mutatunk be. Vé-
ges testek és algebrai fiiggvénytestek fol6tti polinomok esetében sziikség lehet
a Factor tétlen forma hasznalatira. A Maple véges testek f5l6tti egyvaltozos
polinomok esetében Cantor és Zassenhaus [33], valamint Berlekamp [16] algo-
ritmusét hasznalja, tobbvaltozos polinomokra a [133, 202] szerinti Hensel-féle
féloldast végez. Algebrai szamok és fliggvénytestek folott értelmezett polinomok
faktorizalasara Lenstra [129] és Kronecker—Trager [182] eljarasat alkalmazza.

e Faktorizalas Q(v/'6) folott:
> factor( 8#x~3 - 12%x, sqrt(6) );
2(2z-V6)(2z+V6)z
o Faktorizalas a Zoq,Z3 és Zs véges testek f6l6tt:
> x4 + 1;
zt+1
> Factor(") mod 2;
(z +1)*

> Factor("") mod 3;
(2 +2+2) (2?2 +2z+2)

> Factor(""") mod 5;
(22 +3) (z* + 2)

o Faktorizalas Z(a) folétt, ahol a a 27 + 2% + 1 polinom gyokét jelenti:

> alias( alpha = Root0f( z°7 + 23 + 1, z ) ):
> x77 + 6%alpha~3 + 6;
' +6a°+6
> Factor(") mod 7;
(z+a)
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e Faktorizalas a Q(v/1 + y) algebrai fliggvénytest folott:

> alias( beta = Root0f( z°2 - 1 -y, 2z ) ):
> x72 + 2%beta*x + 1 + y;

22 4+28z+1+y
> factor( x~2 + 2*beta*x + 1 + y, beta );

(z + B)?

A 83 — 12z polinom faktorizalasanal szinte a ,semmib6l” bukkant 5] a racio-
nalis szamtest bovitése v/6-tal, ami a teljes faktorizaciohoz sziikséges. A Maple
a split eljarassal maga is meg tudja hatarozni tetsz6leges egyvaltoz6s polinom
folbontasi testét:

> readlib( split ): # load the library function

> split( 8*x~3 - 12*x, x );

8(z+ % RootOf(_Z* — 6)) (z — %RootOf(_Z2 —6)z

> convert( ", radical );
1 1
8(z+§\/§)(z— E\/f‘s)ac

Példa Q f6l6tt irreducibilis polinomras:
> p = x4 + 2%xy~4,
pi=at4+2y*

o Faktorizalas a v/2-vel és I-vel végzett testbovités folott:

> factor( p, { sqrt(2), I} );
(2% — Ty2V2) (2% + [ y® V2)

e Faktorizalas Z 3 f6lott:

> Factor( p ) mod 3;
2y +2) (y* +2°) (y +2)

o Faktorizilas a GF(9) Galois-test (azaz Z3 algebrai kiterjesztése az o2 — 2
irreducibilis polinommal) f616tt:
> alias( alpha = Root0f( z"2 - 2, 2z ) ):
> Factor( p, alpha ) mod 3;
2(y + 2z) (y + RootOf (_Z% + 1) z) (y + 2RootOf(_Z2 + 1) z) (y + z)

> convert( ", radical );
2 +22)(y+Iz)(y+21z)(y+2)

Az AFactor eljaras a komplex szamtest fol6tti t6bbvaltozos polinomok teljes
faktorizalasat szamitja ki:
> evala( AFactor( x~3 + y~3 ) );
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(z + (RootOf(_Z% — _Z + 1) — 1) y) (x — RootOf(_Z% — _Z + 1) 3)
(y+z)

> convert( ", radical ); # go to radical notation
1 1 1 1
(z+(*§ —51—\/5)1!)(37—(5—51\/5)1/) (y + )

A polinomok factor-ral végzett faktorizdlasanak egyik els§ lépése lehet a
négyzetmentes faktorizdcid elGallitisa. Egy nem konstans polinom négyzet-
mentes faktorizaciéja cp; p2p3 ... alaka szorzat, ahol c racionalis konstans,
D1, P2, P3,... pedig tObbszoros tényezék nélkilli relativ prim polinomok. A
Maple rendszerben a négyzetmentes faktorizaciot kdzvetlen konverzi6val vagy
az sqrfree eljaras hivasaval szamithatjuk ki:

> x4 + x73 - x72 - %3

o2t -2 -2

> convert( ", sqrfree );
(x—1)z(z + 1)

> sqrfree("");
[lv [[:22— 1, l]a [.’I:, 1]’ [:I:+1, 2]]]

Amennyiben szamitasainkat a Zo kételemii test folott végezziik, az utobbi poli-
nom négyzetmentes faktorizaciéja x(x+1)3-nel egyenls. Ez a Maple rendszerben
a kévetkezGképpen kaphat6é meg:

> Sqrfree(""") mod 2;

(L, [[2, 1], [z +1, 3]]]

7.3. Kanonikus alak és normalalak

Kifejezések egyszeriisitése vagy kezelése kapcsan mar taladlkozhattunk néhany-
szor a kanontkus alek és a normdlalak szakkifejezésekkel. Megéri kicsit hosszab-
ban id6zni ennél a témanal, még ha ez egy elméletibb jellegli kozjaték lesz is.
Részletes attekintést a [26]-ban talalhatunk.

Az egyszeriisités f6 problémaéja abban 4all, hogy egy matematikai kifejezés sz4-
mos ekvivalens formaban fslirhaté, ugyanakkor nem mindig kénnyd folismerni
az ekvivalenciat. Példaul a harmadik Hermite-polinom 8 23 — 12 z-szel egyenl§,
de k6nnyen megadhaté négy, ezzel ekvivalens formula:

z(82% — 12)

4z(2z% - 3)

2z(2z — v/6)(2z + V/6)
(2z)3-6-(2x)

Melyik a legegyszeribb forma? Ha azt akarjuk hangstlyozni, hogy ez 2 z-nek
polinomja, akkor természetesen a 2z(2x —/6)(2z+v6) ésa (22)> -6-(2z) a
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megfelels jeloltek. Ha kritériumként a tagok szamét vessziik, akkor a 8 2% — 12z
ésa (2z)® — 6 (2z) lenne a két esélyes.

Meég vilagosabban specifikalt hasonlé feladat az ugynevezett zérus ekvivalencia
probléma, vagyis annak eldontése, hogy egy kifejezés egyenl6-e nulldval. De még
ez is lehet nehéz, mint példaul a

1 1
In tan(Ez # Z’II') — arcsinhtanz = 0

kifejezés vizsgalata Ennek az egyenlGségnek az ellendrzése nem trivialis feladat.

Az egyszertisitési problémat altaldnosan a kovetkez6képpen kezelhetjiik. Le-
gyen £ szimbolikus kifejezések (példaul az egészek f616tti egyvaltozos polinomok)
egy osztalya, és legyen ~ az £-n értelmezett ekvivalenciarelacié. Egy ekviva-
lens, de egyszertibb kifejezés megtalalasanak problémajat tgy jellemezhetjiik,
mint egy olyan &: £ —+ £ kiszamithaté transzformécié megkeresését, amely
azzal a tulajdonsaggal bir, hogy minden ¢ £-beli kifejezésre

Sit)y~t & S(t) =<t

Itt a < valamilyen egyszertsitési koncepciét jeldl: s < ¢ jelentése ,,s egyszeribb
E-ben, mint t". Ez példaul a kovetkezSket jelentheti: ,,s-nek kevesebb tagja
van, mint t-nek”, ,,s kevesebb memériat hasznal, mint ¢”, vagy ,,s olvashatébb,
mint #’. Azt mondjuk, hogy az s és a t kifejezés megegyezik (azonos), és ezt
s = t-vel jelsljiik, ha s és t ugyanazon alapelemekbdl ugyanigy épiil fol, vagy
még pontosabban, ha mindkettének ugyanaz az irdnyitott aciklikus graf felel
S-et kanonikus egyszerdsitének nevezziik £-n, ha S olyan kiszamithaté eljaras,
hogy minden £-beli s-re és t-re

St)~téss~t = S(s)=S5(@).

A kanonikus egyszersit6 minden ekvivalenciaosztalybél egy egyértelmi kitiinte-
tett elemet valaszt ki, ezt kanonikus alaknaek nevezziik. Egyvaltozos polinomok
kifejtett kanonikus alakjat a kovetkezéképpen kaphatjuk meg :

(i) rekurziv médon elvégezziik az Gsszegek Osszeszorzasat,
(i1) Osszegytjtjiik az azonos kitevsjid tagokat,

(iii) elhagyjuk a folosleges tagokat, a megmaradokat pedig a kitevék csckkend
sorrendjében rendezziik.

A kanonikus egyszertisitéssel szemben tamasztott kdvetelmények nagyon ma-
gasak, és nem is érhet6k mindig el. Az egyszer(isités egy gyengébb forméija a
normdl egyszerisités. Tegyiik f6l, hogy £-ben létezik egy 0-val jeldlt kitiintetett
elem. Az S normdl egyszerisité £-n olyan kiszadmithaté eljaras, hogy minden
E-beli s-re és t-re a kidvetkezdk igazak:

St)y~test~0 = S(t)=5(0).
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A t kifejezést normdl formdjinak nevezziik £-ben, ha S(t) = ¢. A normaélalak
tehat nem sziikségképpen egyértelmii az Gsszes ekvivalenciaosztalyban (kivéve a
0-t tartalmazé osztalyt).

Egyvaltozds polinomok kifejtett normalforméaja, amelyet korabban gytijtott
formanak neveztiink, a kdvetkezdképpen kaphat6 meg:

(i) rekurziv médon elvégezziik az Osszegek Osszeszorzésat,
(ii) 6sszegytijtjiik az azonos kitevsji tagokat, végiil
(iii) elhagyjuk a folésleges tagokat.

A normal egyszerdsités altalaban konnyebb, mint a kanonikus egyszertsités. Po-
linomok normélformajara tovabbi példakat szolgiltat a négyzetmentes alak és a
Horner-forma (az a zardjelezett alak, amelyet gyakran hasznalnak hatékonyséagi
okokbol).

> poly := expand( (x+y+z) 2% (x+y+1) );

poly =23+ 322y + 22 +3z9y% + 2zy+ 2222+ 4z 2y + 222+ 9°
+y? +2y% 24 2yz+ 22z 4+ 22y + 22

> readlib(cost)( poly);
14 additions + 32 multiplications

> horner_form := convert( poly, ’hormer’, [x,y,z] );

horner_form := 2>+ (2+ 2)z+ 2z+ 1+ y)y)y
+({(24+2)z+(2+42+3y)y+(22z2+1+3y+z)z)2

> cost( horner_form );
14 additions + 13 multiplications

Racionalis fiiggvények parcialis tortekre bontésa tekinthetd a fiiggvényre alkal-
mazott normal egyszerisitének is.

7.4. Normalizalas

A normal Maple eljaras a Q {6l6tti racionalis fiiggvények normal egyszerisi-
t6je. A racionilis fliggvényt Ugynevezett faktorizdlt normdlformdra alakitja.
Ez szdmldlé/nevezd alaki, ahol a szdmlalé és a nevezsd egész egyiitthatos rela-
tiv prim polinomok, mindkett6 kifejtett polinomok szorzata, és a normal egy-
szerisités soran a kozos tényezSk valtozatlanok maradnak, amennyire ez csak
lehetséges:
> (x-1)*(x+2) / ((x+1)*x) + (x-1)/(1+x)"2;
(z-1)(z+2) z =1
(z+1)z (z +1)2
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> normal(");
(z—1) (22 +4z+2)
(z+1)2z
> (x72+x-2)/ ((x+1) *x)+(x-1) / (1+x) ~2;
22 +z—2 L &= 1
(z+Dz  (z+1)2

> normal(™);
23 +322-2z2-2
(z+1)2z
> mnormal( """, ’expanded’ );
22 +32%2 252
B3 +212+ ¢z
Az expanded kulcssz6 megadasaval jelezhetjiik, ha azt kivanjuk, hogy mind a
szamlald, mind a nevezd§ kifejtett normalalaki legyen.

A racionilis kifejezéseknek t6bbféle normalalakja létezik, ezek némelyikét tgy
is megkaphatjuk, hogy a normal, expand vagy factor eljarasokat kiilon-kiilon
alkalmazzuk a szamlaléra és a nevezdre. A lehetséges alternativak:

> ratfunc := (x~4+x"3-4*x"~2-4*x) / (x~3+x~2-x-1);
zt+ 2% — 422 -4z

23 +22—-2-1

ratfunc :=

faktorizdlt normdlalak
faktorizdlt normdlalak

> factor( ratfunc );
(=2)(@+2)z
(z—-1)(z+1)

o Jaktorizdlt normdlalak
kifejtett kanonikus alak

> factor(numer(ratfunc)) / sort(expand(denom(ratfunc)));
z(z—-2)(z+2)(z+1)
B+z2—-z-1

kifejtett kanonikus alak
faktorizdlt normdlalak

> sort(expand(numer (ratfunc))) / factor(denom(ratfunc));
i+ z® —42% - 42
(z—1)(z+1)?

o Kifejtett kanonikus alak
kifejtett kanonikus alak

> sort( normal( ratfunc, ’expanded’ ));
23— 4z
2 —1
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7.5. Osszegytjtés

A collect eljarast a polinomok hasonlé tagjaiban szerepld egyiitthatok egy cso-
portba gytjtésére hasznaljuk. Az Ssszegyiijtés kiilonb6z6 médozatait legjobban
példakkal mutathatjuk meg.

> poly := expand( (x+y+z)~2 * (x+y+l) );

poly = 2® + 322y + 22+ 329y + 22y +22% 2+ 4z2y+ 222498
+y2 + 29224 2yz+ 22+ 22y 4+ 22
Ebben a példaban osztott vagy kifejtett alakd Maple polinomot lattunk. Az z,

y és z ismeretlenekkel folirt osztott egész egyiitthatds t&bbviltozos polinomok
halmazara a Z[z, y, 2] jelolést hasznaljuk.

Tekintsiik a poly polinomot, mint z polinomjat, amelynek egyiitthatéi az = és
az y valtoz6k osztott polinomjai, vagyis tekintsiik a poly-t, mint Z(z, y|(z] egy
elemét:

> collect( poly, z );

(z+y+1)22+@dzy+2z+222 +29° +2y) 2+ 2° + 322y + 22
+3zy? +2zy+y> + 43

Most tekintsiik poly-t, mint z polinomjat, melynek egyiitthatéi y olyan poli-
nomjai, amelynek egyiitthatéi x egész egyiitthatéds polinomjai, vagyis tekintsiik
poly-t, mint a Z[z][y][2] egy elemét:

> collect( poly, [z,yl, ’recursive’ );

(z+y+1) 22+ 2y + @z +2)y+2z+22) 2+ 33+ Bz +1) 92
+ 3z +22)y+12° +2°
Pongyolan beszélve azt mondhatjuk, hogy poly-t a z és az y olyan polinomjinak
tekintettiik, ahol a z hatarozatlant kitiintetetettnek vettik.

Termeészetesen poly-t tekinthetjiik olyan kétvaltozés polinomnak is, amelyben
egyik valtozot sem tiintetjiik ki, vagyis tekinthetjiik a poly-t mint Z[z][y, 2]
elemét:

> collect( poly, [z,y], ’distributed’ );

Bz +22)y+ 2z +2z)z+22 +2° + 43 + 3z + 1) 42
+@dz+2yz+(z+1)22+2¢2 2+ 2%y
Veégezetiil a collect eljaris tovabbi argumentumaként megadhatjuk egy olyan
eljaras nevét, melyet minden egyes egyiitthatora kiilon-kiilén kell alkalmazni:

> collect( poly, z, factor ); # recursive order by default
(z+y+1)22+2@+y+)(@+y)z+(@+y+1) (z+y)?
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> collect( poly , [z,y], ’distributed’, factor );

t(Br+2)y+2z(z+D)z+22(z+1) 4+ + 3z +1)y?
+ Az +2yz+(z+1) 22 +2y% 2+ 2%y

A Maple-ben f6leg az olvashat6sig, valamint a memoria-hasznalatra és a sza-
mitasi id6re vonatkozé hatékonysagi szempontok miatt hasznaljuk a t&bbvalto-
z6s polinomok gytjtétt alakjat. Ha a polinom valamely valtozojira nézve t&émor
(dense), akkor a tagokat erre a valtozéra vonatkozodan el6nyds Ssszegyiijteni,
mivel ez csOkkenteni fogja a folhasznalt memoriateriiletet a kifejtett formahoz
képest. A tagok Osszegytijtése egy lehetséges modja a Maple objektumokra vo-
natkoz6 méretkorlatok megkeriilésének. A Maple-ben egy Gsszegnek legfoljebb
65535 (azaz 216—1) tagja lehet, ha ezt tallépjiik, a rendszer a kovetkez tizenetet
kiildi:

System Error, object too large

Ha a kifejezést valamely hatarozatlanra vonatkozoan 6sszegyiijtott alakban tart-
juk, akkor ezaltal cs6kkenthetjiik a kifejezésben 1év§ 6sszegek maximalis szamat.
Foénti példankban poly kifejtett alakja 15 tagbdl all, ugyanekkor a Z[z, y][z] £6-
16tti faktorizalt egyiitthatos gydjtott alakja minddssze 3 tagot tartalmaz,.

A normal-hoz hasonléan a collect eljiras alkalmazhaté altalanositott racio-
néalis kifejezésekre is:

> 1n(x)~3/a + 1n(x)~2%x/(a~2+a) + a~2#1ln(x) " 2*x/(a~2+a)

> + 2xx72/(1+a)+a*x~2/(1+a) + a~3*1n(x)/(a"~2+a)

> + 2x¥In(x)*a/(a~2+a) + 1n(x)/(a~2+a) + a/(a~2+a);

In(z)® In(z)?z a?In(z)’z 7® az? a®ln(z)
a a®+a a®+a 1+a 14a a2+a
49 In(z)a In(z) a

a?+a a’+a a?+a

> collect( ", [x,In(x)], ’distributed’, normal );

1 (2+a)z® (a®*+2a+1)In(z) (1+a?) zln(z)?

1+a l1+a a(l+a) a(l+a)
1 3
4 (=)
a

Figyeljiik meg, hogy csak nevekre és fiiggvényhivasokra vonatkozdan lehet gydj-
téseket végezni, polinom-kifejezésekre nem. Ha a

> x75 - Bxx~4xy~2 + 10%x"3%y~4 - 10*x72%xy~6 + bxx*y~8

> - y°10 - 2;

28— 550 y? + 1023 y* — 102298 + 524% — 90— 2

kifejezés els6 négy tagjarél az (z —y?)® jut esziinkbe, nem kérhetjiik egyszertien
az x — y? szerinti gydjtott alakot:

> collect( ", x - y72 );

Error, (in collect) cannot collect, x-y~2
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2 = 2 mellékfeltétel szerint egyszertsithetiink:

Ehelyett az z — y
> siderel := {z = x - y~2};

siderel := {z = z — y*}

> simplify( "", siderel, [x,y,z] );
—24 25

> subs( siderel, " );
—2+ (z—y°)°

Ilyen polinomidlis egyszeriisitésekre vonatkozo6 tovabbi példak talalhaték még a
14.7. alfejezetben.

7.6. Rendezés

A sort eljarast arra hasznaljuk, hogy polinomokat valamilyen alkalmas sorrend-
be rendezziink. Err6l mar volt sz6 az 5.2. alfejezetben. Itt minddssze egy olyan
példat mutatunk, amelyben egy altalanositott raciondlis fliggvény szamlalojat
és nevez§jét rendezziik:
> r := sort( (cos(x) - sin(x)) / (cos(x) + sin(x)),
> [cos(x),sin(x)], ’plex’ );
__ cos(x) — sin(z)
" cos(z) + sin(z)
> sort( r, [sin(x),cos(x)], ’plex’ );
—sin(z) + cos(z)
sin(z) + cos(z)

7.7. Gyakorlatok

Megjegyzés: Az alabbi gyakorlatok megoldasaban a tényezdk sorrendje eltérhet
az itt megadottdl.

1. Irjuk le az egyvaltozos racionalis egyiitthatos racionalis fiiggvények egy le-
hetséges kanonikus egyszeriisitGjét.

2. Tekintsiik a kdvetkezs racionalis kifejezést:

'+ 2% —42? — 4z
zt+2d—22 -z

Hozzuk ezt a kifejezést a Maple segitségével a kovetkezs alakokra:

2 —4

a) z2 -1
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(z —2)(z +2)
z2 -1

b)

. Tekintsiik a kdvetkezs racionalis kifejezést:

zS_yz2_y$+y2

2
B —yr2—z+y

Alakitsuk 4t a Maple segitségével a kovetkezd kifejezésekké:

22—y

2
) 2 -1

2 —y

b) 2(:1: -1)(z+1)

. Tekintsiik a (222 — z)(2z® + ) polinomot.
Alakitsuk at a Maple segitségével a kovetkezs polinomokka:

a) (=1 + 4z?%)2?
b) z2(2z — 1)(2z + 1)
c) (2% + z%)(2z - 1).

. Tekintsiik az (z® + zy + = + y)(z + y) polinomot.
Alakitsuk at a Maple-ben a kivetkezs polinomokka:
a) z° + 22%y + zy? + 2% + 2zy + o°
b) (z + 1)(z +y)?
¢) ¥+ 2y +y¥)z + (1 + 2y)2® + z°

d) 2% + 22 + (222 + 2z)y + (z + 1)y%.
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8.

Figgvények

A Maple rendszerben fliggvénykapcsolatot hirom médon definidlhatunk: kép-
lettel, a szokésos matematikai jel6léshez hasonld nyil operator segitségével és
eljarasként. A fejezet részletesen targyalja mindegyik modszert. Kiilén figyel-
met szenteliink a rekurzivan definidlt eljaradsoknak és fliggvényeknek. Részle-
tesen vizsgaljuk a remember opcié hasznalatat hatékony rekurziv fliggvények
definislasara.

Bz a fejezet nem a programozasrdl szél, csak arrél lesz sz6, hogyan kell ma-
tematikai fliggvényeket definidlni a Maple rendszerben. Féleg az olyan gyakor-
lati kérdésekre koncentralunk, mint példdul hogyan kell fiiggvényt definialni”,
shogyan kell egy formulat fiiggvénnyé alakitani” , ,mikor hasznaljunk névtelen
fiiggvényeket”.

8.1. Matematikai fiiggvények

Az el6z8 fejezetekben mar lattunk néhany olyan altalanosan hasznalt matema-
tikai fiiggvényt, amely a Maple-ben is rendelkezésiinkre &ll. Ezek teljes listajat
a ?inifens (help about initially known functions) utasitas segitségével kaphat-
juk meg. Ez a folsorolas kevéssé ismert fiiggvények neveit is tartalmazza, ilyen
példaul a Lambert-féle W fiigguény. Ezt a [66]-ban talalhato kovetkezs egyenlet
megoldasaként definidltak:
> f(x) * exp(f(x)) = x;
f(z) e =g
> solve( ", f(x) );
LambertW(z)
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A Lambert-féle W fliggvény részletesebb leirdsa megtalalhaté [48]-ban. Ez
egy tobbértékd komplex fliggvény. Két valos dgat egylittesen ugyanazon az

abréan legjobban a Maple paraméteres rajzolo eljarasaval jelenithetjiik meg.
Az eredmény a 8.1. abran lathato.

> plot( [ y*exp(y), vy, vy = -5..0.75 1 );

8.1. abra: A Lambert-féle W fiiggvény két valos aganak képe

A komplex t6bbértékd W fiiggvény egyes againak értékkészlete a branches elja-
rassal jelenithet6 meg. (Lasd a 8.2. 4brat.) Az eljaras mostani valtozata ,ismeri”
a trigonometrikus fiiggvények inverzeit és a termeészetes alapii logaritmust is.

> readlib( branches ): # load the library function
> branches( LambertW, thick );

Branches of LambertW

Im(z)
SPi-
3pi+ LambertW(2, z)
/
pi LambertW(1,z)
LambertW(z)
ol /
&( Principal Branch)
-Pi- LambertW(-1,z)
\
=-3Pit LambertW(-2,z)
~SPit
=30 =20 -10 J 10 20

Re(z)

8.2. abra: A Lambert-féle W fiiggvény againak értékkészlete
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Az aldbbiakban két példat adunk olyan szamitasokra, melyekben ez a fiiggvény
jatszik szerepet.
> a*x + b"x =c;
ax+b° =c

> solve(",x);
( ln(:) c )
LambertW (%) a—In(b)c

aln(b)

> f(x) = solve( £(x) = x~f(x), £(x) );
_ _ LambertW(—In(z))
o = i)

Az utébbi eredmény pontosan azt jelenti, hogy tetszéleges z € (0,1)-re az

fiz— -l
leképezés megegyezik az

_ LambertW(—Inz)
Inz

fiz—

fiiggvénnyel. A fiiggvény gréifja a 8.3. abran lathato.
> plot(zrhs("), x=0..1);

v #
P
0.8 //
//
0.7 /
~
///
gé /,/
///
-
r/,
0.5 //’
L
i
7
>
0.4 /
v
/
/
0.34
(] 0.2 0.4 0.6 0.8 x

8.3. dbra; A —LambertW(=Ino) gsoovany a (0,1)-en

Inz

A Maple-ben fliggvénykapcsolatokat harom médon definialhatunk:
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e Formuléval
Valamely mennyiség valtozoktol vald fiiggését lefrhatjuk formulaval. Ha
példaul egy test h6mérséklete az id6 fiiggvényében exponencialisan csdk-
ken, a Maple-ben ezt a kovetkezs képlettel adhatjuk meg

> T := TO * exp(~c*t);

P 3= T el
Ha egy adott id6pontban akarjuk megkapni a h6meérsékletet, a t-t valamely
konkrét értékkel kell helyettesiteniink.

> subs( t=1/c, T );
T0 1)

¢ Pliggvényként
A matematikidban szokasos médon:
> T :=1t -> TO * exp(-c¥t);
T:=t- T0el~¢9
> T(2/c), T(time), T(0);
T0 =2, T l=ctime) Ty
Az Ggynevezett nyil operdtort részletesebben a kivetkezs alfejezetben tar-
gyaljuk.
e Eljarasként
Az el§zé fliggvény Maple eljarasként igy irhato folé
> T := proc(t) TO * exp(-c*t) end;
T := proc(t) TO x exp(—c x t) end
> T(2/c), T(time), T(0);
T0 =2, T el=ctme) Ty
Valéjaban a nyil operator az eljarasdefinicié specialis esete.

A matematikai fiiggvények gyakran igen hasznosak lehetnek, a Maple-ben azon-
ban gondosan meg kell kiildnbéztetniink azon valtozdkat, amelyek egy kifejezésre
mutatnak és azon valtozokat, amelyek értéke egy fiiggvény. Az el6bb definialt
T fiiggvényre hivatkozva:

> T; # evaluation to the name of the function

T

> T(t); # evaluation of function value at t
T0 (=)

> solve( T = 100, t );

Az utolsé parancs utan semmilyen eredményt nem irt ki a Maple, ami azt jelzi,
hogy nem talalt megoldast. Ha infolevell[solve] értéke nagyobb nulldnail,
akkor sz6l is a rendszer, hogy nincs megoldas:

> infolevel[solve] := 1:

> solve( T = 100, t );
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solve: Warning: no solutions found

Olyan t érték valdoban nem létezik, amelyre a T fiigguény a 100 szimmal lenne
egyenls. Természetesen nem ezt akartuk megtudni. Ha helyesen kérdeziink, a
Maple megtalélja a megoldast.

> solve(T(t) = 100, t );
100
_ln(—TO)

c

8.2. A nyil operator

Az el6z6 fejezetben mar talalkoztunk a fiiggvények definidldsanak egyik maéd-
szerével a Maple rendszerben, megismertitk a nyil operdtort, amellyel a mate-
matikdban szokisoshoz hasonld szintakszissal adhatunk meg fiiggvényeket:

function_name := parameter(s) > kifejezés

Az Olvasé konnyen kisértésbe eshet, hogy a kévetkezé mddon definidljon fiigg-
vényeket:
> T(t) := TO * exp(-c*t);
T(t) := T0 e~

A Maple elfogadja az utasitast. Ez biztatonak tinik, de amint az alabbi példabol
kideriil, valéjaban nem azt csinalja, amit szerintiink jelentene a parancs.

> T(t), T(1/c), T(O0):
T0 &=, T(%), T(0)

Mi tértént? Fiiggvényt hoztunk létre, de nem adtuk meg a definici6jat.
> print(T);
proc( ) option remember; 'procname( args )’ end

Helyette a T eljaras emlékezétdbldjaba irtuk be a fliggvény ¢ helyen folvett ér-
tékét. Ha az 1/c-hez tartozé fliggvényértéket kérjiik, ezt a Maple nem talélja
sem az emlékez6tablaban, sem a fiiggvény leirasaban. Igy a rendszer nem is tud
annal tébbet tenni, mint hogy kiirja a fiiggvényhivast, gondolvan, hogy a szekcio
folytatasaban majd bizonyira hozzarendeliink T-hez egy fiiggvényleirast.

Mar talalkoztunk az egyvaltozds fiiggvények esetével. Tobbvaltozods fiiggvé-
nyek hasonléan definidlhaték:

> £ := (x,y) -> x"3 - 3*xxy~2;

f:=(z,9) > 2°—3z1°

> £(3,2);
-9
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> plot3d( £, -1..1, -1..1,
> numpoints=2500, style=patchcontour, axes=framed );

Az igy kapott grafikon a 8.4. bran lathato. Ugyeljiink a fiiggvenydefinicioban

8.4. abra: Az z® — 3zy? fiiggvény feliileti rajza a [0, 1] x [0, 1] félott

a paraméterek koré irt zardjelekre. Ezek elhagyésa esetén a Maple az utasitast
a kévetkezd modon interpretalja
> f :=x, (y ->x73 - 3*kxxy~2);
fi=x,y—2z>-3zy?
vagyis az £ nevid kifejezéssorozatot hoztuk létre, amely az x valtozobél és az

y — 23 — 3zy? névtelen fiiggvénybsl all. Paraméter nélkiili nullvaltozoés fiigg-
vények is megadhatok.

> goldenratio := () -> (1+sqrt(5))/2; # constant function
1 1
goldenratio := () — 2 + 3 V5

> goldenratio();

1 1

-+ -Vh

2 x 2 Vs
> goldenratio( x ); # no check on number of arguments

1 1
5-{-5\/5
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Legyilink 6vatosak a fliggvénydefiniciéban paraméterként nem szerepls valtozok
hasznalataval. Mellékhatasok lephetnek f61. Néha a Maple figyelmeztet, hogy a
kifejezésben szerepld valtozét lokalisnak deklaralja:

> duplicate := (x,n) -> seq(x, j = 1..n);

[

Warning, ‘j‘ in call to ‘seq‘ is not local

duplicate := (z, n) — seq(z, j = 1..n)

Ez egy ,hamis riasztas” volt, amit az seq operator implementaldsanak maodja
okozott. Maskor meg nem sz6l a Maple, holott valamely globalis valtozoval
nemkivanatos interferencia lépett f6l.

> ERF := x -> 2/Pi~(1/2) * int( exp(-t~2), t = 0..x );

/ 1) gt
0

= 2
ERF ;=2 — v

> FERF(1); # indeed, ERF is nothing but the error functiomn
erf(1)

> t :=0: # let t be assigned a value!

> ERF(1); # all goes wrong
Error, (in int) wrong number (or type) of arguments

Ez a probléma csak ugy oldhaté meg, ha t-t lokdlis valtozénak deklaraljuk.
Mivel a nyil operédtoros definiciéban csak egy kifejezés, egy foltételes utasitas
vagy egy eljarasdefinici6 szerepelbet, az eljarasokat definialé hosszi alakot kell
hasznalnunk.

> ERF := proc(x)

> options operator, arrow;

> local t;

> 2/Pi~(1/2) * int( exp(-t~2), t = 0..x );
> end;

/e(‘t2) dt =0..x
ERF :=x — local t; 2 T

Ezzel megsziintek a mellékhatasok.
> ERF(1); # indeed, ERF is nothing but the error function
erf(1)

A 8.4. alfejezetben kozelebbrdl is megvizsgaljuk az eljarasok definidldsdnak al-
talanos formé4jat.



190 8. Figgvények

8.3. Szakaszonként definiélt fliggvények

Szakaszonként definialt fliggvényeket is konnyen bevezethetiink a nyil operator
segitségével. Ennek két médja van, a masodik a jobb.

e A case utasitishoz hasonléan
Hasznaljunk foltételes utasitast az egyes esetek megkiilonboztetésére. Az
altalanos alak a kovetkezd:

parameter(s) —>

if Ist condition then
1st value

elif 2nd condition then
2nd value

elif Nth condition then
Nth value

else
default value

fi

e A piecewise eljarassal
Ha a Maple rendszerben a piecewise eljarast alkalmazzuk, a szakaszon-
ként definiélt fiiggvényekre vonatkozé matematikai ismeretek is elérhetdk.
Az altalanos alak a kévetkezd:

parameter(s) -> piecewise (
1st condition, 1st value
2nd condition, 2nd value

Nth condition, Nth value
default value

)

Megvizsgaljuk a szakaszonként definialt fiiggvények definiadlasanak mindkét méd-
jat. El6szor tekintsiik azt a 1épcsés fiiggvényt, melynek értéke 1-nél kisebb valds
szamokra —1, az 1 helyen 0 és 1 kiilénben.

> step := x -> if x<1 then -1 elif x=1 then 0 else 1 fi;

step := proc(z)
optionoperator, arrow;
ifz < 1then — lelifz = 1thenOelselfi

end

> step(3/2), step(1l), step(1/2);
1,0, -1
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> plot( step, -1..Pi,

> title=‘graph of step function‘, style=line );
A fiiggvény Maple 4ltal kirajzolt grafikonja a 8.5. 4bran lathato.

graph of step function

o

o
o
wl

0.5+

8.5. abra: Lépcsss fliggvény grafikonja

Ennek a definiciénak néhany els6 pillantasra nem lathaté gyenge pontjat vi-
lagitja meg a kovetkezs utasitas:

> printlevel := 2: # make Maple more communicative

> step(Pi);

Error, (in step) cannot evaluate boolean

executing statement:

if x < 1 then “...¢ elif x = 1 then ¢...¢ else ¢...¢ fi
step called with arguments: Pi

A problémat az okozza, hogy a Maple nem tudja kiértékelni az
if 1 < Pi then ...

foltételt. A rendszer ugyanis csak a numeric tipushoz tartozé (egész, racionalis
és lebegGpontos) szamokat tud Ssszehasonlitani. Mi természetesen tudjuk, hogy
1 < Pi. Mivel a Maple képtelen logikai kérnyezetben kiértékelni a kifejezést, a
kirajzol6 utasitasban is a fliggvény nevét adtuk meg, nem pedig ezt

> plot( step(x), x = -1 .. 3.14 );
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Error, (in step) cannot evaluate boolean

executing statement:

if x < 1 then “...¢ elif x = 1 then ‘...¢ else ¢...¢ fi
step called with arguments: x

Egy valos szam elGjelének meghatarozasa tekinthetd a (0, 00) nyitott interval-
lumra vonatkoz6 tartalmazasi tesztnek is. Ilyen célra félhasznalhat6 az assume
parancs, és hivhat6 az is eljaras. Ekkor nem lesz gondunk a kiértékeléssel, és
hasznalhatunk olyan hatirozatlanokat is, amelyekhez tulajdonsiagokat rendel-
tiink. A step fiiggvény alabbi javitott definicidja a pontossag aktuilis értéke
szerinti intervallum-aritmetikin és az assume-ban megadott tulajdonsiagokkal
valé szamolason alapul.

\

step := x -> if is( x<1 ) then
-1
elif is( x=1 ) then
0
elif is( x>1 ) then
1
else # nothing known or all fails
'procname’ (x)
fi;

VVVVVYVYVYV

step := proc(z)
option operator, arrow;
ifis(z < 1) then — 1
elifis(z = 1) then0
elifis(1 < z)thenl
else ’procname’(z)
fi

end

Az eljarason beliil a procname specialis névvel hivatkozunk arra a névre, amivel
az eljarast hivtuk (ez most step). Lassuk, hogyan miikédik a fiiggvény:

> step(Pi), step( 1 + sqrt(2)*sqrt(3) - sqrt(6) );
1,0

> step( exp(Pi/3*sqrt(163)) - 640319 );
1

> assume( s > sqrt(2) ):

step(s);

> step(u);
step(u)
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A case utasitasban a logikai tesztek balrél jobbra értékel6dnek ki, s ha valame-
lyik foltétel teljesiil, ez lesz a visszaadott érték, nem torténik tovabbi kiértékelés.
Emiatt a kovetkezs fliggvény definidlasa és a 0 argumentumra valé meghivasa

teljesen korrekt dolog:
> f := x -> if x<=0 then x else 1/x fi:
> £(0);

0

A foltételes utasitasokkal megadott szakaszonként definialt figgvények nagy
hatranya, hogy matematikai miveletek nemigen végezhetSk veliik. Semmi ilyes-
mi nem lehetséges:

> diff( step(u), u);

0
Pu step(u)

> solve( step(u)=0, u );
RootOf (step(-Z))

> diff( g(u), u ) = step(u);
o}
0 g(u) = step(u)
> dsolve( ", g(u) );
glu) = /step(u) du+ _C1

A foltételes utasitasokkal megadott szakaszonként definialt figgvények sok hat-
ranya kikiisz0bolhetd a piecewise Maple eljarassal. El6szor tekintsiik ismét az
el6z6 példat:

> STEP := x -> piecewise( x<1, -1,

> x=1, 0,

> x>1, 1,

> ‘procname’ (x) # default
> .

B

STEP := z — piecewise(z < 1, -1,z =1, 0, 1 < z, 1, 'procname’(z))

> STEP(3/2), STEP(1), STEP(1/2), STEP(Pi);
1,0,-1,1

Nagyszertien miikddik. Hasznalhatunk valtozokat is:

> STEP(u);
-1 u<l
0 u=1
1 1<u
STEP(u) otherwise
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Eredményil a fiiggvényhivasnak megfelels leirast kaptunk, ami tovibbi paran-
csokkal f5ldolgoztathato:

> dsolve( diff( g(u), u ) = STEP(uw), g(w) );

—u—+ _C1 u <l
{undeﬁned u=1
u—1+_C1 1<u

glu) =

A piecewise eljaras is sorbarendezi a logikai teszteket. A piecewise hivasakor
azonban minden argumentum kiértékelSdik és behelyettesitddik az eljarastorzs-
be, még miel6tt eldSlne, hogy melyik dgon folytatédik a szamitss. Ezért nem
alkalmazhaté a kovetkezs fiiggvénydefinici6 az £ = 0 argumentumra:

> f :=x -> piecewise( x<=0, x, x>0, 1/x );

1
f =z — piecewise(z <0, z, 0 < =z, ;)

> £(0);

Error, (in f) division by zero
executing statement: piecewise(x <= 0,x,0 < x,1/x)
f called with arguments: 0

A piecewise elénye az, hogy a Maple ezekre az objektumokra alkalmazni tudja
beépitett matematikai ismereteit. Az ilyen szakaszonként definialt fiiggvényeket
differencialhatjuk és integralhatjuk, megoldhatunk Gket tartalmaz6 (differenci-
al)egyenleteket, kiszamithatjuk Taylor-sorukat stb. Raadasul t6bb jélismert ma-
tematikai fiiggvény, mint példaul az abszolat érték, a maximum, a minimum és a
Heaviside-féle 1épcs@stiiggvény a piecewise-nak megfelels forméara konvertalha-
t6 a tovabbi szamitasok elvégzéséhez. Itt elég lesz egyetlen példa; tovabbiakkal
majd a diferencialasrol és az integralasrol, a sorfejtésekrdl, a hatarértékekrsl és
a differencidlegyenletek megoldasardl szol6 fejezetekben talalkozhat az Olvaso.

> f :=min( x - 1, x°2 - 4 );
fi=min(z - 1, z% — 4)

> plot( £, x = -2..3 );

A megfelels grafikont a 8.6. dbra tartalmazza.

Az f fliggvényt igy konvertaltathatjuk a szakaszonkénti definiciénak megfelels
alakra:

> F := convert( f, piecewise );
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8.6. abra: A min(z — 1,z% — 4) fiiggvény grafikonja a (—2, 3) intervallumon

Ezutan mar differencidlhatjuk F-et x szerint, megoldhatunk F-et tartalmazo
egyenleteket vagy kiszamithatjuk valamely pont koriili Taylor-sorat.

> diff( F, x );

( 1 1
1 — — =41
x<% % 3
undefined x = 55 V13
1 1
2z z < §'+ 5\/13
1 1
undefined = = 5 + 5 V13
1 1
\1 §+§\/13<I
> integrate( F, x );
. <1 13
aﬁcl3 2" 19 m_% %
i s 24 28 gy
112 13 4:1;+12+3:E :zi_%+2\/13
Zg?2 - /13— —+ —4/1
2:5 33—z 2—i—2 3<z
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> plot( ", x = -2..5 );
A grafikon a 8.7. 4bran lathato.
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8.7. abra: [min(z — 1,z* — 4) dz grafikonja a (—2,5) intervallumon

> solve( F=-3, x );
-2,1, -1

> series( F, x=1, 3 );
~34+2(z—1)+(z~1)2

> convert( ", polynom );
54224 (x—1)2

> expand( " );

8.4. Maple eljarasok

Vessiink még egy pillantast az el6z8 alfejezetben a nyil operatorral definiélt step
fiiggvényre: az ott lathaté output egy eljdrds. A Maple eljarasok definicija
altaldban a kovetkezd szintakszist kéveti:
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proc( parameter sequence)
[ local name_ sequence; |
[ global name_ sequence; |
[ options name_ sequence; |
statements
end

ahol a name_ sequence Maple nevek vesszével elvalasztott sorozata. Sok eset-
ben a parameter sequence ugyancsak Maple nevek sorozata, &m ha a dinamikus
tipusellenérzést hasznaljuk, akkor a nevek utin a :: dupla kettSsponttal elva-
lasztva tipusukat is megadhatjuk.

> sgn := proc( n::integer ) (-1)"n end:

> sgn(Pi);

Error, sgn expects its 1st argument, n, to be of type
integer, but received Pi

> sgn(-2);
il

Az sgn eljarasnak egy paramétere van. Az eljaras meghiviasakor a Maple ellenér-
zi, hogy a megadott argumentum integer tipusi-e. Ha nem, vagy ha egyéltalan
nem adtunk meg argumentumot, akkor a rendszer hibaiizenetet kiild, egyébként
pedig kiszdmolja a hatvany értékét.

Altalaban az eljaras altal visszaadott érték az utoljara végrehajtott utasitas
értéke (hacsak nem hasznaljuk explicit médon a RETURN utasitast). Nézziink
egy példat:

> MEMBER := proc( x::anything, L::1list, pos::name )

> local 1i;
> for i to nops(L) do
> if L[i] = x then pos := i; RETURN(true) fi
> od:
> false
>  end:
> MEMBER( 2, [2,1,3,2], ’position’ );
true
> position;
1
> MEMBER( 4, [2,1,3,2] );
false

farz

definidltunk sem lokilisként, sem globélisként, akkor a Maple automatikusan
lokalisnak foltételezi. A kovetkezs példa ezt illusztralja:

> f := proc(x)

> y =1+ sin(x);

> y2 4y + 1y + 1/y2
> end;
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[ 3

Warning, ‘y‘ is implicitly declared local

f:=proc(z)localy; y :=1+sin(z); y* +y + 1/y + 1/y% end

> y := unspecified: f(Pi);
4

Magatol értetédik, hogy jobb megadni a local és a global deklaracidkkal az
eljarasdefinicioban hasznalt valtozék hatokorét. Ezek a deklaraciok barmilyen
sorrendben kévetkezhetnek, de mindegyik legféljebb egyszer fordulhat elé.

A Maple-ben lehetdség van ugynevezett indezelt fiiggvényhivdsra. A rendszer
ezt hasznalja példaul a kiilénbdz6 alapu logaritmus fiiggvények hivasai soran.
log[b] a b alapu logaritmust hivja. Itt csak egy példat mutatunk. Ez talan
elegendd ahhoz, hogy némi elképzelésiink legyen az indexelt fiiggvények defini-

........

Bapa) = | #i-yrta
0

Bi(p, q) tehat a szokésos (teljes) béta fliggvény. A Maple-ben a B (p,q) egy
kezdetleges, de nem ,bolondbiztos” implementicidja lehet a kovetkezs:

> BETA := proc(p,q)
> local x:
> if type( procname, indexed ) then
> x := op( procname );
> int( t~(p-1)*(1-t)~(g-1), t=0..x )
> else
> Beta(p,q)
> fi
> end:
> BETA[1](2,3), Beta(2,3);
1
127 12
> BETA(3/2,5/2);
1
— 7
16

A BETA eljaras hivasakor a Maple elGsz0r a tényleges eljarasnevet vizsgalja
meg alaposabban. Ellenérzi, hogy az eljarasban beliil szereplé procname val-
tozé értéke BETA]Jx| alaka indexelt név-e. Ha nem, fSltételezi, hogy BETA
a szokasos (teljes) béta fiiggvényt jelenti. Ha indexelt nevet hasznaltunk, az
x lokalis viltozd az index értékét veszi fol, és a nem teljes béta fiiggvénynek
megfelel§ integral keriil meghatarozasra.
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8.5. Rekurziv eljarasok

A Maple-ben definidlhatunk rekurziv fliggvényeket és eljarasokat. Ezt a Lucas
féle L, szamok meghatirozasaval illusztraljuk, melyeket a kGvetkezd linedris
rekurzié definial

Li=1,L3=3éL,=Lyp 1+ L, _ohan>2.

A képlet a nyil operator segitségével egybdl atirhato a kovetkezs forméaba:

> L :=n ->

> if not type( n, posint )

then ERROR( ‘wrong type of arguments‘ )
elif n=1 then 1

elif n=2 then 3

else L(n-1) + L(n-2)

fi;

VVVYVYV

L := proc(n)
optionoperator, arrow;
if not type(n, posint) then ERROR(‘wrong type of arguments®)
elifn = 1thenl
elifn = 2then3
elseL(n — 1) + L(n — 2)
fi

end

Az ERROR eljarast a fiiggvény végrehajtasa soran hibaiizenet generalasara
hasznaltuk, ha a megadott argumentum nem pozitiv egész szam volt. Kicsit
kényelmesebb a Maple eljardsok definidldsanak kdvetkezd szabvanyos modja:

> L := proc( n::posint )
> if n = 1 then 1

> elif n = 2 then 3

> else L(n-1) + L(n-2)
> fi

> end:

> L(8);

18

Ez azonban nem valami hatékony médja a Lucas-féle szamok kiszamitasanak.
Szamoltassuk meg a Maple eljarashivasok szamat az exprofile eljarassal (rész-
letesebb leirdsa a help rendszerben talalhaté meg).

> readlib( exprofile ): # load the library function

> kernelopts( profile = true ): # enable profiling
> writeto( ’output’ ); # redirect output to file

Amig ebben a médban vagyunk, a prompt jel nem jelenik meg a képernydn.

> L(6):
> kernelopts( profile = false ): # disable profiling
> writeto( ’terminal’ ); # redirect output to screen
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> exprofile( ’output’ );

name #calls
Main_Routine 1
type/posint 15
L 15

,,,,,,

adatokat. A fonti informacidk rogtén vilagossa vilnak, ha megértjiik, hogyan
szamitja ki a Maple a Lucas-szdmokat. L(6) meghatarozasihoz ki kell szami-
tani L(5)-6t és L(4)-et. Ezek mindegyikéhez két ujabb fliggvényhivasra van
. sziikség, s ez igy megy mindaddig, mig az Gsszes sziikséges Lucas-szdmot meg
nem kaptuk. A 8.8. dbra tartalmazza az L(6) meghatarozasa kézben végrehaj-
tott fiiggvényhivasok grafjat. A graf, az exprofile eredményével dsszhangban,

level 1 ‘ /L(B)\
2

L(5) /L(4>
L(4) L(S)\ L(3) L(2)
4 L(3) L(2) L(2) L{1) L(2) L(1)

5 L(2) L(1)

8.8. abra: L(6) rekurziv kiszamit4sa a remember opcié hasznalata nélkiil

vilagosan mutatja, hogy L(2)-t példaul 6tszor is kiszamoltuk. Az L eljaras fonti
definicidja mellett tehat exponecialis (2™) id§ sziikséges az n-dik Lucas-szam ki-
szamitasahoz, ezért L (100) meghatarozasa a végtelenségig elhuzddna. De ennél
okosabban is eljarhatunk. Nyivanvald, hogy ,emlékezniink” kellene az egyszer
mar kiszamolt fiiggvényértékekre, hogy sziikség esetén tjra {6l tudjuk hasznélni
Sket. Ezt a Maple remember opcidja segitségével érhetjiik el.

> L := proc( n::posint ) Lucas( n ) end:

> Lucas := proc(n)

> option remember;

> if n = 1 then 1

> elif n = 2 then 3

> else Lucas(n-1) + Lucas(n-2)

> fi

> end:

> kernelopts( profile = true ):

> writeto( ’output’ ):

> L(6):

> kernelopts( profile = false ): # disable profiling
> writeto( ’termimnal’ ); # redirect output to screen
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> exprofile( ’output’ );

name #calls
Main_Routine 1
Lucas 6
type/posint 1
L 1

Tscz

torténik: az argumentum tipusénak ellenérzése utan a Lucas rekurziv eljaras
keriil meghivasra. Igy az argumentum tipusét a szdmitds sordn csak egyszer
ellenérizziik (és nem Wjra meg Gjra minden egyes rekurziv hivaskor). Minden
Maple eljarasnak van egy emlékezdtdbldja. Ez a tabla sokszor nem létezik ab-
ban az értelemben, hogy a rd mutaté pointer értéke NULL. De ha az eljarés
chanizmusa azonnal aktivalédik. Az emlékez8tabla elemei a hivaskor megadott
argumentumokkal indexelt fliggvényértékek lesznek. Amikor a példankban sze-
replé Lucas eljarast valamely n argumentummal meghivjuk, a Maple el6szor
az emlékeztablaban nézi meg, hogy a Lucas (n) értéket korabban kiszamolta-e
mér. Ha igen, akkor a tablabeli értéket adja vissza. Egyébként pedig végre-
hajtja az eljaras torzsében definialt utasitisokat, és automatikusan elhelyezi az
(n, Lucas(n)) értékparost a Lucas emlékez6tablajaban. Igy minden Lucas
szamot csak egyszer szamitunk ki.

Az el6z6 fiiggvényhivasi grafnak megfelels terminolégidval kifejezve modsze-
riink a kovetkez6t jelenti: ,jarjuk be a grafot a mélység szerinti (depth first)
bejarasi stratégidval, minden fiiggvényértéket csak egyszer szamitsunk ki, a ka-
pott eredményt taroljuk, és sziikség esetén ezt a tarolt értéket hasznaljuk fol
djra”.
verboseproc interfész valtozd értékét 3-ra allitjuk. Esetiinkben ez a kévetkez&t
eredményezi:

> interface( verboseproc = 3 ):
> print( Lucas );

proc(n)
optionremember;

ifn = 1thenlelif n = 2then3else Lucas(n — 1) + Lucas(n — 2) fi

end
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# (

# (

# (
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Az eljaras emlékezdtablaja az eljarashoz rendelt struktara negyedik operandu-
szaként érhetd el.

> op( 4, eval(Lucas) ); # remember table of Lucas

table([
4 =1
5=11
6 =18
1=1
2=3
3=4
)

Az emlékezStabla kozvetlenil is modosithatd procedure(argument) := value ala-
ka funkciondlis értékaddsokkal. Ezt mutatjuk be a tovabbiakban. El6szor is
kezdjiink 4j Maple szekcidt:

> restart:

> Lucas := proc(n) Lucas(n) := Lucas(n-1) + Lucas(n-2) end:

> Lucas(1l) := 1: Lucas(2) := 3:

> op( 4, eval(Lucas) ); # initial remember table

table([
1=1
2=3

> Lucas(4): op( 4, eval(Lucas) ); # updated remember table

table([

[l
N AW

1
2
3
4
)

A Maple forget segédfiiggvényével torolhetjlik az emlékezdtabla egy vagy tébb
elemét;:
> readlib( forget ): # load the utility function

> forget( Lucas, 3): # forget the result of Lucas(3);
> op( 4, eval(Lucas) ); # updated remember table

Ja—
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Ha a Lucas mellett minden olyan eljaras emlékezétablajanak elemeit is torolni
akarjuk, amelynek neve a Lucas/ karakterekkel kezdddik, akkor a kévetkezot
irhatjuk:

> forget( Lucas ):
> op( 4, eval(Lucas) ); # clear remember table

table([
)

A Lucas és a Lucas/ karakterekkel kezd6dé nevi eljarasok emlékezstablajanak
eltavolitasa :

> Lucas := subsop( 4 = NULL, eval(Lucas) ):
> op( 4, eval(Lucas) ); # NULL pointer to remember table
>

Az Olvasé megkérdezhetné, hogy a forget(<name>) parancs a name nevii elja-
rés mellett vajon miért torli az Osszes olyan eljards emlékez&tablajat is, amely-
nek neve a name/ karakterekkel kezdSdik. Ennek oka az, hogy ily médon az
int, az evalc vagy a hozzajuk hasonld rutinok tablait anélkil torélhetjiik, hogy
ismerniink kellene a tablakat hasznalo &sszes int/. .. vagy evale/. .. nevil segéd-
fiiggvényt. Tehat a forget lehetdvé teszi, hogy tiszta lappal induljunk. A forget
viselkedésének tovabbi részleteit megismerhetjiik a beépitett help rendszerbdl.

8.6. Az unapply fiiggvény

Uj fiiggvények létrehozasanak létezik egy harmadik médja is; ez kiilondsen ak-
kor kényelmes, ha egy Maple szekcié kozepén jutunk el egy olyan szimbolikus
kifejezéshez, amelyet egy fiiggvény megadaséra szeretnénk f6lhasznélni. Ezt az
unapply eljarassal tehetjiik meg. Ahogy a nevébdl is kikdvetkeztethets, ez épp
az ellenkezGje annak, amikor egy fiiggvényt alkalmazunk szimbolikus paraméte-
rekre.

> formula := ( b~2xx"2*sin(b*x) - 2*sin(b*x)

> + 2%bxx*cos(b*x)*axt ) / b~3;
b2 2?sin(bx) — 2sin(bz) + 2bz cos(bz) at

B3

formula :=

> F := unapply( formula, x, t );
b% z%sin(bz) — 2sin(bz) + 2bz cos(bz) at

F:=(z,t) — =

> F(0,1), F(Pi/b,5);
m™a

0, ~10—
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Ha a nyil operatorral megadott fliggvénydefiniciéban a " operatorral probalunk
hivatkozni az el6z8 kifejezésre, kudarcot vallunk:

> formula := ( b~2%x"2*sin(b*x) -2*sin(b*x)

> + 2%b*x*cos(b*x)*a*t ) / b~3:

> F := (x,t) ->";

F.=(z,t)>"
> F(u,v);
>

A problémat az okozza, hogy a " operator valojaban egy kérnyezeti vdltozd,
amely az F eljarason beliil lokilisan miikddik, de nem hivatkozhatunk vele sem-
miféle ezen kiviili objektumra. Az eljarashivas el6tti értéke a verembe keriilt, és
csak az eljarasbdl valé visszatérés utan allitédik vissza:
> G := (x,t) -> formula;
G := (z, t) — formula

> G(1,2);
b2 z%sin(bz) — 2sin(bx) + 2bzcos(bz) at
b3

Most pontosan azt kaptuk, amit kértiink: barmilyen argumentumokkal hivjuk
is G-t, a formula kiértékelésébdl szarmazo értéket kapjuk vissza. A fuggvény
leirdsat tehat valéjaban paraméter -> description formaban kell begépelniink.
Az egyetlen alternativa az lehet, hogy a kifejezést egy globalis valtoz6, mondjuk
a body segitségével helyettesitjiik be a fliggvény leirasaba:

> H := subs( body = formula, (x,t) -> body );
b% 22 sin(bz) — 2sin(bz) + 2bxcos(bz) at

B3

H:=(z,t) =

> H(u,v);
b? u? sin(bu) — 2sin(bu) + 2bucos(bu) av
b3

8.7. Fiiggvénymiiveletek

A fiiggvényekkel végzett elemi miveletek, mint példiul az Gsszeadas, a szor-
zas vagy a kompozici6, kénnyen végrehajthatok a Maple rendszerben. Néhany

példa:
> f :=x ->1n(x) + 1: g =y -> exp(y) - 1:
> h:=f +g: h(z);
In(z) + €*
> h :=f * g: h(z);

(In(z) + 1) (e* — 1)
> h :=f @g: h(z);
In(e* —1)+1

> h:=gef: h(z);
e(ln(z)-i—l) -1
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> simplify(");
ze—1

> (fee4)(z); # equivalent to T(£(f(f(z))))
In(In(In(ln(z) + 1) + 1) + 1) +1

A @ operatort a macro paranccsal kombinalva a Maple hatékony mechanizmust
nytjt roviditések bevezetésére. Ennek egyik példaja a helyettesités. Emlékez-
zlink vissza, hogy a 6.3. alfejezet szerint a subs csak a helyettesitést végzi el,
de a végén nem végez kiértékelést.

> subs( n=2, Zeta(n) ); # substitution

¢(2)

> ", # evaluation
1 5
67(
Tegyiik fel, hogy a helyettesités végeredményét mindig ki akarjuk értékelni, ek-
kor a kovetkezst tehetjik:
> macro( subs = eval @ subs ): # new version of subs
> subs( n=2, Zeta(n) ); # with new version of subs
1

2
= T

6

8.8. Névtelen fliggvények

Nem vagyunk kotelesek nevet adni a fiiggvényeknek. A néuvtelen figguények
hasznosak lehetnek, ha példiul valamely miiveletet csak egyszer akarunk végre-
hajtani, és nem akarjuk idénket azzal vesztegetni, hogy ennek még kiilén nevet
is adjunk. Névtelen fiiggvényeket leginkdbb a map, select, remove, zip és a
collect eljarasokkal kapcsolatban hasznalunk. Néhany példa:
> map( x -> x + 2, [1,2,3] ); # add 2 to list elements
[3,4,5]

> map( x -> x°2, a + b + ¢ ); # square summands
a® + b + ¢
> data := [[1,1.0], [2,3.81, [3,5.11 1:

> # take the logarithm of the 2nd element of each entry
> map( x-> applyop(1ln,2,x), data );

[[1,0], 2, 1.335001067], [ 3, 1.629240540]]

> # compute sums of derivative and antiderivative
> map( (f,x) -> diff(f,x) + int(f,x),
> [cos(z), sin(z), exp(z), 1n(z) 1, z );

1
[0,0,2€*, =+ zIn(z) — 2]
g

> sum( ’x~i’, ’i? = 0..6 );
1+z 422 +2% +2* +2° + 28
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> # select low and high terms in polynomial
> select( t -> degree(t)<3, " );

14+z+22

> remove( t -> degree(t)<3, "" );
2%+ z* + 2% + 28
> # combine two lists of data
> zip( (x,y) -> [x,1n(y)], [1,2,3], [1.0,3.8,5.1] );
[[1, 0], [2, 1.335001067, [3, 1.629240540]]
> # collect a polynomial in x and square coefficients
> collect( x™2 + y*x~2 + 2%x +y, X, z -> 272);
A +y)?z® 4+ 4z 4 y?

8.9. Gyakorlatok
1. Oldjuk meg az 23 — (a—1)z® + a?z — a3 = 0 egyenletet z-re. Hatarozzuk meg
azt a fliggvényt, amely az el6z6 egyenlet els§ megoldasat adja a fiiggvényében,
és szamoljuk ki a megoldast a = 0 és a = 1 esetén. Adjunk kézelité megoldast
a = 2-re.

2. Definidljunk egy Maple fiiggvényt, amelynek értéke 1 a [—1, 1] intervallumon
és 0 kiilonben. Rajzoltassuk is ki a fiiggvény grafikonjat.

= 2
3. Definidljuk a kovetkezs fiiggvényt f: t —> 5 (=1)™*! = sin(nt). Szamitsuk
n
n=1

ki f({5)-et és f(%)-ot. Rajzoltassuk ki a fiiggvény grafikonjat.

4. Mi lesz £(1), £(4) és £() értéke a kovetkezs értékadésok utan?

> g | e =R
> f := proc(x) 2 end:
> £(x) := 3:

5. Irjunk Maple eljarast az L,(z) Legendre-polinomok kiszamitaséra. Fzek a
polinomok az Lo(z) = 1,L1(z) = z és Ln(z) = 22 (2 Ln-1(2) — Ln—2(z)) +
Z Lp—1(z) ha z > 1 rekurziv relaciot elégitik ki. Szamitsuk ki Ly(z)-et, és ellen-
Grizzik az eredményt a Maple orthopoly[P] eljarasaval. Ki tudja-e szamitani
a megirt eljaras Lso(z)-et?

6. Irjunk olyan névtelen fiiggvényt, amely egészek egy halmazabél kivalasztja
azokat, amelyek 0 és 10 kozé esnek. A rand eljarassal generaltassunk 100 egész
szambol all6 halmazt, és alkalmazzuk névtelen fliggvényiinket erre a halmazra.

7. Irjunk olyan névtelen fiiggvényt, amely egy kétvaltozos polinombél (ilyet
a randpoly eljaris segitségével is létrehozhatunk) elhagyja mindazon tagokat,
amelyeknek negativ az egylitthatoja.



Differencialas

Ez a fejezet elmagyardzza a szimbolikus differencidlasra szolgalé diff és D el-
jarasokat, példidkat mutat az implicit differenciildsra, és roviden targyalja az
automatikus differenciilas lehetGségeit a Maple-ben.

9.1. Szimbolikus differencialas

A diff Maple eljarassal formulakat differencialhatunk:
> 2diff( exp(-x"2), x)7;
G a8

Oz

—2ze(~7")

Az els6 parancs koriili aposztroéfok arra szolgalnak, hogy késleltessék a derivalt
kiszdmitésat, és kétdimenziés formdban jelenitsék meg az inputot. Ugyanezt
elérhettitk volna a Diff tétlen paranccsal, amely csupan a kiértékeletlen ered-
ményt adja. Ezutan explicit médon kérniink kell a kifejezés értékét:

> Diff( In(x/(x"2+1)), x ): " = value(");
1 e g
8. , u i 2@ @+l

gln(x2+1): z
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> normal(");
2 _
ﬂln( z . a:r) 1
Or ‘z2+1 z(z?2+1)

Egy igazi Maple szekcidban eldszor valészintleg a DT tétlen eljarast alkal-
maznank, csupan azért, hogy lassuk, a kivant formulat gépeltiik-e be. Ezutén,
ha valéban a differencidlandé formulét kaptuk, a munkalapos f8lhasznaléi feliilet
szolgéltatasait alkalmazva kicserélhetjiik a Diff-et az ,aktiv” diff eljarasra, vagy
a value-val kérhetjiik kiértékelését (a karakteres félhasznaléi feliilet esetében a
beépitett sorszerkeszt&t hasznédlhatjuk). Az alabbi példakban a kénnyebb ért-
hetéség és az eredmények jobb megvildgitdsa miatt a Diff-et fogjuk alkalmazni.

> Diff( x~(x"x), x ): " = value(");
8 £ z Il:w
(2%) _ (%) (4o il
52 % z* ) (2° (In(z) + 1) In(z) + 5 )

> collect( ", 1ln(x), simplify );
52 2 = g™+ In(2)? + ="+ In(g) 4 £=7+2-1)

z
A differencialasi szabélyok egyszerisitések nélkiili merev alkalmazasa nagyon
gyorsan attekinthetetlen eredményekhez vezethet. A kifejezések ilyen ,folftvo-
désatol” eltekintve a magasabb rendd derivaltak kiszdmitdsa sem okoz bonyo-
dalmakat:

> Diff( x~(x"x), x, x ): " = value("):
> collect( ", In(x), simplify );

0? @ # = 3

922 %) = 2(=%) (zz)z ln(:lc)4 + (:c(z +2) 4 9 z(=%) (:1:2)z) In(z)?
+ (2 I(x’+w) s 2:1;(:::’—1) (mZ)m 0o m(z’) (x2)m) ln(m)z
+ (3 z,(:f-kz—l) . m(z’+z) B 21:(1:’—1) (3;2):1:) hl(.’l:) e 1_(:1:’—2) (xQ)m
s 2$(z’+w—1) _ m(z’+z—2)

> Diff( exp(-x~2), x$5 ): " = value(");
5 o 2
O -5 = _12056) 1 1602 (=) — 325 (-2
Ox®

Az input lerdviditésére a $ sorozat operdtort hasznaltuk. A
diff( exp( -x~2), x$5 )
kifejezés ekvivalens a hosszabb
diff( exp( -x72), X,%,X,X,X )

alakkal.

Megjegyzés: diff( ezpression, [ var$n ] ) a magasabb rendd derivaltak alterna-
tiv jel6lésmodja. Azért vették hozzd a Maple rendszerhez, hogy az iires lista
megadasaval hivatkozni tudjunk a 0-dik derivaltra, vagyis az eredeti kifejezésre:

> for i from 0 to 8 by 4 do
> “.i.‘th derivative® = diff( x~8 / 1680, [x$i] )
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>  od;

8
1680 ©

4th derivative = zt
8th derivative = 24

Oth derivative =

Az z valtozo egyenlettel definialt y fiiggvényének differencialasa a kovetkezs
elegdns moédon végezhetd el.

> alias(y = y(x) ): # consider y as a function of x
> eq := X2 + y™2 = c; # equation defining y; c is constant

eg =2 +y’=c
> diff(eq,x);

0
2m+2y(%y):0

> dydx := solve( ", diff(y,x) ); # 1st derivative
z
dydz = ——
)

> diff(eq,x$2);
2

15} 0
2+2(8—$?J)2+2y(@y}=0

> solve( ", diff(y,x$2) ); # 2nd derivative
a
1+ (5 9)?
Y
> d2ydx2 := normal( subs( diff(y,x) = dydx, " ) );
z? +y?
y3

d2ydz2 == —

Az eredeti egyenletet mellékfoltételnek tekintve tovabb egyszerfisithetiink:
> d2ydx2 := simplify( ", {eq}, [x,y,cl );

d2ydz2 = _y%
> d3ydx3 := diff(",x);
d9ydz3 = 3 c(aij y)
Y
> d3ydx3 := normal( subs( diff(y,x) = dydx, " ) );

d9ydz3 = —3 Z—’:
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A magasabb rendd deriviltak ugyanigy szamithaték ki. A fejezet végén az
implicit differencidlasra szolgalé implicitdiff eljarast is ismertetni fogjuk.
> alias( y =y ): # unalias y for further usage

A parcialis derivaltak sem okoznak gondot a diff-nek. Két kétvaltozos fiigg-
vényt tartalmaz6 példa:

> Diff(exp(a*x*xy~2), x, y$2 ): " = factor( value(") );
Ik )
8y2 0% e@zy?) — 9 g lazy?) (1+5azy® +2a%y*z?)
> Diff( sin(x+y)/y~4, x$5, y$2 ): " = value(™);
0"  sin(z +v) - cos(z + y) ig sin(z + y) +90 cos(z + y)
dy? 0z° yt y? Yo Y6

> collect( ", cos(x+y), normal );

9" sin(z+y)  (y> —20)cos(z +y) %

" sin(z + y)
dy? 05 y4 y6 Y5

Ha nem formul4t, hanem fliggvényt szeretnénk differencialni, akkor a D ope-
ratort alkalmazhatjuk. D fiiggvényként hat, az altala elgallitott derivalt is fiigg-
vény lesz. Ez kiilondsen akkor kényelmes, ha a fliggvény derivaltjat akarjuk
kiszamitani vagy specifikdlni egy adott pontban.

> g i=x ->x"n * exp(sin(x)); # the function

g:i=z — " esin(z)

> D(g); # the derivative

" n esin(z)

& — ————— + 3" cos(z) e*i7(®)
T

> D(g)(Pi/6); # the derivative at Pi/6

1
(= m)*nel/?
66 +1lmnyzean
T 2°6

D(f) lényegében ugyanaz, mint unapply( diff (f(x),x), x ).

Lényeges, hogy vilagosan lassuk a diff és a D kozti kiilonbséget: a diff formu-
lét differencial és formulat ad vissza, mig D leképezést differencial és leképezést
is ad eredményiil. Néhany példa:

> diff( cos(t), t ); # derivative of a formula

—sin(t)
> D(cos); # derivative of a function
—sin
> (De02) (cos); # 2nd derivative of a function
—cos

> D(cos)(t); # derivative of a function at some point
—sin(t)
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> D( cos(t) );
D(cos(t))

Az utols6 parancsban a Maple cos(t)-t nem a koszinusz fiiggvényként fogja

utébbi cél eléréséhez szigoruan kdvetnink kell a Maple szintakszisit és szeman-
tikajat, ezért a @ kompozicié operatort kell hasznalnunk:

> D( cos @ t);
(—sin)@t D(t)
Ha azonban azt tessziik fol, hogy t konstans, akkor mar valéban hajlandé a

Maple a cos (t)-t fliggvénynek tekinteni, ti. konstans fliggvénynek:
> assume( t, constant ): D( cos(t) );

0

Még koénnyebben érthets a dolog, ha egy ismerds konstanst hasznalunk:
> D( cos(1) );
0

A cos(1) szam konstans fiiggvénynek tekinthet6, ezért derivaltja a 0 fiiggvény:

> t :=’t?: # unassign t, i.e., forget assumption
> diff( cos, t );
0

Az utolsé példaban a Maple a cos-t olyan kifejezésnek tekintette, amelyben a
t nem fordul elG.

Ha implicit fiiggvényt akarunk definislni, a leképezést kényelmesebb kifejezés-
ként kezelni és a D-vel elvégeztetni a differencidlast. Az el6z&ekben a diff-fel
megoldott példa az 1j formalizmus szerint a kdvetkezd lesz:

> eq = x"2+y°2=c: D(eq);
2D(z)z +2D(y)y = D(¢)
Megmondjuk, hogy x fliggetlen valtozo, ¢ pedig konstans:
> D(x) :=1: D(c) := 0: dydx := solve( """, D(y) );

dydz := — =
)

> (Dee2) ( eq );
2+2(DP)(y)y +2D(y)> =0
> solve( ", (De@2)(y) );
_1+D(y)?
Yy
> d2ydx2 := normal( subs( D(y)=dydx, " ) );

z2 + y2
y3

d2ydz? = —
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Es igy tovabb.
A D operator nem csak egyvaltozos fiiggvényekre alkalmazhat6. A parcialis
derivaltak a D-re vonatkozo6 indexelt fiiggvényhivasokkal érhetsk el:

> h = (x,y,z) > 1/(x"2+y"2+z"2)"(1/2);
1

VT2 +y? + 22

h:=(z,y, z) =

> # partial derivative w.r.t. x
> ’D[11(h)’ = D[1]1(h);

Di(h) = ((z, y, 2) = — =

(IUZ + y2 + Z2)3/2)

D[1] (h) a h fiiggvény els§ argumentuma szerinti parcialis derivaltjat jelenti. Ez
ekvivalens az unapply( diff(h(x,y,z),x), x,y,z ) kifejezéssel, az esetleges
eltérések az egyszertsitésekbsl adodhatnak.

> # partial derivative w.r.t. x and y
> °D[1,2](h)’ = D[1,2](h);

Di,5(h) = (&, y, 2) = 3 =

(2% + 2 +z2)5/2)
D[1,2] (h) ugyanazt jelenti, mint D[1] (D[2] (h)).

> # 2nd partial derivative w.r.t. x
> ’D[1,11(h)’ = D[1,1](h);

Dl,l(h) = ((CE, Y Z) —

2 z? 1 )
@+ g2+ 2252 (a2 +42 ¢ 2232

Ha a ( ai:g + a%zy + 3% h Laplace-operatort alkalmazzuk, az egyszeriisitések
elmaradisa miatt nyilvanvaléva valnak az operator-moédszer korlatjai:
> L[h] := ( D[1,1] + D[2,2] + D[3,3] )(R);

z? 1
Ly, = ((z; y; z) =+3 (xz +92 + Zz)s/z - (22 +y2 + 22)3/2)
2
Y 1
e ((SIJ, Y, Z) -3 (.’132 +y2 +22)5/2 = (I2 +y2 +22)3/2)
2
1
+ (2,9, 2) = : )

3 =
(1;2 +y2 4 22)5/2 (SL’Z 4 y2 4 22)3/2

> normal( L[h](x,y,z) );
0

Minden 4t Rémaba vezet. Bar az eddigiekben az implicit differencialas vég-
rehajtisara a diff és a D eljarasokat hasznéltuk, ugyanerre a célra a Maple
kényvtar is tartalmaz egy implicitdiff nevd rutint. Ezzel igyekeznek meg-
kénnyiteni a szoftver hasznéloinak életét. Az [53] irodalom 1.5.4. fejezetében
a MACSYMA rendszerrel megoldott példan mutatjuk be az eljarast. Legyen
g(z,y) olyan implicit formula, amelyben y az z fiiggvénye. A tovabbiakban y
z szerinti els6, mésod és harmadrendd derivaltjdra adunk meg képleteket a g
parcidlis derivaltjainak segitségével.
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> dydx := implicitdiff( g(x,y), y(x), x );
D1(9)(=, y)
D (9)(=, v)

Lehet, hogy az Olvasénak ismerGsebb ez a jeldlésmod:
> convert( dydx, diff );

dydz == —

% 8(, )
L2 glz, )
Folytassuk y magasabb rendd derivaltjainak meghatarozasaval:
> d2ydx2 := implicitdiff( g(x,y), y(x), x$2 );
d2yds2 := —(D1,1(9)(x, y) D2(9)(z, y)?
~2D1,2(9)(z, ) D1(9) (@, 9) Da(9) (=, y) + D2,2(9)(=, ) Di(9) (=, v)*) /
Ds(g)(x, y)°
> convert( ", diff );

(557 80 ) (5 (o 1) =2 (g, 0) (5 800 1) (3 802, )

2
+ (5780 0) (80 1)) /(2 (o, )

y harmadik derivaltjanak kiszadmitasa mar jol mutatja a szamitogépes algebra
hasznalatanak eldnyeit a hagyomanyos papirral és ceruzaval szemben:

> d3ydx3 := convert( implicitdiff( g(x,y), y(x), x$3 ),

> diff );

3
3yds3 1= (5 8@ 1) (5 (@ )"

3
+3 (% g(z, v))? (a% 8(z, 9))° (ay(zm EP il ac (8% e L B0

+6%7 (85, 1)? (2= 805 )

3
- 35, 57 8@ 1) (5 806, 1) (5 802, )’

- (5 800, 1)) (5 800, 1) (3.5 800 )

+3(50 8@ V) FLES (5 8(0, 1) +3%1° (o (@, )°
~9%2 (5 e, ) %1 (55 860, 9)) /(2 560, )

62
%1 = 8_y2g($’ Y)
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2

0
%2 = Bym g(z, y)

82
%03 1= 922 g(z, y)

Befejezésiil kiszamoljuk a g(z,y) = exp(z? + y?) fiiggvény derivaltjait:
> g = (x,y) > exp( x°2 + y~2 );

9= (z,9) > el )

>  dydx;
Y
> normal( d2ydx2 );
2?4y
y3
> mnormal( d3ydx3 );
3az:(ac2+y2)
n

Ezek a képletek Osszhangban vannak az z2 + y?> = c egyenlettel definialt y
implicit fiiggvényre kordbban kapott eredményekkel.

9.2. Automatikus differencialés

A D operator folhasznalhaté automatikus differencidldsra, vagyis Maple elja-
rasok differencialasara is. Kezdjik egy olyan példaval, amely case utasitassal
megadott szakaszonként definialt fiiggvényt tartalmaz:

> F :=x -> if x>0 then sin(x) else arctan(x) fi;

F := proc(z)
option operator, arrow;
if 0 < z thensin(z) else arctan(z) fi
end

> Fp := D(F); # 1st derivative

Fp := proc(z)
option operator, arrow;
if0 < zthencos(z)elsel /(1+2%) fi

end
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Rajzoltassuk ki F-et els6 derivaltjaval egyiitt.
> plot( { F, Fp }, -3*Pi..3%Pi );

9.1. abra: Szakaszonként definialt fiiggvénynek és derivaltjanak grafikonja

A Maple tGbb utasitdsbol &llé eljardsokat is tud differencidlni. Lassunk egy
egyszerd példat:
> f := proc(x)

> local s,t;
> s := In(x);
> = %2
> s*t + 3%t
> end:

> fp := D(£);
fp := proc(z)

local iz, sz, t, s;
sz:=1/z;s:=In(z);tz:=2xz;t:=a’;szxt+sxtr+3 xtz

end

Az fp eljaras valéban f'-t szamolja ki? Ezt ugy bizonyithatjuk be, hogy az
eljarast szimbolikus paraméterekkel hivjuk meg, ami ténylegesen az eljaras altal
leirt fliggvény képletté alakitasat jelenti.
> diff(f(x),x) - fp(x);
0

Ez a fajta ellen6rzés nem lehetséges olyan eljarasokra, amelyekben formalis pa-
ramétert tartalmazo foltételes utasitas fordul el§ (ilyen volt az el6z6 F' fiiggvény
is). Mellesleg ez az egyik oka az automatikus differencidlas bevezetésének: nem
minden fiiggvény irhatoé le (kényelmesen) képlettel.



216 9. Differencialas

Hogyan konstrualhaté meg az fp eljaras? f és fp forraskédjanak dsszehason-
litasa kulcsot ad az automatikus differencialas kovetkezd dltalanos médszerének
megeértéséhez:

Az eljarasban szereplé minden v := f(vs, .. .,v,) alaku értékadé uta-
sitas elé (ahol v; lokalis valtozé vagy formalis paraméter) szurjuk be a
vg = fp(vy,...,v,) utasitast, amelynek jobboldalat az f(v1,...,vn)
formalis differencialdsaval kapjuk. Helyettesitsiik az utolsé utasitast
(és minden RETURN utasitassal visszaadott értéket) a derivaltjaval.

A modszer neve eldre tartd automatikus differencidlds; a figgvényt és derivalt-
Jat az eljaras kédjan végighaladva egy menetben adja meg. Ezt az algoritmust
hasznalja a Maple is. Alkalmazhatésiganak néhany korlatja: az eljaras torzsé-
ben nem lehet rekurziv eljarashivis, nem hasznalhaté a remember opcid, globalis
véiltozoknak nem adhatunk értéket, ciklusvaltozé pedig csak konstans lehet.

Létezik egy mésik, hdtrafelé tartdé automatikus differencidldsnak hivott mod-
szer, amely egy el6re haladé els6 menetben a fliggvényt, majd egy hatrafelé tarté
masodik menetben a derivaltat szamitja ki. Ezt (még) nem implementaltik a
Maple-ben. Az automatikus differencialasba torténd bevezetést tartalmaz [87]
és [88]. Sokféle algoritmust, implementaciét és alkalmazast leird jo kézikonyv
[89].

Ezt a pontot azzal zarjuk le, hogy ramutatunk az automatikus differencialas
hasznalatanak maésik okira. Ez a szamitasi id§ és a memoriahasznalat koltség-
kihatasa. Tegyiik fol, hogy az

fi=z,fn=z"1han>1

rekurzios osszefiiggéssel definidlt iterdlt hatvanyokra és derivéltjaikra vagyunk
kivancsiak. Amint a 9.1. alfejezetben korabban lattuk, a derivaltak kifejezései
mar kis n értékekre meglehet§sen terjengdssé valnak. A derivaltra automatikus
differencialassal kapott eljaras viszont nagyon tomor. Az f,, kovetkezs iterativ

> f := proc(x,n)

> local i,t;

pe it g= db

> for i ton do t := x7t od;
> t

> end;

f = proc(z, n)locali, t; t:=1; foritondot := ztod; tend

> fp := D[1](£); # 1st derivative of f w.r.t.x

fo := proc(z, n)
local iz, 1, t;

tr .= 0;

tri=t 1

foritondotz ;= 2! x (tz x In(z) + ¢ /z); t := 2’ od;
tr

end



9.2. Automatikus differencislas 217

Kiszamitjuk f2» harmadik derivaltjat kétféle médon: automatikus differencia-
lassal és szimbolikus differencialassal. Lathaté lesz a memériahasznélatban és a
szamitasi id6ben mutatkozo nagy eltérés.

e automatikus differenciilas

VVVVVYV

\

fppp := D[1$3]1(£f): # 3rd derivative of f w.r.t. x
# register memory usage

setbytes := kernelopts( bytesused ):

# start timing

settime := time():

fppp( 1.1, 22 );

18.23670379

cpu_time := (time()-settime) * seconds; # computing time
cpu_time := .290 seconds

memory_used := evalf(
( kernelopts( bytesused )} - setbytes ) /
1024 * kbytes, b);

memory_used = 426.17 kbytes

e formalis differencialas®

>

Vv

£22 := unapply( £(x,22), x );

()

f22:=zx—>z

setbytes := kernelopts( bytesused ):
settime := time():
(DEe3) (f22) (1.1);

18.23670379
cpu_time := (time()-settime) * seconds; # computing time
cpu_time = 63.959 seconds
memory_used := evalf(

( kernelopts( bytesused ) - setbytes ) /
1024 * kbytes, 5);

memory_used := 40997. kbytes

1Az unapply eredményét az olvashatésig érdekében egyszeriisitve kozoljiik. (A Fordits
megjegyzése.)
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9.3. Gyakorlatok

1. Legyenek f, g és h a kovetkezs tobbvaltozés valss fiiggvények:

 In(1+zt+yY)
f(-T;y) E— \/m
1
Viz—a? +y -2+ (z—¢)?
z
22 + 2 2

g(z,y,2) =

h(z,y,2) :=

(a) Hatarozzuk meg f Gsszes masodrendil parcislis derivaltjat.

(b) Ellenérizziik, hogy g a Laplace-egyenlet megoldasa, vagyis
g
o? o? o?
(a? toat a_) g=0
(¢) Ellendrizziik, hogy h a

0%h + 4z oh _ 0
0zdy 22 +y2+22) 0y

differencidlegyenlet megoldasa.
2. Hasonlitsuk &ssze a kdvetkez6 Maple parancsok eredményét:

> diff( £f(x), x );
> convert( ", °D’ );
> unapply( ", x );

3. Hatarozzuk meg az f(z) := max(z3, z) fiiggvény derivaltjat.

4. Jelolje y(x) a \/z + ,/y = 1 egyenlettel meghatarozott implicit fiiggvényt.
Szamitsuk ki az y' els6 és az y" masodik derivaltat.

5. Valamely h haromvaltozos fiiggvényre jeldlje z(z,y) a h(z,y, z) = 0 egyenlet-
X 0 b2
tel meghatarozott implicit fliggvényt. Allitsuk el a 2 esa « derivaltak

oz Ozdy
képletét. Hogyan néznek ki az eredmények, ha h = /z + /y + /z — 17

6. Tekintsitk az alabbi rekurzidval definislt f,, figgvényt:
f0=07 fl =T, fn:fn—l +Sin(fn_2) han > 1.

Hatarozzunk meg (automatikus differencidlassal) eljarast az f,, els6 derivaltja-
nak kiszdmitasara.



10.

[ntegralas és Osszegzés

A (hatarozatlan és a hatarozott) integralas a szamitogépes algebra egyik fon-
tos terlilete. A Maple az elemi fiiggvények integralasara a legtébb matemati-
kai kézikdnyvben targyalt heurisztikus integralasi médszerek helyett olyan nem
klasszikus algoritmusokat hasznal, mint a Risch-féle algoritmus. Réviden is-
példat kozliink, hogy képet kapjunk a Maple lehet&ségeirsl, valamint arrél, ho-
gyan segithetiink a rendszernek. Mutatunk példakat integriltranszformaciockra
(a Laplace, a Fourier, a Mellin, a Hilbert és a Mellin-félére) is.

Az integralas diszkrét megfelel§jének tekinthetd Gsszegzés az analizis méasik
olyan fontos teriilete, ahol a Maple fejlett modszereket alkalmaz. FEzt néhany
példaval fogjuk szemlélteni.

10.1. Hatarozatlan integralok kiszdmitasa

A Maple-nek t6bb hatékony, beépitett fiiggvényintegralasi algoritmusa van. ElS-
szor a kozépiskolaban és az egyetemen tanitott hagyomanyos technikakat probal-
ja alkalmazni: tablazatokban keres, mintaillesztéssel, parcilis integralassal, j
valtozd bevezetésével, a lancszabily alkalmazasaval stb. probalkozik. Ha ezek a
heurisztikus moédszerek nem vezetnek eredményre, akkor a rendszer determinisz-
tikus modszereket alkalmaz, féleg az ugynevezett Risch-féle algoritmust [163].
Tekintsiink el6szor egy példat az int eljarassal végzett hatarozatlan integralasra:

> Int( x/(x"3+1), x ) = int( x/(x"3+1), x );

1 1 1
/%Hdm: = ln(1+x)+g ln(xz—x+1)+§\/§arctan(

(2z —1)V3)

W =
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Figyeljik meg, hogy a Maple elhagyta az integracios konstanst. A kapott ered-
mények igy kdnnyebben kezelhetSk. Egy kis 6vatossig azért nem art; ellenériz-
zlik a rendszer vélaszat.

> diff( rhs("), x );
1 1
314z

2—1 2 1
3 1
1—1—5(2%—1)2

1
- +
+6z2—:v+1 3

> normal( ", ’expanded’ );
T

3 +1

A fejezet tovabbi részében taldlkozunk majd olyan példékkal is, ahol az integ-
ralds eredménye nem ellendrizhetd ilyen kénnyedén.

A fonti példa baloldalan a megjelenités kedvéért az Int tétlen eljarast alkal-
maztuk. Ezenttl az Int-et fogjuk hasznalni az integrandus és az integralasi
hatarok megmutatasira, és ténylegesen a value eljardssal szamittatjuk ki az
integralt.

A racionalis fiiggvények integralasara az iskoldban tanult médszerek kéziil a
parcidlis tortekre bontas a legfontosabb. Jol alkalmazhaté a fonti integralra is.
A kévetkezhdz hasonlo esetekre vald alkalmazisa azonban mar joval farasztébb,
és tobb hibalehetdséggel jar:

> Imt( x/(x"5+1), x ): " = value(");

1 ’
/ e da::—lln(1+:v)+—ln(Zmz—x—\/gm+2)

o+ 1 5 20
4z —1—+/5
1 zarctan(—*‘?
——InQ2z2 -z —-VBz+2)V5+= Ll o
20 5 10—2+/5
1 1
+%ln(QxQ—x+\/g:v+2)+—2—Oln(2a:2—a:+\/51:+2)\/5—>
4z —1++/5
arctan(—————=) V5
2 V10+2+5
5 10+ 25

> mnormal( diff(rhs("),x), ’expanded’ ); # check the answer
T

5 +1

Es ha csak egy kicsit megvaltoztatjuk az integrandust, méar nem is alkalmazhato
a parcialis tortekre bontas trikkje:

> infolevel[int] := 2: # make Maple more communicative
> Int( x/(x~5+2%x+1), x ): " = value(");
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int/indef: first-stage indefinite integration
int/ratpoly: rational function integration
int/rischnorm: enter Risch-Norman integrator
int/risch: enter Risch integration
int/risch: the field extensions are
[-X]
unknown: integrand is
X
X°+2. X +1
int/risch/ratpoly: integrating
X
X0 +2. X +1

int/risch/ratpoly: Horowitz’ method yields

W
/5——d_X
A LB X E1

int/risch/ratpoly:

starting computing subresultants at time 1.830
int/risch/ratpoly:

end of subresultants computation at time  1.840
int/risch/ratpoly:

Rothstein’s method - factored resultant is

500 4 1

5 3

WO o 0 N SO SR |
(1= 11317 11317 11317’ Il

int/risch/ratpoly: result is

65376045600 4270752875
_Rln(_ ibicdidichodtioiiogs ol Yl » 7 SOl i
Z RinGX -+ 64828679 L 64828679

~R=%1
_ 625000000 o, 447235682 |, 21514240
64828679 ~ 64828679 T 64828679
%1 := RootOf (11317 _2° — 500_2> + 4 _Z + 1)

_R?

)

int/risch: exit Risch integration

z 65376045600
" dr= Rl e R
/m5+2:c+1 2 Rz:;m n(@ + —5isogeTe

_ 4270752875 B3 _ 625000000 R+ 447235682 R 21514240
64828679 64828679 64828679 64828679
%1 := RootOf(11317 .Z° — 500 Z° + 4 Z + 1)
> mnormal( diff(rhs("),x), ’expanded’ ); # check the answer
T

28 +2z+1

)
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> infolevel[int] := 0: # back to default information level

Az el6z6 példaban az infolevel[int] értékét 2-re allitottuk be, igy lathato,
hogy a Maple milyen médszert hasznil. A Maple racionalis fiiggveények integ-
ralasara a kovetkezd altaldnos megkozelitést alkalmazza.

o A hatarozatlan integralas ,els6 lépcs§jében” a Maple a tablazatokban valo
kereséshez hasonlo, egyszertd mddszerekkel kisérletezik, és az integrandus
forméja alapjan eldonti, hogy a tovabbiakban melyik médszert kellene
még kiprobalni.

e Ha az egyszerii médszerek nem vezetnek eredményre, elkezdédik a ,mé-
sodik lépcs§”. Ebben a Maple heurisztikus modszerekkel probalkozik:
derivalt-osztassal (az integrandus g alaka-e, ahol ¢’ osztja p-t), helyet-
tesitésekkel és (hétnél alacsonyabb fokszamt nevezdkre) parcialis tortekre
bontassal. Tovabba megvizsgélja az olyen specialis form4ju integranduso-
kat, mint az f(uz + v) flﬂél vagy Bessel(z) p(z), amelyekben f az exp, In,
sin, cos, sinh és a cosh fliggvények valamelyike, p és ¢ pedig polinomok.

e Ha a mésodik lépcss heurisztikus médszerei kudarcot vallottak, a Maple
a Risch-féle algoritmusba kezd. Racionalis fiiggvényekre ez a kovetkezd-
képpen térténik.

(i) A [105] szerinti Horowitz-redukci6t alkalmaz az integral £+ [ ¢ alak-
és a fokszdma kisebb, mint b fokszdma. Ebben az alakban a $-t
racionalis résznek hivjak, mivel a maradék integral kifejezhets csak
logaritmusok segitségével. Ezért az [ 3 kifejezést logaritmusos rész-
nek szokés nevezni.

(ii) A Rothstein—Trager-féle modszerrel (lasd [164,182]) a Maple a loga-
ritmusos részt ), ¢; log v; alakara hozza, ahol a ¢;-k nemnulla kons-
tansok, a wv;-k pedig pozitiv fokszamu relativ prim négyzetmentes
fépolinomok. A Lazard-Rioboo—Trager-féle javitast implementaltak
a rendszerben, amely a logaritmusos rész szamitasanal elkeriili az
algebrai boévitéseket és faktorizacidkat.

Természetesen megkérdjelezhets az utolsé valasz hasznalhatésaga, mivel egy
otodfoknt polinom analitikusan kiszamithatatlan zérushelyeit tartalmazza. De
ugyanez az algoritmus eredményre vezet a [181]-b6l vett kdvetkezd példahoz
hasonlé esetekben.

> Int( (7*x~13+10%x"8+4*x"7-T*x"6-4%x"3-4*x"2+3%x+3) /

> (x714-2%x78-2%xX"T-2%x"4-4xx~3-x"2+2*x+1), x ):

> " = value(");

/7$13+10m8+4z7—7x6—43{:3~4$2+3:c+3d$_

x4 — 228 — 227 — 274 —423 — 22+ 22+ 1

%ln(m7—\/§z2+(—\/§—1)z—1)\/§
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+lln(m7—\/§m2+(—\/§—1)m—1)

+2In(z" + V222 + (V2 - 1)z - 1)

— | = b

S inle® + VR £ (B 1z — 1) V2

[\

> npormal( diff(rhs("),x), ’expanded’ ); # check the answer
7213 + 1028 +427 — 728 —42% — 4224+ 32+ 3
14 — 248 — 227 — 224 — 423 —22+22+1

A Risch-féle algoritmus [163] ereje akkor valik nyivanvalévé, ha egy tagabb fiigg-
vényosztilyra, nevezetesen az elemi fiiggvények osztalyara alkalmazzuk. Az x
valtozo elemi fiiggvényeinek hevenyészett definiciéja:

e Induljunk ki konstansok valamely halmazabdl (ez lehet példaul Q, R vagy
C).

e Konstrualjuk meg az ¢sszes konstans egyiitthatés p(z) polinomot.

plz)

q(z)

e Vegyiik mindezek exponencialis kifejezéseit (ebbe bele fognak tartozni a
trigonometrikus és a hiperbolikus fiiggvények, valamint ezek inverzei is,
ha az i komplex szam el6fordul a konstansok kozott).

e Konstrualjuk meg a alakt raciondlis tortfiiggvényeket.

o Bovitsiink az eddig kapott fliggvények logaritmusaival (ezzel az elemi transz-
cendens fligguényeket kapjuk).

e Bévitsiink az algebrai fiiggvényekkel, vagyis az olyan polinomilis egyenle-
tek megoldasaival, amelyeknek egyiitthatéi a kordbban bevezetett tipust
fiiggvények (ilyen példaul a v/z2 + 1, amely az y? — 2° — 1 = 0 egyenlet
megoldésa).

A konstrukcié minden lépésében (a konstansok valasztasat kivéve) megengedett
az iteraci6 is, igy képezhetjiik logaritmusok polinomjainak raciondlis fiiggvényét
sth. .

Risch [163]-ban egy olyan algoritmust irt le, amely adott elemi transzcendens
fiiggvényrol elddnti, hogy az integralja kifejezhetd-e elemi fiiggvényként, és ha
igen, kiszamitja az integralt. Ez az algoritmus a kovetkez6 tételen alapul:

Liouville-elv Ha az f(z) elemi fiigguény integrdljo is elemi fiigguény, akkor

[ #@)da = v(@) + 3 s log(us@)
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alakid, ahol a c;-k konstansok, és a v meg az u; figgvények nem tartalmaznak
f-ben és a c; konstansokban elé nem forduld mennyiségeket.

Liouville tétele tehat bizonyos értelemben az elemi integralok keresési terét kor-
latozza. Tovabb altalanositasként vehetnénk a Liouwille-féle fiigguények oszta-
lyat, amelyet az elemi fliggvényekbdl agy konstrudlunk meg, hogy az osztélyhoz
tartozo tetszéleges f(z) fiiggvénnyel folirhaté [ f(z) dz integralokkal bévitiink
(ez a konstrukci6 is iteralhatd). Az igy kapott osztaly tartalmazza példaul az erf
hibafiiggvényt és az Ei exponencialis integralfiiggvényt, amelyeket a kévetkez6
képletek definidlnak:

erf(z) = % /0nu exp(—t?)dt és Ei(z) = /oo eXPE‘t) dt.

A Risch-féle algoritmus részletei utan érdeklédé Olvaso tovabbi informéciokat a
[20,21,52,53,74,76,143,163] munkakban talathat. Itt csak réviden vazoljuk, hogy
a Maple altaldban hogyan végzi az elemi fiiggvények integralasat:

e Ha a heurisztikus modszerek sikertelenek, akkor a Maple a ,Risch-Norman
el6tétet” (lasd [74]) alkalmazza, hogy trigonometrikus és hiperbolikus fiigg-
vényeket tartalmazo integrandusokhoz ne kelljen bevezetni komplex expo-
nencialis és logaritmus fiiggvényeket.

e Ha tovabbra sincs eredmény, akkor elkezd6dik a Risch-algoritmus.

Az utolso 1épés legnehezebb része az algebrai fiiggvények integralasa. A Trager-
féle modszert [118] az algebrai fiiggvények RootOf-os jeldlésével implemental-
tik. A jelenlegi megvalositas azonban néhany korlatozést tartalmaz:

o Ha az egyiitthatdk testje nem algebrai szamtest, az integral transzcendens
részét nem szamitja ki a rendszer. A gyakorlatban ez azt jelenti, hogy ha
az integral parameétert tartalmaz, akkor el6fordulhat, hogy a Maple nem
talalja meg a valaszt, jollehet az létezik.

e Az algoritmus bonyolultsiga miatt lassi.

e Az integrandusnak az integralasi valtozé egyetlen RootOf kifejezését kell
tartalmaznia. Az evala@Primfield eljaras hasznalhato {6l ennek a folté-
telnek az elérésére.

Vizsgaljunk meg néhiny példat, hogy pontosabb képet kapjunk a Maple integ-
ralasi képességeir6l:
> Int( In(x-1)"3, x ): " = value(");
/ln(m —1)Pdz=In(z—-13(x-1)—3(z —1)In(z — 1)
+6(z—1In(z—1)+6—6z
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> diff( rhs("), x ); # check the answer
In(z — 1)*

> int( 1n(x-1)"2/x, x );

/ln(zz— g i

Az elsG integralt parcialis integralassal és tablabeli kereséssel szamitotta ki a
Maple integral6 eljarasanak el6tétje. A Risch-algoritmussal eldéntotte, hogy a
masodik integral nem fejezhetd ki zart alakban elemi fiiggvényekkel. Ilyenkor
a Maple vagy csak egyszertien visszhangozza az input parancsot, vagy 4j fiigg-
vényeket vezet be (mint példaul a hibafliggvény, az exponencialis integral, a
szinusz integral sth.).

> Int( exp(-x~2), x ): " = value(");
/e(_z2) dz = %ﬁerf(a:)
> Int( exp(-x)/x, x ): " = value(");

e(_z)
/ dz = —FEi(1, z)
z

A heurisztikus modszereken kivil a csak logaritmusokat tartalmaz6 integrandu-
sok esetén a Maple a kdvetkezs utat valasztja:

> Int( In(1-bxx/(atc*¥x~2))/x, x ): " = value(");
bx
In(1-———)
_ atez® g _ bz
/ = dz = In(z) In(1 a—!—cmz)
e (lb-f—\/ a) i —2c:v+b+\/b2—4ca)
b+Vb2—4ca
—ln(—l —b+\/b2—4ca)1n(_2c:z:—b+\/b2—4ca)
2 ¢ —b+ Vb2 —4ca
cz cw
dilog(2 ——————) + dilog(—2 —————
T b+ b2 —4ca ) ilog —b+\/b2——4ca)
—ca cxr ++/—ca
1 1 In( In(—
() (O (- (- S
cz
— dilog(———) — dilog(— ——me
dlog(\/_—ca) 10g( \/~—ca)
> Int( sin(x) / (x3+x+1), x): " =value(");

sin(z) B
/:1:3 +z+1 =
Z Si(z — _R1)cos(-R1) + Ci(z — _R1)sin(_R1)
)
o™ 3_R1°+1

%1 := RootOf (.2° + .Z +- 1)
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Az el6z6 esetben a Maple észrevette, hogy az integrandus egy szinusz fiiggvényt
tartalmaz, és a Hermite-féle redukciot alkalmazta a pusztdn trigonometrikus
fliggvényekbdl all6 kifejezésekre.

> Imt( 1/ (x* (x~2+1)°(1/3) ), x ): " = value(");

e
————dz = | ———=dz
z (22 + 1)1/3 z (22 +1)1/3
Ebben az esetben a Maple ragaszkodik a radikdlok RootOf-os jeloléséhez. Je-
16lje o az 12 + 1 kobgydkét. Az eredménybdl kitiinik, hogy a 2% + z + 1 polinom
gyokére célszerd a f roviditést bevezetni:

> alias( alpha = RootOf( z°3 - x™2 - 1, z ),

> beta = Root0f( z"2 + z + 1, z ) ):

> convert( "", RootOf ):
Ezekkel a jelolésekkel mar 16l tudja irni az integralt a Maple:

> settime := time(): # start timing
> "' # evaluation

/xiadz: %ln(—(5—19ﬂ—462+2x2—9ﬂa:2+4,82:1:2—9aﬂ

|
—24a+150a® + 2402 B) [2°) + §5ln((

178 —-4—-48%2+46%22 +1182% — 322 + 21a —21a® — 2102 )
/z%)

> # check the answer
> evala( Normal( diff(rhs("),x) - 1/(x*alpha) ) );

0

> cpu_time := (time()-settime) * seconds; # computing time
cpu_time := 87.610 seconds

A [41] szerinti

X

/ 228 + 425 + 72* — 323 — 22 — 8z — 8
(222 — 1)2/z% + 428 + 222 + 1

Csebisev-integralt [52]-ben a REDUCE segitségével szamoltdlk ki. A Maple ese-
tében a szamités folyamata és az eredmény a kovetkezs:

> alias( beta =
RootOf( z°2 - x~4 - 4%x~3 - 2*x~2 - 1, z ) ):

>
> settime := time():
> Int( ( 2%x"6 + 4%x~5 + T*x~4 - 3*%x°3 - x°2 - 8%x - 8) /
> ( (2%x~2-1)"2 * beta ), x): " = value(");
6 5 4 3. i . 1 (2 T i
228 +42° +72* - 32° —2° — 8z 8dm:—( z + )ﬁ+—1n((
(222 -1)2p0 2 2z2 -1 2

102520 + 6138 z° + 12307 2% + 10188 =7 + 4503 2 + 3134 2°
+ 1589 2* + 140 2% + 176 2% + 2 — 4104 B2 — 2182 32°
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—508482z% — 805 Bz* — 624 82° — 28 Bz — 10 Bz> — 1023 B )
/(22* — 1)°)

> # check the answer
> evala( Normal( diff(rhs("),x) - op(1,1hs(™)) ) );

0
> cpu_time := (time()-settime) * seconds; # computing time
cpu_time := 19.261 seconds
A transzcendens rész kiszamitasa igényli a legtobb idst.
Algebrai fiiggvényeket lathatunk a kovetkezd két integralban:

> Imt( x/(x"3 +x+ a), x): " =value(");
x
ol i
3
z°+z+a i
a{4+27a%) R* ~(4+27a®) R a
1
Eln(z+9————3 2+ 27a2 5T o7a)
%1 := RootOf ((4 + 27a?%) _Z° + _Z + a)
> Imt( 1/(x~16 + a), x ): " = value(");
1
/mdw: Rzyl_Rln(fL"l‘l6a_R)

%1 := RootOf (18446744073709551616 a'® _Z° + 1)

A kovetkez6 példa, amely nem mas, mint az egyik el6z6 integral parametrizalt
valtozata, megmutatja az algebral fiiggvények integralasanak a jelenlegi imp-
lementaciéban meglévs korlatjat, miszerint az egyiitthaték teste csak algebrai
szamtest lehet. Az outputban nagybetiisre valtoztattuk az erre vonatkozé iize-
neteket:

> alias( gamma = Root0f( 2z°3 - x™2 - a, z ) ):

> infolevellint] := 1: # set higher information level

> int( 1/(x*gamma), X );

int/indef: first-stage indefinite integration
int/indef2: second-stage indefinite integration
int/rischnorm: enter Risch-Norman integrator

int/risch: enter Risch integration

int/algrisch/int:

Risch/Trager’s algorithm for algebraic function
int/algrisch/int:

computation of the algebraic part: start time 114.250
int/algrisch/int:

computation of the algebraic part: end time 114.280
int/algrisch/int:

computation of the transcendental part: start time 114.299
int/algrisch/transcpar: PARAMETRIC CASE NOT HANDLED YET
int/algrisch/int:

computation of the transcendental part: end time 114.310
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int/algrisch/int:
could not find an elementary antiderivative
1
—dz
Ty
> infolevel[int] := 0: # back to default value

10.2. Hatarozott integrélas

A Maple rendszerben a hatarozott integralas is az int-tel, illetve a neki meg-
felel§ integrate alnévvel végeztethets el. A megjelenitésre ismét a value-val
kombinalt Int tétlen format hasznaljuk:

> Int( x/(x"3+1), x = 1..a ): " = value(");

¢z 1 1
/1 mdﬂ::——gln(1+a)+6ln(a2—a+1)

+%\/§arctan(é\/§(2a—1)) =2 %In(Q) . i\/gw

18
> Int( In(t)/(1-t), t = 0..x ): " = value(");
“In(?) . 1,
/ol—tdt dllog(m)—gw
> Imt( 1/((1+x~2)*(1+2*x~2)), x = 0..1 ):
> " = value(");
/1 ! dz = s 7 + v/2arctan(v/2)
o 1+22)(1+222) 4

A hatarozott integralds nem mindig a megfelels hatarozatlan integral kiszami-
1
tasdval és a hatarok behelyettesitésével torténik. Ezt mutatja az / — dz-re
1z

vonatkoz6 kdvetkezs példa:
> Imt( 1/x°2, x ): " = value(");

[zda=-3

> subs( x=1, rhs(") ) - subs( x=-1, rhs(") );
-2

Itt az a probléma, hogy az analizis alaptételének alkalmazisihoz sziikséges ana-
litikus foltételek nem teljesiilnek: az integrandusnak a (—1,1) intervallum z = 0
belsé pontjiban nem megsziintethets szingularitasa van. A Maple ellenérzi az
adott intervallumon az integrandus folytonossagét, és hibas valasz lehetSsége
esetén egyszeriien visszaadja a parancsot. Mellesleg a Maple riakényszerithets
arra, hogy az integrandust folytonosnak tekintse, ha megadjuk a continuous
kulcsszét. A valasztott példaban maga a Maple is be tudja bizonyitani, hogy a
hatarozott integral divergens:

> Imt( 1/x°2, x = -1..1 ): " = value(");
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1
1
/; . F dfl) =
Nehezebb feladat az

27 1
o 1+3sin?t

integral meghatarozasa:

> Int{ 1/(1+3*sin(t)"2), t = 0..2%Pi ): " = value(");

27 1
/ N N
o 1+ 3sin(t)?

Az eredmény korrekt. De ez sem tgy jott ki, hogy kiszamoltuk a hatarozatlan
integralt, és behelyettesitettiik a hatadrokat. A Maple &ltal kiszamolt hataro-
zatlan integral még csak nem is folytonos az integralasi intervallumon (lasd a
10.1. abrat), bar létezik folytonos antiderivalt is, a

t — arctan <

sin(2t)
cos(2t) — 3)
2

> Int( 1/(1+3*sin(t)"2), t ): " = value(");

1 1
tan(5 ¢) tan(3 ?)
— arctan |2 —=—
4+24/3 4+23

1
——dt =2 +
/1+3sin(t)2 4423 4423

1 1
tan(- t) tan(i t)
arctan | 2 i el V3 arctan |2

423 4-2+/3

+2
4-2+3 4-2v3

arctan | 2

V3

> plot( rhs("), t = 0..2%Pi );
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el

-
o

1.5 /

10.1. abra: Az nem folytonos antiderivaltjanak grafikonja

1
143 sin?t
A hatéarozott integralok kiszamit4sara a Maple sokszor alkalmazza a tablabeli
keresést, a mintaillesztést (lasd [73, 167]) és a specialis fiiggvények paraméterek
szerinti differencialasat.
> TInt( exp(-sqrt(t)) / ( t~(1/4) * (l1-exp(-sqrt(t))) ),
> t = 0..infinity ): " = value(");
e e~V = 3
—_—dt = Fay
/0 $1/4 (1_6(—\/2)) 7rC(Z)
> evalf( rhs(") );
4.630314748

> Int( t74 * 1n(t)~2 / (1+3*t~2)~3, t = 0..infinity ):
> " = value(");

0 44 2
t* In(t) gt —

o (14+3¢2)3
& 37r+—1——7r3 3—L7r\/?_>ln(3)+i7r\/§1n(3)2
216 576 108 576

Ezek az integralok az aldbbi altaldnos alaka integral specialis esetei:

dt,

/°° exp(—u1t? — ugt®?)t¥ In(bt4)™ {5} (ct”)
0 (aop + a1 f4)P

ahol

[ =1t vagy exp(t®),

p és m nemnegativ egészek,



10.2. Hatarozott integralas 231

signum(ag/a1) > 0,

s1 és s nemmulla valos szamok,
d és d; tetszoleges valds szamok,
b, u1 és ug pozitiv valés szamok,

1
w olyan komplex szdm, amelyre ® (w_—+_—_> > 0 teljesii], valamint

vagy r = 0, vagy r = s, vagy r = 2s, vagy s = 2r.
Mintaillesztéssel meghatarozhatd tovabbi tipusintegralok:
erf

/0 exp(—ut®)t¥ In(bt™)™ {erfc} (Ft" +g) dt,

/ exp(—ut*)t“BesselJ(b, ct»)*’ BesselY (b, ct*»)*" dt,
0

[ Gl @) ) (e

Két tovabbi példa:

> Int( t * exp(-t~2) * erf(2*t+1), t = 0..infinity ):
> " = yalue(");

és

/ te(=t") erf(24+1)dt =
0

2
%erf(l) + %e(_l/w V5 — %e(_l/s) ﬁerf(g V/5)

> Int( x * exp(-x~2) * BesselJ(0,x) * BesselY(0,x),
> x = 0..infinity ): " = value(™);

7 1
(=1/2) Bessel K(0. =
1€ esselK(0, 2)

/ zel~=") BesselJ(0, z) BesselY (0, @) dz = — =
0 2 T

> Int( sin(z*sin(x)) * sin(3*x), x = 0..Pi):
> " = vyalue('");

/Owsin(z sin(z)) sin(3 z) dz =

7 BesselJ(1, 2) 4 7 BesselJ(0, 2

8
22 z

sseld(1, z)
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Az els6-, masod- és harmadfaju elliptikus integralok mind algebrai formaban
(a Jacobi-féle jeloléssel), mind a Legendre-féle alakban rendelkezésiinkre allnak.
Két jelolésmod létezik: az egyik a Byrd és Friedman [29], ,Handbook of Elliptic
Integrals” cimi konyvében hasznaltat kdveti, a masik az [1]-nek (,Handbook of
Mathematical Functions”) megfelels. A részleteket lasd a 10.1. tablazatban.

Elnevezés Definicio Maple fiiggvény
els6faji nem teljes el- g 1 dt LegendreF(z, k)
liptikus integral 0 /(1-12)(1-42t2) EllipticF(z, k)
masodfaju nem teljes = VIZETE g LegendreE(z, k)
elliptikus integral Jo = EllipticE(z, k)
harmadfaju nem tel- i 1 dt LegendrePi(z, a, k)
jes elliptikus integral 0 (1-at2)/(1-?)(1-k2t2) EllipticPi(z, a, k)
els6faju teljes ellip- fl 1 dt LegendreKc(k)
tikus integral 0 /(-2)(1-k22) EllipticK (k)
masodfaja teljes el- | VTP LegendreEc(k)
liptikus integral Jo Vi-i? EllipticE(k)

harmadfaja teljes el- LegendrePic(a, k)

1 1
liptikus integral Jo (1—at2)4/(1—12) (1—k2¢2) & EllipticPi(a, k)
asszocialt elséfa- 1 3 2 LegendreKcl(k)
ju  teljes elliptikus Jo (1—2)(1—c2£2) EllipticCK (k)
integral
asszocialt masodfaju [1 VIZPE g LegendreLEcl(k)
teljes elliptikus integ- ol EllipticCE(k)

ral

asszocialt harmadfa- 1 . d LegendrePicl(a, k)
ju teljes elliptikus in- Jo (1—at?)/(1—t2)(1—c2t2) . EllipticCPi(a, k)
tegral

10.1. tablazat: Elliptikus integralok a Maple rendszerben

Féltessziik, hogy 0 < k < 1 és ¢ = V1 — k2. A Maple legidbbszor az [1] szerinti
jeloléseket preferalja. Néhany példa:

> Int( 1/sqrt((t~2-1)*(t"2-2)), t = 2..infinity ):
> " = value(");

= 1
/2 JE-1@E-2

> readlib( radnormal ): # load simplification routine
> Int( 1/sqre((t-1)*(t-2)*(t-3)*(t-4)),
> t = 4..infinity ): " = radnormal( value(") );

1
dt =2 V2 EllipticF(% V2, % V?2)
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vV Vv

vV Vv

o 1
A ViE-1)t-2)(t-3)(t—4) s
—EllipticK(—2v2 3%/ + 4/23/4)

4 EllipticF(% V2 + ?i V3v2, —2v23%* 1 44/23/4))(V3 - 2)

|
S
—~

Int( 1 / sqre(e*(1-t)*(1+t)),

t =0..1): " = radnormal( value(") );
/1 1 gt — g PUiDticK(3 — 2 V2) (32 - 4)
o EA =B+ Vv2-2

Int( 1/ (1 - 1/9%sin(t)~2 )~(5/2),
t =0..Pi/2 ): " = value(");
1/2w

/ _ dt = —g EllipticK(%) + % EllipticPi(%, %)

0 (1- §sin(t)2)5/2

10.3.  Numerikus integralés

A szamitogépes algebrai rendszerek altalaban pontos eredmények elérésére t6-
rekednek, de a Maple-ben van t6bb numerikus szamitasi lehetgség, példaul nu-
merikus integralas is:

>

int( exp( arcsin(x) ), x = 0..1 );

/1earcsin(a:) dax
0

1.905238690

evalf (") ;

Int( exp(-2*t) * t * In(t), t = 0..infinity ):
", value(") 13

1 1 1
(—21) - = N
[/0 e tln(t) dt, 1 In(2) + i ”y]

evalf(");
[—.06759071137, —.0675907114 ]

evalf( "", 20 );
[—.067590711365369542506, —.06759071136536954251 |
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Figyeljiik meg, hogy az elébb az Int tétlen format hasznaltuk az ,aktiv” int he-
lyett. Igy elkeriiltiik a pontos eredmény kiszamitasat, s azonnal a numerikus ké-
zelitésre tértiink at az evalf@Int kompoziciéval (még pontosabban az evalf /int
eljarassal). Az alapfoltételezés szerinti integralasi modszer a Clenshaw—Curtis
kvadratira, de ha lassd a konvergencia (a szingularis helyek kdzelsége miatt), a
rendszer megproébalja kikiisz&bolni a szingularitasokat, vagy atvalt egy adaptiv,
kettds-exponencialis kvadratira moédszerre. Egy adaptiv Newton—Cotes méd-
szer is elérhets, ha kisebb pontossig (példaul Digits <= 15) is elegends. Az
evalf/int hivas opcionalis negyedik argumentuma a preferalt integraciés méd-
szert jeloli ki:
> evalf( Int( 1/sqrt(x), x = 0..1, 10, _Dexp ) );
1.999998825

A Maple evalf/int eljarasa szingularitasokkal rendelkez6 analitikus integrandus
kezelésére egyéb technikik mellett altalanositott sorfejtéseket és valtozotransz-
forméciokat haszndl. Az érdeki6ds Olvasé forduljon [71, 75]-hoz.

10.4. Integraltranszformaciok

Ebben az alfejezetben a Laplace-, Fourier-, Mellin-, Hilbert- és Hankel-transz-
formaciéra mutatunk példdkat. Az f fiiggvény K magfiiggvényhez tartozo 7 (f)
integraltranszformaltjinak altalanos definici6ja a

b
T(f)(s) = / F)K (s, 1) dt

képlettel adhaté meg, foltéve, hogy az integral létezik. A Fourier-, Laplace-, és
a Mellin-transzformaltak a legismertebbek, ezekhez rendre az e™*t, ¢~ és a
t5~1 magfiiggvény tartozik. A 10.2. tiblazatban folsoroljuk a Maple inttrans
csomagjaban megtaldlhaté integraltranszformacidkat. A polinomok racionilis
kifejezéseinek dsszegeként folirhatod kifejezések és bizonyos més fuggvények (igy
a Dirac-, Heaviside- és a Bessel-fliggvények) Laplace-transzformaltja a Maple
laplace eljarasaval allithato el. A megfelels inverz Laplace-transzformaltat az
invlaplace adja meg:

> with( inttrans );

[addtable, fourier, fouriercos, fouriersin, hankel, hilbert, invfourier,
invhilbert, invlaplace, laplace, mellin]

> t * BesselJ(0,a*t);
t BesselJ(0, at)

> laplace( ", t, s );

(32 o az)s/z
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Transzformacid Definicié

Maple fiuggvény

o .
Fourier / f(t)e "t dt
—00

Fourier-Bessel, Hankel /oof(t)tJn(st) &t
0

Fourier-koszinusz 2 [
=y t) cos(st) dt
V2 [ s eoston
Fourier-szinusz 2 1= .
— t t) dt
V2 [ r@sinten
Hilbert 1% @) 4
T Jsga b8
Laplace / f(t)e“ dt
0
Mellin / f)s 1 dt
0

fourier(f(t),t, s)

hankel(f(1),t,s,n)

fouriercos(f(t),t, s)

fouriersin(f(%),t, s)

hilbert(f(t),1,s)

laplace(f(t),t, s)

mellin(f(t),t, s)

10.2. tablazat: Integraltranszformaciok a Maple rendszerben

> invlaplace( ", s, t );
t BesselJ(0, at)

> (cosh(3%t) - 3*txsinh(3*t) - 1) / t~2;
cosh(3t) — 3tsinh(3t) — 1

12

> laplace( ", t, s );

1
—sln(s) + Eln(s -3)s+ %ln(?) +5)s

> invlaplace( ", s, t );

1
—invlaplace(s In(s), s, t) + 3 invlaplace(ln(s — 3) s, s, t)

1
+ 3 invlaplace(In(3 + s) s, s, t)
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Tl optimistak voltunk: a Maple nem tudta bels§ tablazataiban térolt inverz
Laplace-transzformaciékka konvertalni a feladatot. Kicsit segiteniink kell. Els-
szOr is irjuk at a formulat és tegyiik fol, hogy s > 3:

> factor( "" );

%3 (—2In(s) + In(s — 3) + In(3 + 5))

> assume( s>3 );
> combine( ", 1ln, integer );
1 .. (55=3)B+5")
3% W(———r—)
Most mar ki tudja szamolni a Maple az inverz Laplace-transzformaéltat:
> invlaplace( ", s, t );
3eBt) 330 1 1BD 1 (=30

3 T2y Tetre tae

Ellenérizziik az eredményt:

> convert( ", ’trig’ );

3 cosh(3t) +sinh(3¢) 3 cosh(3t) —sinh(3%) 1
2 ; t3 ¢ T
" 1 cosh(3¢) + sinh(3¢) pt 1 cosh(3¢) — sinh(3¢)

2 2 2 2

> normal(");

—cosh(3t) + 3tsinh(3¢) + 1
12
> combine("); # get rid of the minus sign (if necessary)
cosh(3t) — 3tsinh(3t) — 1
t2
A kovetkezé példa azt mutatja, hogy integraltranszformaciok alkalmazasaval
bévithetjiik a Maple altal megoldhaté integralasi feladatok osztalyat:
> integrate( x~5*BesselJ(0,x), x = 0..t );
t
/ 25 BesselJ(0, z) da
0
Belathaté azonban, hogy az

t
/ ™ Jp(z) dz
0

integral kifejezhetd a Bessel-fiiggvények és ¢ hatvanyai segitségével, ha m + n
paratlan. Segitsiink a Maple-nek a Laplace-transzformalt kiszamitasaban, a
részeredmények egyszertisitésében, az inverz Laplace-transzformécioban és az
integracids konstans vizsgalataban:

> laplace( ", t, s ):
05— 5 10505 o5 S
(s + 1)11/2 (s2 + 1)°/2 (s2+1)7/2

S
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> normal(");
8st —40s%2+15

15 (s2 + 1)11/2

> invlaplace( ", s, t );
L) t3 BesselJ(3, t) + 16 t* BesselJ(2, t) + 8 t° BesselJ (1, t)
21 ’ 21 ’ 63 ’
40 , 40 5 5 5
— — 1" BesselJ(4, t) — — e
g3’ Desse J(4, t) 63 t° BesselJ(3, t) + 51 t° BesselJ (5, t)

> eval( subs( t=0, " ) );
0

Ellenérizziik differencialéssal az eredményt:

> expand( diff( "", t ) );
15 BesselJ (0, t)

Tehat a kovetkezs konkluzidra jutottunk:

/ 2°Jo(z) dz =

16 8 40 40 5
9 .3 16 4 S 5 AUy 4V 5 9 5
572 J3(z) + 51 z* Jo(z) + = z° J1(z) x* Jy(z) 63:1: J3(z) + 57 % Js(z)

A t6bbi integraltranszformaciéhoz hasonléan a Laplace-transzforméacié legfon-
tosabb alkalmazasal is a differencidl- és az integralegyenletek teriiletére esnek.
A differencislegyenleteket a 17. fejezetben fogjuk részletesen vizsgélni. Itt az
integralegyenletekre adunk egy példat:

> int_eqn := integrate( exp(a*x) * f(t-x), x = 0..t )
> + b*f(t) = t;

T
int_eqn := / ele®) f(t — z) dz + bi(t) = ¢
0

> laplace( ", t, s );
laplace(f(t), t, s)
s—a
> readlib(isolate)( ", laplace( £(t), t, s ) );
laplace(f(t), t, s) =
s2(

i
+ blaplace(f(¢), t, s) = 2

1
1

S—a

+b)

> invlaplace( ", s, t );
1 at

i) = -
=T sap T —i+ba [~1+BapP

— ba
6(( 14; )i)

> map( factor, " );
- QAT VIR e

iy (—1+ba)?
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Ellendrizziik az eredményt.

> £ := unapply( rhs("), t );

1—at+aztb—e((_l+bba)i)
=
f (“1+ba)?
> testeq( int_eqn );
true

A fourier Maple eljarassal polinomok racionalis fiiggvényeib6l képezett 6ssze-
gek Fourier-transzformaltjat hatarozhatjuk meg:
> 1/(1+t°3);
1
14123

> fourier( ", t, omega );

1
3 Iel® (Heaviside(—w) — Heaviside(w)) + e(—l/ZIw)(

Ly (=1 — IV/3)e(1/2V3%) 1 Heaviside(—w)

w

- %I (=14 IV/3) e(~1/2V3%) 1 Heaviside(w))

A valaszt ugy ellenérizhetjiik, hogy kiszamitjuk az inverz Fourier-transzformaltat
az invfourier-vel:

> invfourier( ", omega, t );

4
(t+1) (=T ++3+2It)(—V/3-T+21It)

> mnormal( ", ’expanded’ );
1
1+13

A Maple konvoliciés modszereket, tablabeli kereséseket és hatarozott integ-
ralast is tud alkalmazni az olyan specialis fiiggvények kezelésére, mint a trigo-
nometrikus fiiggvények, a Dirac- és a Heaviside-fiiggvények, az exponencislis
fiiggvény és a Bessel-fliggvények.

> fourier( BesselJ(0,t), t, omega );
9 Heaviside(w — 1) — Heaviside(w + 1)

V1—w?

> fourier( BesselJ( 0, sqrt(t~2+1) ), t, omega );
g eI¥) cos(—1 4 w?) (Heaviside(w + 1) — Heaviside(w — 1))

V1-w?
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Az addtable eljarassal adhatjuk meg az altalunk definialt fiiggvények Fourier-
transzformaltjat. Példaul a Maple nem ismeri az z/sinhz transzformaltjat. Ha
ezt a fiiggvényt elnevezzilkk mondjuk F-nek, akkor az aldbbiak szerint tudjuk
hozzafizni a fourier keresési tablazatahoz:

> addtable(

> fourier, # name of integral transform

F(t), # name of user function

2/Pi*exp(Pi*w)/(1+exp(Pi*w)) "2, # transform

t, w # variables used in transform
);
fourier( F(x), x, omega );

e(’rw)

7 (1 + e(™w))2

VVVVYV

> fourier( x~2 * F(x), x, omega );
(mw) (mw))\2 (rw)\3
Te 19 (e’ (el™¥))3 ¢
(1 + elmw))2 (1+elrw))s (1+ e(mw))t

>  simplify(");
wel™¥) (1 —4elrw) 4 g27w))
2
(T + eme)yd
Ugyanigy bovithet az addtable folhasznalasaval a t6bbi integraltranszforma-
ci6 keresési tablazata is.

A fourier és az invfourier eljaras a szimbolikus Fourier-transzformaltak és
inverzeik meghatirozasat végzi. Az FFT és az iFFT a numerikus gyors fourier
transzforméciot (Fast Fourier Transform), illetve annak inverzét hajtja végre.

Elevenitsiik f6l a komplex szamokbél 4ll6 N hosszasagi z = (2o, Z1,...,Zn—_1]
lista X = [Xo, X1, .., Xn—1] Fourier transzformaltjanak definici6jat. Tetszdle-
ges 0 < k< N -—1re
N—1 -
X[k] = Z a:je%”k.
j=0

Ha N valamilyen kett6 hatvannyal egyenlé, a [47]-ben leirt gyors Fourier transz-

formacié alkalmazhato. Az elsé példiban N = 23 és a valés szamokbél &llé

[-1,-1,-1,-1,1,1,1, 1] sorozat gyors Fourier transzformaltjat szamoljuk ki:
> readlib( FFT ): # load the procedure FFT

x := array([-1,-1,-1,-1,1,1,1,1]): # real parts of data

y := array([0,0,0,0,0,0,0,0]): # imaginary parts of data

FFT(3,x,y): # transform data

print(x); # real parts of transformed data

VVVYV

[0, —2.000000001, 0, —1.999999999, 0, —1.999999999, 0,
—2.000000001]

> print(y); # imaginary parts of transformed data
[0, 4.828427122, 0, .828427124, 0, —.828427124, 0, —4.828427122]
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Ha a komplex szamokat a hagyomdényosabb alakban akarjuk irni, hasznos lehet
a kdvetkezs zip eljaras:

> # normal komplex notation
> zip( (a,b) -> a+b*I, x, y ): convert( ", list );

[0, —2.000000001 + 4.8284271221, 0,
—1.999999999 + 828427124 I, 0, —1.999999999 — .828427124 I, O,
—2.000000001 — 4.828427122 ]|

> iFFT(3,x,y): # check results
> print(x);

[ —1.000000000, —.9999999990, —.9999999995, —.9999999985,
1.000000000, .9999999990, .9999999995, .9999999985 |

> print(y);

[0, .2500000000 10~?, 0, —.2500000000 10~°, 0, —.2500000000 102,
0, 2500000000 10~7]

Az fnormal eljaras akkor haszndlhat6, ha kis abszolut értékd szamokat O-ra
akarunk normalizalni:

> y := map( frormal, y );
y:=[0,0,0,0,0,0,0,0]

A gyors Fourier transzformacio gyakori és fontos alkalmazasa konvoluciok
végzése az adatok simitdsa céljabol. Az alabbiakban erre taldlunk egy egyszerd,
bar mesterkélt példat. A részleteket nem kommentaljuk, az itt hasznalt minden
adattipussal és eljarassal foglalkozunk még a kényv hatraléve részében.

El6szor is betdltjilk a stats csomag standard normilis eloszlast véletlenszam-
generatorat:

> noise := stats[ random, normald J]:

Ezutan adatokat generalunk; az adatok valds és képzetes részét kiilon allitjuk
els:
> re_data := array( [ seq( sin(0.0625%k) + 0.1*noise(),

> St 28N )%
> im_data := array( [ seq( 0, k=1..2"8) ] ):

Hogy legyen valami elképzelésiink a kapott adatokrél, kirajzoltatjuk dket. Amint
a 10.2. 4brarol lathato, a konstrukcié miatt a szinusz fiiggvényhez hasonlé gra-
fikont kapunk.

> xcoords := array( [ seq( 0.0625*k, k=1..2"8) 1 ):

> plotdata := convert( zip( (a,b) -> [a,b], xcoords,

> re_data ), list ):
> plot( plotdata, style = POINT );
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-0.5+ % 2 .

10.2. abra: Zajos szinusz fiiggvény

— 10042

Az adatok simitdsara a t — exp(— gzt~ ) magfiiggvényt hasznaljuk.

>
>
>

re_kernel := array( [ seq( exp( -100.0 * (k/2°8)"2 ),
k=1..2"8 ) 1 ):
im_kernel := array( [ seq( 0, k=1..278) ] ):

Kiszamitjuk az adatoknak a magfiiggvényre vonatkozé gyors Fourier transzfor-
maltjat, az eredményt komplex szamokbol 4116 tombokként frjuk fol:

VVVVYVYVYV

FFT( 8, re_data, im_data ):

FFT( 8, re_kernel, im_kernel ):

data := zip( (a,b) -> (atb*I), re_data, im_data ):
kernel := zip( (a,b) -> (at+b*I), re_kernel, im_kernel ):
newdata := zip( (a,b) -> a*b, data, kernel ):
new_re_data := map( Re, newdata ):

new_im_data := map( Im, newdata ):

Befejezésiil inverze gyors Fourier transzforméaciét alkalmazunk az adatok Fourier
transzformaltjanak és a magfiiggvénynek szorzatdra. A végeredmény csak egy
skalarral tér el az eredeti adatok simitott valtozatatél. Ez jol megfigyelhets a

10.3. a4bran.
> iFFT( 8, new_re_data, new_im_data ):
> plotdata := convert( zip( (a,b) -> [a,b], xcoords,
> new_re_data), list ):
> plot( plotdata, style=POINT );
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151

101

-10+

-154+

10.3. abra: Adatsimitas

A fejezetet a Maple-ben rendelkezésiinkre 4ll6 tovabbi integraltranszformaci-
okra vonatkozé példakkal zarjuk:

o Hankel transzformaci6

> with( inttrans ):
> assume( k, integer, k>0 ):
> hankel( sqrt(t), t, s, k );

5 1
V2D(= + = k%)
9 4" 2
1

SAT(5 k" i)

e Fourier szinusz és Fourier koszinusz transzformacié

> assume( a>0 ):
> fouriercos( Heaviside(a-t), t, s );

\/ﬁsin(a~ s)
JTs

> fouriercos( ", s, t );

L Lsignum(t - a7)
5 ~ 5 Signum a

> convert( ", Heaviside );
1 — Heaviside(t — a™)
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e Hilbert transzformaci6
> assume( k, integer, k>0 ):
> hilbert( Dirac(x) + sin(k*x)/x, x, v );
—1+mcos(k”y) — =
Yy

e Mellin transzformécio

> mellin( 1 / (1+t), t, s );
™

sin(w s)

> mellin( 1n(1+t), t, s );
™

Csin(r(s+1))s

10.5. Hogyan segitslink a Maple-nek az integralésnal?

Ebben a részben néhany olyan integralasi problémat vizsgalunk meg, amelyre
a Maple magara hagyva nem képes megoldast talalni, de némi segitséggel meg
tudja oldani a feladatot. Az emberi segitségre elég gyakran sziikség van, ha
a feladatban nem elemi fiiggvények is szerepelnek, vagy ha a paramétereknek
bizonyos foltételeket kell kielégiteni.

Az elsG integralsi probléma paraméterének ki kell elégitenie bizonyos foltételt
ahhoz, hogy az integralt analitikusan meg lehessen hatarozni.

> Int( exp(-c*x~2), x = 0..infinity ): " = value(");

Definite integratiom:

Can’t determine if the integral is convergent.

Need to know the sign of --> ¢

Will now try indefinite integration and then take limits.

o0
/ e g =y 1 srert(yien)
0 z—00 2 \/E

Gyakori logikai hiba, hogy mi ugyan pozitiv valés konstansnak tekintjiik c-t,
de a Maple ett6l még nem fog ugyanebbdl kiindulni. A fenti valaszbdl kiti-
nik, hogy a Maple legalabbis a hatarozatlan integralt ismeri. Ahhoz, hogy a
hatarozott integral kiszamitasaban el6bbre léphessiink, az assume-mal {6lkell
tenniink, hogy ¢ pozitiv valos konstans; nem pozitiv értékekre ugyanis az integral
divergens.

> assume( c>0):
> Int( exp(-c*x~2), x = 0..infinity ): " = value(");

/ e gy =
0

an
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Az alabbi integralasi példaban a Maple elegendd informéacié hidnyaban nem
kezd el automatikusan dolgozni:
> int( sqrt( (x"2-a~2) * (b~2-x"2) ), x = a..b );

/b\/(:c2 —a?) (b2 — z2)dz

Ilyesmi gyakran megesik: elfelejtettiik a Maple-lel tudatni a paraméterekre vo-
natkoz6 foltételeket. Javitsuk ki ezt a hibat:

> assume( a>0, b>0 ):

> infolevellint] := 2:

> int( sqrt( (x~2-a~2) * (b~2-x"2) ), x = a..b );

int/ellalg/trxlgdre: cannot determine sign: 1/a~~2-1/b~"2

int/indef: first-stage indefinite integration
int/algebraic/algebraic: algebraic integration
int/rischnorm: enter Risch-Norman integrator
int/risch: enter Risch integration

int/risch: enter Risch integration

int/risch: the field extensions are

[ X, xoot(—(-X? - a™2)(-b"% 4+ _X?), 2)]

int/risch: Introduce the namings:

{_thy = root(—(_X% — a"?) (-2 + _X?), 2)}

unknown: integrand is
(=-X2 44" (b"? = X?)
-thi
int/risch/algl: integrand is
(-X*+a" ) (h? - X%
-thy
int/risch/algl: integral expressed as
1 X (X245 - X%
3 _thy
2 i e 1 ;
g a~2 b~2 w S _XZ a~2 _ g—XQ b~2
+ d_X
/ —thy
int/indef: first-stage indefinite integration
int/indef2: second-stage indefinite integration
int/indef2: trying integration by parts
int/risch: exit Risch integration
int/def: definite integration
int/def: definite integration

int/contour: contour integration



10.5. Hogyan segitsiink a Maple-nek az integralasnal? 245

/a__\/(g,,-2 B (R — P

> infolevel[int] := 1:

Még mindig nem kaptunk valaszt, de szerencsére az infolevel[int] értékének
2-re novelésével a Maple sokkal kbzlékenyebbé vilt. A képernyén megjelend
rengeteg iizenetben a Maple elmondta, hogy éppen mit csindlt. Méar az elss
tizenetek egyike igy szolt:

int/ellalg/trxlgdre: cannot determine sign: 1/a™"2-1/b7"2

Itt a megoldas kulcsa: tegyiik f6l azt is, hogy b > a. Ezt mi bizonyara termeé-
szetesnek vettiik, nem igy a Maple:

> additionally( b>a ):
> int( sqrt( (x~2-a"2) * (b~2-x"2) ), x = a..b );

92 ~2
—% a7 b™ EllipticK (11 - %3)

~92 -
1 s

) a~? & a2 4 % b~2) EllipticPi(1 — ‘;—.2- 1——)

=
Még egy zar6 megjegyzés ehhez a példadhoz. Ha valami okbdl azt sejtjiik, hogy
elliptikus integralok is follépnek, az infolevel[elliptic] valtozonak nagyobb
értéket adva is informalédhatunk a kifejezések elGjelérsl anélkiil, hogy a Maple
szamos egyéb probalkozasat kdvetniink kellene.

Meglehetdsen bonyolult feladat a megfeleld f6ltételek kivalasztdsa, melyekkel
legtébbet segithetiink a Maple-nek az integralasi feladatok megoldasaban. Eh-
hez gyakran sziikség van minden matematikai ismeretiinkre és szamitasi tapasz-
talatunkra. A [141]-ben leirt médon tgy is dtdefinidlhatjuk a beépitett signum
eljarast, hogy szamolas kézben a Maple informéaciékat kérjen az el§jelekrsl. A
médszer hatranya, hogy a Maple olyan szituicidkban is kérhet informaéacickat,
amelyekrdl nem vilagos, hogy mi koziik van a megoldandé probléméahoz.

Néha utalnunk kell a kdvetend§ mdodszerre, példaul a valtozéd helyettesitésére
vagy a parcidlis integralasra. A Maple student csomagjaval ezt kényelmesen
megtehetjiik:

> with( student ): # load the student package
> Int( sqrt( x + sqrt(x) ), x );

/\/:r+\/5dm

> changevar( sart(x)=y, ", y );

/2 VY2 +yydy
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> LU LI value(");

/\/x+\/5dz=

2 1 1 1
§(y2+y)3/2—1(2y+1) y2+y+§1n(y+§+\/y2+y)

> subs( y=sqrt(x), " );

/\/m+\/5d:c=

2 1 1 1
5(.’1:—!-\/5)3/2—Z(2ﬁ+1)\/:z+\/5+§ln(\/a—:+§+ T ++/T)
> radnormal( diff(",x) ); # check answer

\/:1:+\/E=\/x+\/5

Egy masik példa:
> Int( x*xexp(-a~2*x"2)*erf(b*x), x );

/:1: e(—a*2%) erf(bz) dz

> intparts( ", erf(b*x) ): "" = value(");

1 erf(bz) e(—a*2?)

. B2
/ze(_a zz)erf(b:v)dz:—2 erf(vb? +a?z) b

1
a? 2 Vb2 + a2 a?
Néha a vonalmenti integrélas j6l ismert moédszerét kell alkalmaznunk, s a
Maple-t ehhez vetjiikk be szdmolasi segédeszkozként. Az alabbiakban ezen a

moédon hatarozzuk meg
(o8] eam
/ —dz
oo Lote

értékét a 0 < a < 1 foltétel mellett. ElGszér az x valds valtozdt a z komplex
valtozéval helyettesitjiik, s a 10.4. dbran lathaté vonal mentén integralunk.

y

—R +27i R + 27i

10.4. adbra: Az integrilas gorbéje

Ha az R — oo hatarértékét vessziik, a gérbe vizszintes részei a keresett in-
tegralt adjak, a fiiggsleges részekhez tartozoé integral pedig eltiinik az a-ra tett
foltétel miatt:

eaz o0 eaa:
74 T dz = (1 —€*™®) lim =
2 1-4e%# R—oo J_ 1+e
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A vonalintegal értéeke 271y ,a téglalapba esd reziduumok 6sszege”. Keressik
meg tehat a nevezd itteni zérushelyeit és szdmitsuk ki a hozzajuk tartozé rezi-
duumokat.

> exp(a*z) / (1 + exp(z) );

elaz)
1+e*
> solve( denom("), z ); # the solution in the strip
In
> readlib( residue Y)( "", z =" );
__e(Itlﬂ')

> (1 - exp(2xPixaxI) ) * integral = 2%PixI x ";
(1 — 1) integral = —2 I welfo™
> (lhs/rhs)(") = 1;

1 I(1—eTem) integral
= ]
2 7T6(Ia")

> simplify( ", exp );
integral sin(am) 1
s

> Int( exp(a*x)/(l+exp(x)), x = -infinity..infinity )
> = solve( ", integral );

© glaz) T
——dz = ———
/_Ool—kem sin(a )

Az olyan szokasos triikkék, mint az integralas el6tti, paraméter szerinti diffe-
rencialas kdnnyen végrehajthaték a Maple-ben. Egy példa:

> assume( a>0 ):
> int( tanh(a*x/2) / (x*cosh(a*x)) , x = O..infinity );

oo i:anh(l a” )
/ 2 dz
0

z cosh(a™ )
> diff( ", a );
0

A hatarozott integral értéke tehat nem fligg az a pozitiv paramétertsl.

Végiil, de nem utolsésorban egy jé tandcs: ha a Maple-lel dolgozunk, hasznal-
juk agyunkat is, és kétszer is gondoljuk meg, mielStt belekezdiink a szamolasba.
Példaul a Maple nem tudja meghatarozni az

T sint
[ ey
—x 1+sin”¢
integralt, de erre nincs is szlikség, mivel rogton lathatd, hogy az integrandus
paratlan fiiggvény, s emiatt az integral 0.
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10.6. Osszegzés

Szamokbol 4ll6 véges Osszegek kdnnyedén kiszamithatok az add eljarassal.

> Sum( k~7, k = 1..20 ) = add( k7, k = 1..20 );
20

Z k" = 3877286700

k=1

> primes := [11,31,41,71,101,131,181,191,211,241]:
> Sum( i, i = primes) = add( i, i = primes );

Zz’=1210

i=%1
%1 :=[11, 31, 41, 71, 101, 131, 181, 191, 211, 241]

> poly := add( a[il*x~i, i=0..5 );

poly :=apg+ a1z +apz® +azz® +agz? +asz®

Lehetdség van ,szimbolikus Osszegzésre” is. Eldszor tekintsiik a hatarozatlan
Osszegzést: adott az
a;,a2,as,...

sorozat, vagy pontosabban a sorozatot elGallité kifejezés, és olyan sy kifejezést
szeretnénk talalni, amelyben nem fordul el az Gsszegzés jele, tovabba

ap — S8 — Skg—1.

Ez a feladat a hatarozatlan integralas diszkrét analégja. A Maple a kovetkezs
mébdszereket hasznilja s;, megtalalasara:

¢ A polinomok a Bernoulli polinomokon alapul6 kévetkezd formulaval 6ssze-

gezhet8k:
= m
Z 1 (m = 1) Bknm"'l_k,
= T om+ 1 k

ahol a By Bernoulli szimokat a
m
1
Bo=1 6 Z(m: >Bk=0 ham > 0
k=0
implicit rekurziéval definialjuk.

o Moenck moédszerével (lasd [140]) OsszegezhetSk az Osszegzési index raci-
onilis fiiggvényei. Az eredmény olyan Osszeg, amely egy racionalis fligg-
vénybdl, a Psi Polygamma, fiiggvénybél, tovabba ennek derivaltjaibol all.

e Gosper [82] dontési eljarasa a Risch-algoritmus diszkrét megfelelgje. Hi-
pergeometrikus s Gsszegekre alkalmazhato, ilyenkor si/si—1 € (k).
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e A [120] kiterjesztett Gosper algoritmus a kdvetkezs kérdéssel foglalkozik:
adott nemnegativ m-re és adott ay sorozatra keresslink az ap = sy — sg—m
foltételt teljesitd si sorozatot, ha tudjuk, hogy si k-szoros hipergeometri-
kus Gsszeg.

A Maple tartalmagzza a [193, 194]-nek megfelels, hipergeometrikus sorokat Gsszeg-
z0 és hipergeometrikus azonosségokat kezel()’ (kib()’vitett) Wilf-Zeilberger méd-

s sz

és a benniik talalhato h1vatkozasokat A Maple sumtools csomag_]a hatarozat—
lan és hatarozott Gsszegek explicit kezelését végzi. Sok esetben egyediil a sum
eljaras is automatikusan megoldja a probléméat. Néhany példa:

¢ A Bernoulli polinomok médszere

> Sum( k°7, k =1..n): " = value(");

n
3w
k=1

1 g 1 o
= s 1
(n+1) 2(n+ )+

> factor(");

7 1
n+1)% - — @m+1)* —I—1—2(n+1)2

12( 24

n?(3n* +6n®—n?—-4n+2)(n+1)°

e Moenck mébdszere

> Sum( 1/(k"2+k)~3, k =1..n ): " = value(");

é k2+k

—2—-3n+6(n+1)
(n+1)3
> 1limit( rhs("), n = infinity );

+6%(1, n+2)+10 — 72

10 — x2
> Sum( 1/(k~5+2*k+1),k = 0..n ): " = value(");
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n 1 (

:E: 5 i :E:

k:ok +2k+1 oY
4096 2560 4 1600 4 1000 625

(ertimsr® mer® ter® ke

\Il(n+1—_a)> - ( 3.

—a=%1

(4096 | 2560 . 1600 , 1000 , 625
11317 ' 11317 1317 . 11817 - i d1817

\Il(—_a)>

%1 := RootOf(_.Z° +2.Z + 1)

> limit( rhs("), n = infinity );

1
(5 o

a=%

)

(4096 + 2560 _a* — 1600 _a® + 1000 .o — 625 _a) \Il(—_a)))

%1 := RootOf(_LZ° +2_Z +1)

> evalf(");
1.282579632

> Sum( 1/(k~2 - 4) , k = 3. infinity )y: " = value(");
25
Zkz
> Sum( 1/(3xk+1)/(3*k+2)/(3%k+3)/(3%k+4),
> k = 0..infinity ): " = value(");
- 1 d o 3 1
Z(3k+1)(3k+2)(3k+3)(3k+4)_5 gy g

k

i
o

Gosper mbdszere

# see (SIAM Review, 1994, Problem 94-2)
Sum( (1)~ (k+1)*(4*xk+1)*(2xk)! /
(kt*4~k*x(2%k-1)*(k+1)!), k = 1..n ):

" = value(");

VvV V VYV

- YEHD (4 + 1) (2K)!
]; k'4k(2k-1)(k+1)! T
(n+2) (-1)(**2) (2n 4 2)!

— 1
2(n+1ﬂ4wHM2n+1Mn+2ﬂ+
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¢ Hipergeometrikus azonossagok
> Sum( (-1)"(n-k) * binomial(2%n,k)"2, k = 0..2%n ):

> " = value(");
2n .
> (-1)"=® binomial(2n, k)* = (=17 :
k=0 2(=27)T'(n + 1) I‘(§ —n)

Végtelen 6sszegek numerikus kézelitésének kiszamolasakor a Maple a Levin-
féle u-transzformaltat hasznélja a konvergencia gyorsitdsara (v.5. [91, 192]),
ezzel még divergens Osszegekhez is rendel valamilyen szamértéket. Célszerd a
kapott eredményt mindig ellen@rizni:
> Sum( 1/k~2, k=1..infinity );

(e}
1
@

k=1

> evalf(");
1.644934067

> value(""); # the exact answer.

1,

(8

6
> evalf( " - "" ); # comparison
11078

> Sum( 3~(-k), k=1..infinity );
23(—’0)
k=1

> evalf(™);

.5000000000
> value("");
L
2
> Sum( 3"k, k=1..infinity );
o0
>3
k=1

> evalf(");
—1.500000000

>  value("");

> Sum( 1/k"3, k=1..infinity );

— &
D

—1
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> evalf(");
1.202056903

> value("");
¢@3)
> evalf(");
1.202056903

> Sum( 1/k~(1/3), k=1..infinity );
i 1

3

k=1 kl/

> evalf(");
—.9733602484

> value("");

Ennél a két példanal:
oo

>3

k=1
és

3Ll

3

k=1 Vk
meg kell vizsgalni, hogy a kapott numerikus kozelités megfelel-e a divergens so-
rok Gsszegzésére altalunk hasznalt definicionak. A Maple valaszai elég furcsanak
tinnek (pozitiv sorok 6sszege negativ), de valéjaban nem is olyan rendkiviiliek.

Az utolsé eredmény példaul a Riemann-féle ¢ fiiggvény analitikus folytatisaval
igazolhato (ennek alatamasztasara kozelitsiik ¢(1/3)-ot a Maple-ben).

10.7.  Gyakorlatok

1. Széamitsuk ki a kdvetkezd hatarozatlan integrilokat, és ellenérizziik az ered-
ményeket differencidlassal, valamint egyszeriisitéssel.

(a) /\/e—z_——lda;

T
(b) / (20,.’1,‘ _ 31:2)3/2 dz

(c) /Mdzz

@ [ e
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(e) / sec®z dz

1
—d
(®) /1+sin$+cosm :1;
)/ Inz
(g z(m2+1)2

#
2. Hatdrozzuk meg tetszdleges egész n-re / z"e” dz-et, az eredmeényt ellendriz-

ziik k{ilénb6z6 n értékekre.

3. Szamitsuk ki a kovetkezd kettds integralokat:

@ [ ([ Grln)a
o [ ([ Elas)a

(c) Hasonlitsuk dssze (a) és (b) eredményét. A Maple hibazott, vagy valami
masrél van sz67?

4. Szamitsuk ki a kdvetkezd hatarozott integréalokat:

dz

(@) /10 4zt + 423 — 222 — 10z + 6
% 4 7zt + 1623 4 1022

3
(b) / z* sinz cos z dz
0

1/5 1
(c) / — —dz
1/7 V522 — 6 + 1

5. Szamitsuk ki a kovetkezd hatarozott integralokat:

1
(b) / x arctan z dx
0

(e.e]
(c) / e cos?(bz) dr pozitiv valés a-ra
0



254 10. Integralas és Gsszegzés

*® sing
(d)/0 - dz

o0
(e) / e "lnzdz
0

® o—az Inz
(f) / dz pozitiv valés a-ra
0

vz

oo e_\/Z
® [ e
(h)/ I
1 v:1:4—1
) /zx/cos.'z;d:z:
0
e
)./1 Vzt +422 + 3 v
) /2\/tana:dm
0

0o .2 "
o / sin” az sin bz de
0

i

oo
(m) / dx pozitiv valos a-ra
o coshax

T y ZT
6. Legyen F az F(T) : = / %u du integrallal definialt fliggvény.
1

(a) Ertelmezziik a megfelels F' Maple fiiggvényt, és adjuk meg F(2) egy ko-
zelit§ értékeét.

(b) Allitsuk el§ (D-vel) az F' derivaltat és szamitsuk ki F”(2) értékét.

7. Jeldlje A az {(z,y) € R? |1/2 < zy < 2,1 <z < 3} tartoméanyt. Szamitsuk
ki az a
// exp(1/zy) iy
AY $ + 1

8. Ebben a feladatban a Risch-féle algoritmust kovetve bebizonyitjuk, hogy az

/an(m—l) de

z

integralt.
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integral nem fejezhetd ki elemi fiiggvényekkel. Ha az integral benne lenne az
elemi fliggvények osztalyiban, akkor a Liouville-elvbél a kovetkezd elallitas
adddna:

Bs(z)In®(z — 1) + By(z) In®*(z — 1) + Bi(z) In(z — 1) + By(z),

ahol B3(z),Bs(x) és B;(z) racionalis fiiggvények, és csak By(z) tartalmazhat
1) logaritmusos bévitéseket.

(a) Allitsuk el By(z),..., Bs(z) differencislegyenletét.
(b) Mutassuk meg, hogy Bo(z) racionalis konstans.

(c) Igazoljuk, hogy Ba(z) differencidlegyenlete nem oldhaté meg a racionalis

In*(z -1
fliggvények korében. Ez azt bizonyitja, hogy % integralja nem
fejezhetd ki elemi fiiggvényekkel.

9. A reziduumok modszerével mutassuk meg, hogy

/2" 1 _2m
o a2cos?d+b2sin’6  ab

ahol a és b nemnulla valés szamok, tovabba

—a
ai < 1. Hasonlitsuk Ossze

eredményiinket a Maple-t6l kapott valasszal.

10. Oldjuk meg az
¢
sint = / Jo(t — 0)f(0) db.
0
integralegyenletet Laplace-transzformaciéval.

t
11. Oldjuk meg az f(t) =1+ j/ (t — 6) f(0) df integralegyenletet.
0

sinw?z dz integralt.

* oz
12. Szamitsuk ki az / 3
0 1 + %



256 10. Integralas és Osszegzés

1

1+ k2sin® £)3y/1 + k2sin? ¢

=
13. Szamitsuk ki az / dz integralt.
o (

a

o0
z
14. Szamitsuk ki az / dz integralt nemnegativ a-ra. 15. Szamitsuk ki
0

az /oo L dz integralt iti a

——— dz integralt pozitiv a-ra.
o (+a)(z—-1) & p

ln(a: +1)

dz integralt.
z2+1 &

16. Szamitsuk ki az /

17. Szamitsuk ki az dz integralt.

)
/ Vb +1

. . 1 . )
18. Szamitsuk ki az / tan (3— arctan(:):)) dz integralt.

19. Szamitsuk ki az / arcsin®(z/a) dz integralt.

20. Szamitsuk ki az dz integralt.

} e

21. Szamitsuk ki az alabbi végtelen Gsszegeket:

o 2k +3
< (k+1)(k +2)(k + 3)

?..

-k +k-1
(b) Z (k+2)!

=1

bl

() Z 1)2 k+ 1)

3k+2
(d) ZJ“; B+ Dk +2)

o0

© Z B3+ 7k®+4k +6
k2(k2 +2)(k2 +2k+ 3
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= (2 ,
22. Szamitsuk ki a Z ( 2:) (—3)* Bsszeget.
k=0

n 2k
2k 1
23. Szamitsuk ki a ( k) (5) Osszeget.
k=0

24. Szamitsuk ki az els6 32 primszam szorzatéat.

25. Szamitsuk ki a H 1 — 1/k? szorzatot. (Utmutatés: hatirozzunk meg zart

k=2
képletet a szorzatra, ha k értéke 2 és n kozott valtozik, majd a limit alkalma-

zésaval szamitsuk ki a hatarértékeét, ha n végtelenhez tart.)

n

26. Szamitsuk ki Z(mk — 1)-et, és hasonlitsuk Ossze az eredmeényt a [84]-ben

k=1
talalhaté 0.112 formulaval.

n—1
27. Szamitsuk ki Z k*z’-et, és hasonlitsuk &ssze az eredményt a [84]-ben

k=1
talalhaté 0.114 formuléaval.
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11.

Sorok, kozelitések és
hatarértékekek

Az analizis négy témakorét vizsgaljuk ebben a fejezetben: a csonkitott sorfej-
téseket, a formalis hatvanysorokat, az approximicié elméletét és a hatarérték—
szamitast. A példakbol kittnik, hogy a csonkitott sorfejtések kiilonbozé tipu-
sal, igy a Taylor sorok, a Laurent sorok, a Puisseux sorok és a Csebisev sorok
mind rendelkezésiinkre 4llnak Maple-ben. A Padé és a Csebisev—Padé sorfejtés
a numerikus kozelitéscket szamolé numapprox Maple csomagban taldlhato. A
megfelel§ esetekben a sorfejtések hatarértékek kiszamitasara is félhasznalhatok,
v.5. [49].

11.1. Csonkitott sorfejtések

Egyvaltozos fiiggvények Taylor sorat kénnyen és gyorsan meghatarozhatjuk a
Maple segitségével. Példaul a sin(tanz) — tan(sinz) fiiggvény z = 0 koriili
25-6d rendi sorfejtését pillanatok alatt kis