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BEVEZETES

Ez a konyv a Programozas logikdja I cimii kényv folytatdsanak tekinthetd. Fel-
etelezi az elso rész tartalménak ismeretét, hiszen olyan problémak és megoldasuk ta-
‘alhatéak ebben a kdnyvben, melyek egy programozasi ismereteket most kezdd sza-
mara bizony egyaltalin nem érthetoek. Az algoritmusok megadasa verbalis leirassal
zdrténik, ami nagyban segiti a gépi reprezentacidt. A kényv azon tanuldk szémara keé-
sz{ilt. akik magasabb szinten szeretnének foglalkozni a programozassal, nem eléged-
nek meg az alapokkal.

Az elso fejezet néha’my ﬁsszctett adatszerkczet je]lemz&it tartalmazza, csak azo-

A masodik fejezet az alapoktél kezdve ismerteti a rekurziot, fogalmat, hasznal-
~210sagat, jellemzoit, és bemutat néhany alkalmazast.

A harmadik fejezet szerves folytatdsa a visszalépéses algoritmusok bemutatasa
~ezvedik fejezet), hiszen egy részik a rekurzidra épil. A klasszikus problémak be-

—u1atdsan keresztiil kerill ismertetésre a téma, mellyel igen sok feladat oldhaté meg.

A negyedik fejezet témaja a grafok problémakore, amelyben grafbejarasi, utke-
..... 1 ¢s labirintussal kapcsolatos feladatok keriilnek megoldésra.

Az 6t6dik fejezetben néhany algebrai és numerikus matematikai probléma algo-
~musok segitségével torténd megoldasa talalhato

A hatodik [ejezet grafikdval foglalkozik, ismerteti az elemi grafikai feladatokat,
= s7zxaszrajzolastol a fliggvényabrazolasig.

Minden fejezet végén feladatok talalhatoak., amelyek megoldésa a tanulo szama-
= z'znlott az anyag elsajatitasa érdekében., -
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I. ADATTIPUSOK, ADATSZERKEZETEK

OSSZETETT ADATTIPUSOK, ADATSZERKEZETEK (EGYEB TiPUSKONSTRUKCIOK)

Rekord

Lényege, hogy az Osszetett valtozonak (rekord) adunk egy nevet, s az egyes,
rendszerint kiilénbdz6 tipusu részeinek (mezdinek) szintén. igy lehetévé valik a re-
kord elemeinek 6nallo, kiilon kezelése €s a részek egyiittes feldolgozasa is.

A rekordnak nincs adatszerkezet megfeleldje, strukturalt tipus, ami mogott nincs
adatszerkezet. A rekord a nyelvekben egy heterogén €s altaldban dinamikus, struktu-
ralt adattipus. A heterogén annyit jelent, hogy a rekord kiilonbdz6 tipust adatelemek-
bol épiilhet fel. A rekordnak mezdi vannak - rekord mezokrol beszéliink, - €és a mezok
tetszoleges tipustuak lehetnek. Nagyon sok nyelvben a rekord mérete valtozhat futas
kozben. A PASCAL is ilyen.'! Mas-mas mez0 tartozhat a rekordhoz.

A rekordnak van fix része és lehet valtozé része. Ha csak fix rész van, akkor az
annyit jelent, hogy az adott rekordtipus mindig ugyanolyan szerkezet.

Ha deklardlunk egy rekord tipust valtozot, akkor a teljes rekordra, az Gsszes
mezoére egyiitt hivatkozhatunk a rekord nevével, abban a sorrendben, ahogy a mezo-
ket felirtuk. Tudunk hivatkozni a mezokre is kiillon-kiilén - pontozott jeldléssel (ez a
mindsitett név):

rekordnév.mezOnév (a tipusban deklaralt mezénév)

Amikor megmondom, hogy melyik rekord melyik mez6jérél van szd, ezt mind-
sitésnek hivjak a szamitastechnikdban - a név pedig a mindsitett név. A rekord a me-
z06k tipusatdl fliggden nem biztos, hogy folytonos tarteriiletet foglal le - lehet, hogy
lyukak vannak a foglalt tarteriiletben.

Strukturalas: Rekordtipus = Rekord
1. mezdszelektor : értéktipus,
2. mezGszelektor : értéktipus,

Ertékhalmaz: a mezOk értéktipusai altal meghatarozott alaphalmazok di-
rekt szorzata
Miveletek: szelekcios fliggvény (". mezdszelektor" nevii) konstrukcids

figgvény (Rekordtipus nevii), (elképzelhetdk) transzfor-

' Valdjaban a leghosszabbnak megfelel6 helyet foglalja le a rekord szamara.
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macios fliggvények, amelyek a teljes rekordstruktarat érin-
tik
Relaciok: = (mez6nkénti egyez€s), # 2
PL.: Tipus Datum = Rekord
(év: 0.. 2000,
hio 2 112,
nap: 1..31)
Konstans Béke : Datum= (év:1945, hé: 5, nap: 9)

Alternativ rekord

Abban kiilonbozik a rekordtdl, hogy az 6sszetételében valtozhatnak a részek is,
a részek tartalmatdl fliggden (azaz a rekord nemcsak fixrészbol all).

Személyi adatnyilvantartds esetében természetes, hogy mindenféle adatot nem
kell mindenkirdl tarolni. Igy sziikségiink lehet arra, hogy egy dsszetett adatszerkezet
(rekord) tobbféle, alternativ szerkezetben valositsunk meg. Ez a tobbféleség persze a
rekord valamennyi mezoinek az értékeitdl fligg. (Pl. leanykori neve csak ndknek van).
Ha a nyelv nem adja meg ennek a szerkezetnek a tamogatasat, akkor mindenkirdl
minden adatot nyilvan kell tartani.

Strukturalas: Rekordtipus = Rekord
(mezdszelektor, : Ertéktipus,
mezdszelektor, : Ertéktipus,

allando rész

valtozo rész Alternativak
felt. kif| esetén rekordleiras;
felt.kif> esetén rekordleiras,

Alternativak vége)

(Itt a felt.kif feltételes kifejezést, a rekordleirds; a rekord torzsét jeldli)

Ertékhalmaz: az egyes alternativ 0sszeallitasi mezok
értéktipusainak direktszorzat - unidja

Miveletek: szelekcids fuggvény (".mezdszelektor" nevil), konstrukcios
figgvény (Rekordtipus nevil), elképzelhetdk transzformacios
fliggvények is, amelyek a teljes rekordstruktarat €rintik.

Relaciok: = (mezonkénti), #

- A mezok maguk is lehetnek Osszetettek. ilyenkor értelemszertien "lebontva az egyszeru tipusa ré-
szig" értend6!A TP nem ismeri.
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Abrazolas:

PI.:

az egyes mezoknek (komponenseknek) sziikséges mennyiségl
tarteriilet folytonos tartomanya, a leghosszabbhoz igazitva.

Tipus Adat=Rekord
Szemigszam:Szoveg( 8]
Neve:Szoveg[35]

Kora: Egész
Neme:Karakter
Alternativak

Ha Neme="F": Katonaigszam:Szoveg|8]
Ha Neme="N": Leanykorinev:Széveg[30]

Alternativak vége

(Hatvany)Halmaztipus-konstrukceié

Olyan adatszerkezet, melyet szintén a hasznalati moédjaval definidlunk. Matema-
tikai halmaz, mint adatszerkezet. A halmaznak vannak elemei. Egy adatelem csak
egyszer fordulhat elé a halmazban (azonos értékii adatelemek nem lehetnek a hal-
mazban). Mas adatszerkezetre ez nem igaz. Tudjuk azt vizsgélni, hogy egy adott érték
eleme-e a halmaznak vagy nem, tudjuk a szokasos halmazmiveleteket végezni (unio,
metszet, kiillonbség, részhalmaz stb.).

Strukturalas:
Ertékhalmaz:

Miveletek:

Relaciok:
Abrazolas:

Pl.:
Tipus

Valtozo

Halmaztipus = Halmaz(Elemtipus)®

az alaphalmaz (Elemtipus altal meghatarozva) iteraltja ("mely
elemek vannak benne a halmazban")

* (metszet), + (egyesités), - (kiilonbség), Ures (Ureshalmaz
létrehozas: eljaras), vagy Ures'Halmaztipus elére definilt
konstans, Ures? (logikai értékii fliggvény)

=, #, <, <, >, 2 (parcialis rendezés: a tartalmazas alapjan)
ahany elem, annyi biten, logikai értelmezéssel: eleme
(1=Igaz) vagy nem (O=Hamis): vagy az elemeinek felsorola-
saval (egyfajta sorozatként reprezentalva)

Nap = 1..31
Foglalt = Halmaz(nap)
ma, holnap : Foglalt

Konstans munkanap :Foglalt=(7..11,14..18)

* Mivel a "halmaz-sag" tulajdonsag nem teszi sziikségessé elemeinek kdzvetlen kivalaszthatosagat
(emiatt halmaz, s nem vektor!), ezért nincs is komponenseire vonatkozo szelekcids fliggvény, e ti-
puskategoridhoz. s igy az értelmezési tartomany megadasatdl a definiciéban akar el is lehet tekin-

teni.
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ma:=[12]
holnap:=[13]
Ha ma+holnap Nem Eleme(munkanap) akkor Ki: "Hétvége"

Fajlok

Funkcio szerint az alabbi tipusu fajlok léteznek:

Input funkcioju fajl: olyan fajl, amely létezik, ebbdl olvasunk és a fajl valtozat-
lanul tovabbra is létezni fog (az olvasast és irast mindig a processzor fel6l
nezzik).

Qutput: Olyan f4jl, amely nem létezett, most hozzuk létre, ebbe csak irunk
(Iényeges valtozas kovetkezik be).

Update: Olyan fajl, amelybe eddig is létezett és ezutan is létezni fog, azonban
megvaltozik a tartalma. Olvasni is tudunk beldle €s irni is tudunk bele.

Ez a programban vagy a programozdsban a tevékenységben betdltott szerepiiket
2lenti a fajloknak.

Fajlokkal kapcsolatos muveletek:

l. Létrehozas: a kovetkezo almiiveletek kapcsolddnak hozza.

a) Osszekapcsolds: logikai és fizikai fajl 6sszekapcsolasa. Amikor a programban
2irt logikai fajlhoz megmondjuk, hogy majd melyik fizikai fajl fog hozzatartozni,
amivel majd dolgozni akarunk. A Iétrehozas folyaman értelemszerlien csak output
—.nkcioju fajl johet szdba, hiszen most hozzuk létre. Pl. erre az dsszekapcsolasra a
2ASCAL-ban az ASSIGN (ejtsd 6sszajn) nevil eljaras szolgal. Semmi mést nem csi-
~al az Osszekapcsolas mint miivelet, csak azt mondja, ehhez a logikai dllomanyhoz
majd egy ilyen nev( fizikai allomény fog tartozni.

A PASCAL-ban ez a nyelvnek a része, mas nyelveknek nincs ilyen része, a
nyvelven kiviil kell megcsinalni az 0sszekapcsolast. Ez az 6sszekapcsolas még csak a
lehetdségét teremti meg arra, hogy a logikai €s fizikai fajl valamilyen mddon kapcso-
latba kertiljon.

Ez egy elokészités és nem egy tényleges kapcsolat.

b) £djl megnyitdsa (imegnyitas, mint fogalom): barmilyen f4jlt, amivel dolgozni
z=arunk. meg kell nyitni. Minden nyelvben van ilyen eszkdz, amivel a f4jl megnyita-
=21 ¢l lehet végezni. PASCAL-ban t6bb ilyen eszkoz is van.

Lenyegében a megnyitas az, ami a tényleges kapcsolatot megteremti a logikai €s
- = fayl kozbtt. Pl 1trehozdsnal egy csomd adminisztréciét elvégez a megnyités.
- = Tizikai allomanynak nagyon sok jellemzdje van. Ezeket a jellemzoket le kell ad-
~ ~.szirdlni a lemezen. A lemez tartalomjegyzékébe bekeriil az adminisztracié (név,

f
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~—zznvitas utdn tudunk dolgozni.
Input tipust fajloknal pedig megtorténik annak ellendrzése, hogy létezik-e a
me2gnyitni kivant file.
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ey

Allomany létrehozasanal lényeges, hogy milyen szervezési médot alkalmazunk, mi-
lyen szervezésii allomannyal akarunk dolgozni? A szervezési mod nagyon lényeges kér-
dés. A létrehozaskor kell eldénteni, hogy milyen szervezésii allomanyt hozunk létre.

A PASCAL-ban nincs allomanykezeld. Tobbféle osztdlyozdsa van a szervezési
modoknak. Az egyik osztalyozasnal beszéliink:

- egyszerii €s

- osszetett dllomanyszerkezetrdl vagy szervezésu allomanyokrol.

Egyszert allomanyszerkezetben csak a tényleges adatok vannak benne, azok az
adatok, amelyekkel dolgozni akarunk majd.

Az Osszetett dllomanyszerkezetben a fenti adatokon tulmenoen un. szerkezet-
hordozé adatok is vannak. Ezek olyan informacidk, amelyek a fizikai allomany adott
periférian vald elhelyezkedésére vonatkozd adatokat tartalmaznak (tehat magara az
allomany szerkezetére vonatkozo6 informaciok is).

Egyszerii dllomanyszerkezet

Az egyszerli alloményszerkezetek tovabbi osztalyozédsanal két szempontot szo-
kas figyelembe venni:

. Az allomanyban elhelyezked6 rekordok azonositéi k6zott van-e valamilyen

kapcsolat?
2. A rekordok azonositoi és a rekordnak az adott periféridn elfoglalt (fizikai)

helye kozott van-e kapcsolat?

Ennek megfeleldéen négyféle egyszerii allomanyszerkezetrdl szokés beszélni:

1. kérdés |2. kérdés |Létrehozhato
1. szerialis nincs nincs szalagon és lemezen
2. szekvencialis | van nincs szalagon €s lemezen
3. direkt van van lemezen
4. random nincs van lemezen

Osszetett alloméanyszerkezet is csak lemezen hozhaté 1étre.

Szerialis:

— szerkezet nélkiili allomany

— az egyetlen olyan allomany, mely nem hasznalja ki, hogy van rekordazono-
sitd - ez annyit jelent, hogy a rekordok tetszbleges sorrendben vannak egy-
mas utdn (ott, ahol vannak) - nem tudjuk megmondani, hogy hol van az
egyik, vagy masik rekord. Ugyanaz az allomany marad, ha a rekordokat fel-
cseréljiik, osszekeverjlik.

Szekvencialis:
— szekvencialis allomany ugy keletkezik szeridlisbol, hogy azonositd szerint
berendezziik



4 programozas logikaja II. 13

— aszekvencidlis allomany tehat azonosité szerint rendezett allomany

— a rekordazonositok kozotti kapcsolatot az jelenti, hogy ha van n db rekord,
akkor annak a rendezettség szempontjabdl egyetlen sorrendje van

— az a legéltalanosabb alloméanyszerkezet.

Szekvencialis bemeneti allomanybdl csak olvasni lehet, kimenetibe csak irni le-
-2t (magnesszalagnal).

Strukturaléas:
Ertékhalmaz:

Miveletek:

Reléciék :
Abrazolas :

Pl.:

File-tipus: InputSzekvencialisFile (Elemtipus)

File-tipus: OutputSzekvencidlisFile (Elemtipus)

az alaphalmaz iteraltja (repezentacio-fliggd mennyis€gli elem
sokasaga)

Megnyit : output vagy input file megnyitasa

Olvas = az input file kdvetkez6 elemének olvasasa.

Ir = a kimeneti 4llomany végére Gj rekord irasa.

Vége? = abemeneti dllomany végén vagyunk-e.

nem szokasos

pufferelési technikaval

Tipus Elem = ?
Valtozé F: InputSzekvencialisFile ( Elem )

Megnyit(f)

e: elem

Ciklus amig nem vége?(f)
Olvas(f,e): Ki: e

Ciklus vége

(Az elem tetszOleges tipus lehet, gyakran rekord)

Nyvilvan a megnyitashoz még tovabbi informéciokra van sziikség (pl. a file nevé-
-z1. 2zek azonban az algoritmizalds szempontjabol k6zombosek, vagy egyéb koriil-
~envekbol kiderilnek.

A miuveletek a Sor szerkezet muveleteire hasonlitanak: a bemeneti alloméany
“.van sor, amelybdl csak kivehetiink elemet, a kimeneti allomény pedig olyan, amely-

-2 osak betehetiink.
Direkt dllomany

— a direkt allomany ugy képzelhetd el, hogy rekordhelyek vannak 1-t6] vala-
meddig, barmely rekord egyértelmien megmondhato, hogy hol van - tehat
van valamilyen rendezettség (a rekordazonositok kozott az a kapcsolat, hogy
ezt a sorrendet adjak leképezés utan)

~ innentdl kezdve, ha megmondtuk az azonositot, akkor egybdl hozzéd tudunk
nyulni ahhoz a rekordhoz (szekvenciélisnal ezt nem tudtuk megcsinalni)
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— aklasszikus direkt allomanynal ez ugy néz ki, hogy a rekordhelyek szama fix
- tehat amikor az alloményt 1étrehozzuk, régzitjlik, hogy hany rekordbdl fog
allni - sorszamozott rekordhelyek vannak, €s majd oda fogjuk bepakolni a
rekordokat

— késObbi rendszerek, programnyelvek direkt allomany helyett an. relativ allo-
manyt kezelnek; ez annyi véltozast jelent, hogy kiegészithetjiik az dllomanyt,
de csak a végét ujabb rekordhelyekkel - az eddigi rekordazonositéknal na-
gyobb azonosito rekord is megjelenhet.

Random dallomany

— a random annyiban kiilénbdzik a direkttdl, hogy nem létezik kdlcsdndsen
egyértelmil leképezeés a rekordazonosito €s egy ilyen szamsorozat kozott - te-
hat nem létezik egy sorszamra valo kdlcsondsen egyértelmi leképezés

— csak egy egyértelmi leképezés Iétezik. Barmely azonositéhoz hozzatudunk
rendelni egyértelmuen egy sorszamot, de mas-mas azonositokhoz ugyanazt a
sorszamot fogjuk hozzarendelni. Az allomany tényleges szerkezete tovabbra
is a sorszamon alapszik (tehat vannak rekordhelyek, melyek a sorszamon
alapulnak), de tobb olyan rekord lesz, amit ugyanarra a sorszamra képeztiik
le - ezeket hivja a random tulcsorduloé rekordoknak

— arandom allomany szerkezet a legbonyolultabb egyszer( dlloményszerkezet

— az egy helyre leképezett rekordokat valahogyan le kell rendezni és azokat
meg is kell talalni, amikor el6 akarjuk venni - ez a random allomanykezelés
kulcskérdése.

Minden nyelv tud kezelni szerialis, szekvencialis 4lloméanyokat. Altalaban tud-
nak kezelni direktet és nagyon kevés, ami randomot is tud kezelni.

Pl. a standard PASCAL csak egy fix rekordformatumu, szekvencialis allomany
kezelésére alkalmas. A TURBO ezt annyival fejeli meg, hogy van egy un. rekordmu-
tato, ami sorszam jelleg(i. Nullatdl kezdve vannak a rekordok (n-1)-ig - n db rekord.
Nem az azonositobol képzi a sorszamot, hanem ahogy folvittiik. Ez tulajdonképpen
egy kvazi direkt allomanykezelés. A felvitel sorrendjében tudunk dolgozni kozvetle-
niil. A rekordmutat6 értékét tudjuk allitani 0-t6l (n-1)-ig.

Osszetett allomanyszerkezet

Osszetett alloméanyszerkezetek mindegyike azért van, hogy majd a feldolgozas
nevi muveletet segitse. Tehat nem a létrehozast segiti, mert azt csak bonyolitja. Egy
létez0 allomany rekordjaihoz hozza akarunk nyulni - ennek a segitésére vannak az
Osszetett allomany szerkezetek.

Alapvetden kétféle technika létezik Osszetett allomanyszerkezet 1étrehozasara:

. Ldncolas: A rekordokhoz kapcsoljuk hozza a plusz informacidokat. Az éllo-

ményban, a rekordok mellett jelennek meg a plusz informéaciok - beleir az
allomanyba.

o

Indexelés: Az allomanyon kiviil jelennek meg az informéciok.



4 programozas logikaja II. 15

Lancolas: legegyszeriibb esetben azonos szerkezetli rekordok vannak, és minden
-zkord mellett megjelenik egy mutaté mezdé. A mutaté mez6 mindig azt mondja meg,
~ogy az adott rekordnak melyik a rakovetkezoje. A mutatdo mez6 a fizikaitol Iényege-
=en eltérd logikai sorrendet mutathat. Ezutan az 6sszes mezo6t felfuzziik egy lancra,
. zgv létrehozhatunk részlancot, stb. (A nagyobb dllomanyokat kezelé rendszerek ezt
= modszert alkalmazzak.)

Indexelés esetén minden esetben van egy egyszeru szerkezetli alapallomanyunk
<< erre €piil rd az indexszerkezet. Minden esetben az alapallomany mellé felépiil egy
~Jdexallomany vagy indextabla.

Az indextabldban 2 oszlop van és legegyszeriibb esetben annyi sor, ahany re-
-ord van az alapéalloméanyban. Az elso oszlop tartalmazza az alapéallomany rekordjai-
~2x az azonositoit novekvod sorrendben. A masodik oszlop tartalmaz egy olyan infor-
T.2C10t, hogy az adott azonositoju rekord hol helyezkedik el. Ez lehet egy tényleges
amezcim, vagy egy masfajta informécid, amibdl ki lehet szamolni ténylegesen a he-
»21. Ezt indexnek hivjuk.

Ez a rendszer azért jo, mert ha el akarjuk €rni valamelyik rekordot, nem kell
~zlemaszni" az allomanyba (ami akdrmekkora lehet, mig az indextabla joval kisebb).
=z indextablaban rogton lathatjuk, hogy pl. ilyen azonositoju rekord nincs is benne.
~zhdt csak az indextablat vizsgalni sokkal egyszeriibb. Egyaltalan a keresést egysze-
-.2n végig tudjuk csinalni - hasznalhatom a binaris keresést.

Ezt a szerkezetet egyszintti, azonositora €piilé (elsdédleges kulcsra €piild) teljes
~Zexelésnek vagy indextablanak nevezik. Az indextdblat felépithetjiik gy is, hogy
-zm minden rekordnak az azonositdjat soroljuk fel, hanem csak bizonyos rekordok-
~z- az azonositojat. Pl. minden 6todiket, vagy minden olyan rekordot, amely egy
-207 savon tobb rekordot helyez el. Ez a nem teljes indextabla. Az indextabla nem
~ s mint egy szekvencialis adatallomany, tehat az indextablat indexelhetem - ez az
.~. 0bbszintii indexelés.

Pl. van egy lexikon. Az elsddleges indextabldban benne van az §sszes szordl,
--2v melyik oldal, melyik oszlopanak, hanyadik sordban szerepel. A mésodik szinten
~ 2z csak annyi van, hogy egy adott oldalon ez az utolsé szé.

A DBASE egyszintli indexelést tartalmaz, lehet elsddleges €s masodlagos kulcs-
= indexelni (ez utébbi esetben invertadlt allomanyok vannak mdogotte). Reléacids

Adatbaziskezelés mdogott mindig Osszetett adatszerkezet van, vagy az egyik,
==+ a masik, vagy mind a két tipus.

Binaris fak

A fakat a grafokbdl tudjuk levezetni. Legyen adott egy V halmaz, amelynek
= zmeit nevezzikk pontoknak. Legyen tovabbé adott egy E halmaz, amelynek elemeit
-2 ~apjuk. hogy vessziik a V halmaz elemeibdl képzett ketteseket. Ezeket végiil is
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hivhatjuk éleknek is. A graf tehat nem mds, mint pontok és az dket 6sszekotd (vagy
nem kotd) élek halmaza. Abban az esetben nevezziik ezt a gréfot binaris fanak, ha
minden pontbdl legfeljebb 2 €l indul ki és barmely pontbdl barmely pontba csak egy-
téleképpen lehet eljutni.

a*b+c aritmetikai kifejezés kiszamitasi szabalyat binaris faval abrazolhatjuk:

®
E@b

A binaris fat lancolt dbrdzoldssal tarolhatjuk. Minden elemet (ADAT(N)) két
mutatéval tarolhatunk (BAL(N)), JOBB(N), amelyek megadjak az elemtdl balra, il-
letve jobbra elhelyezkedd elem cimét. A GYOKER nevii valtozé fogja tartalmazni a
gyokérelem cimét. Ha egy mutat6 értéke 0, az jelentse azt, hogy a fa arra nem folyta-
todik

Bejaras:

A bindris fa bejarasakor harom stratégiat alkalmazhatunk:

— Ko6z€pso, baloldal, jobboldal. (Preorder bejaras)

— Baloldal, kdzéps0, jobboldal. (inorder bejéras)

— Baloldal, jobboldal, kzéps6 (postorder bejaras)

Nézziik meg a preorder bejarast! (A GYOKER cimmel kell hasznalni!)
KBJ nem rekurzivan:
Eljaras KBJ
Be(-1); Mut:=Gyokér
Ciklus amig Mut>=0
Ciklus amig Mut>0
Ki: Adat(mut)
Ha Jobb(Mut)<>0 akkor
Be(JOBB(Mut))
Elagazas vége
Mut:=BAL(Mut)
Ciklus vége
Ki(Mut)  **veremmdveletek**
Ciklus vége
Eljaras vége

Feladat: Irjuk meg a tobbi bejarast is nem rekurzivan.
A rekurziv eljarasok a konyv kovetkezo fejezetében taldlhatok!
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II. A REKURZIO

Akkor mondjuk valamirél, hogy rekurziv, ha sajat magat is tartalmazza, vagy
;5 aval van definidlva. Rekurziéval nemcsak matematikaban, hanem a mindenna-
- z.ztben is talalkozhatunk. A rekurzié kiiléndsen hasznos eszkdze a matematikai de-
. ":E-wma}\ Bizonyara ismeretes a természetes szdmok, a fastruktirdk, vagy bizonyos

“_z2vénvek példaja:

rl

L. természetes szamok:
2) | természetes szam,
01 egy természetes szam "rakdvetkezoje" természetes szam,

)

-. Az n! (n faktorialis) fliggvény (nemnegativ egészekre):
3 0]—1
n) Ha n>0 akkor n!:=n*(n-1)!

A rekurzio ereje nyilvanvaloan az, hogy véges sok allitassal végtelen sok dolog
-z nialasara nyilik lehetoség. Ugyanigy végtelen sok szamitasi 1€pést ki lehet fejezni

=z ziien. véges rekurziv programmal anélkiil, hogy benne explicit (kozvetleniil) cik-
_s7 szerepeltetnénk. Rekwrziv algoritmusok haszndlata elsdsorban akkor indokolt, ha
= —zzoldando probléma, a kiszamitandé fliggvény, vagy a feldolgozasra varo adatok
---_ktirajanak definicioja eleve rekurziv. Altalanosan egy P rekurziv programot (P-t
-~z tartalmazo) S; alaputasitdsoknak €és maganak P-nek valamilyen dsszetételével le-

21 .~..Ie~]ezm.
P=P[S;.P]

Programok rekurziv kifejezhetdségének sziikséges €s elégséges eszkoze az elja-
== zmely egy utasitds nevet kap, és egyben meghivhato. Ha egy P eljaras explicit hi-

‘ziuozast tartalmaz sajat magara, akkor kdzvetleniil rekurzivnak mondjuk. Ha P hi-

zmwozik egy Q eljardsra, amely (kozvetlen vagy kizvetett) hivatkozast tartalmaz P-re,
zaxor P-t Kozvetetten rekurzivnak nevezziik. A rekurzid hasznélata tehat a program-
:z2veg alapjan nem mindig latszik azonnal.

Egv eljarashoz gyakran tartoznak olyan helyi valtozok, konstansok, tipusok és
= zrasok. amelyek az cljarason beliil vannak definidlva és azon kiviil nincs jelenté-
:_x. nem is [éteznek. Ha egy ilyen eljaréast rekurziv modon hasznalunk, minden hivés-

- a helyi véltozok egy j halmaza keletkezik!! (Ez sajnos sok memoriaba fog kertil-
-''r Annak ellenére, hogy e valtozok neve megegyezik az eljaras kordbbi példanyai-
-zm szerepld megfelelo helyi valtozok nevével, értékiikben természetesen kiilonboz-
-zimek. A nevek azonossagabol semmilyen konfliktus sem szdrmazik, ezt biztositjak
=z azonositok hatdskorére vonatkozo szabalyok. Ezek megszabjak, hogy az azonosi-
-2« mindig a legijabban keletkezett valtozéhalmazra vonatkozzanak. Ugyanilyen
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szabalyok vonatkoznak az eljaras paramétereire is, amelyek definicid szerint szintén
az eljarashoz tartoznak.

A ciklusutasitasokhoz hasonldan a rekurziv eljarasoknadl is el6fordulhat soha vé-
get nem érd szamitas, tehat itt is foglalkozunk kell a befejez0dés kérdésével. Termé-
szetesen feltehetjiik, hogy a P eljaras rekurziv hivasa egy F feltételtdl fligg, amely egy
id6 mulva mar nem teljesiil. A rekurziv fliggvény s€méja tehat a kovetkezOképpen ir-
hat¢ fel: . -

Eljaras Rekurziv
Ha F akkor Rekurziv Egyébként Vége
Eljaras vége

Addig, amig az F feltétel teljesiil, az eljaras qjra és Ujra meghivja 6nmagat. Ha a
feltétel mar nem teljesiil, az eljaras befejezddik.

A gyakorlati felhasznalasokban a rekurzié mélységének ( hanyszor hivja meg az
eljdras 6nmagét) nemcsak a végességét kell igazolni, hanem lényeges azt is ellendriz-
ni, hogy a fellépd legnagyobb mélység nem lesz-e tul nagy. Ez azért fontos, mert a P
eljaras minden rekurziv hivasakor a helyi valtozdk ujabb tarhelyet foglalnak el. A
helyi valtozékhoz jarul még a szamitas pillanatnyi allapotanak adminisztralasa is. Erre
azért van sziikség, hogy az 0j P példany befejez6dését kdvetden folytatni lehessen a
korabbi példany végrehajtasat.

Amikor ugyanis a P meghivja 6nmagéat, akkor a P eljards még nem fejez6dott
be(!!), hiszen a P eljarasban csak egy eljaras hivasa tértént és még nem értiik el a P
eljaras végét. A rekurzio lényege ott van, hogy nem akarmilyen eljaras keriilt meghi-
vasra, hanem P. Ezt talan ugy lehet a legknnyebben megérteni, ha ugy képzeljiik el,
mintha egy teljesen més eljaras lett volna meghivva, csak a név ugyanaz. Ha ez az el-
jaras ismét nem fejezédik be, mivel a belsejében egy hivatkozas térténik egy eljarésra,
- torténetesen megint egy P neviire -, akkor immaér két olyan eljaras van, amelyik nem
fejez6dott be. Ez a " mese" addig folytatédik, amig P (hogy hanyadik P, az megint
egy fontos dolog) befejezodik. (Ez akkor térténhet meg, ha F nem igaz). Természete-
sen a végrehajtasnak ott kell folytatédnia, ahol "megszakadt", tehat a P hivasat kove-
téen. Igy a fiiggdben maradt P eljarasokat (a tobbes szam itt nem egészen igaz) is to-
vabb kell folytatni.

Mikor ne hasznaljunk rekurzi6t?

A megoldas nagyon egyszer(. Akkor, ha a rekurzid mélysége tul nagy, ami a
program lelassulasat, sot veremtilcsordulds-hibara t6rténd rendellenes leallasat okoz-
hatja. Természetesen nem érdemes a problémat rekurzidéval megoldani akkor sem, ha
az iteracios megoldas a kézenfekvd és a rekurzid hasznalata csak elbonyolitja az algo-
ritmust. A rekurzid jobb megértéséhez nézziink meg néhany példat szembesitve né-
melyikiiket az iterativ alakjukkal.
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| ismert a faktorialis szamok péld4ja. Fakt;=i! (pl.: hai=4, i! = 1¥2%3*4)
i=0.1.2,3, 4, 5..
Faki=1, 1,2, 6, 24, 120

£z a formula kinalja a rekurziv algoritmus hasznalatat. Legyen I és F valtozdk a
--z..2rzi0 i-edik szintjén az i és F; értékei jelolésére. Ekkor a sorozat kovetkezo ele-
—z-2x megadasahoz az alabbi szamitasi 1épések sziikségesek:

=il F:=i*F

A fluggvény a kovetkezo lesz:

Fiiggvény Fakt(i) **/egész **
Ha >0 akkor
F:=1*Fakt(i-1)
Egvébként
F=l
Elagazas vége.
Fiiggvény (Visszaad:F)

Hiviuk meg a Fakt fliggvényt mondjuk 3-mal. Nézziik mi torténik:

i=3. tehat az F értéket kapna, csakhogy a fliggvény meghiv egy Fakt nevi fligg-
=~.7 ¢s atad neki 2-6t. Nagyon fontos azonban azt latni, hogy itt a Fakt végrehajtasa
=--zmaradt és F -nek nincs még értéke.

=2. A Fakt masodszor keriilt meghivasra €s F-nek (ez mar nem az elébbi F, ez a
— z:-Zszor meghivasra keriilt Fakt F valtozoja és nem az eldsz6r meghivotté, ami na-
__ -~ Zontos tény!!) megint nem tud értéket adni, mert ismét egy Fakt fliggvényre tor-
==« hivatkozas.

. Fakt immar harmadszor keriil meghivésra, de ennek az F-nek sem sikeriil
gt adm ezért felfliggesztodik a végrehajtas, mivel Ojra egy Fakt-ot kell hivni, de
— -:1 22y nagy O0-t fog megkapni paraméterként.

=0 Micsoda valtozas! Az i>0 feltétel nem teljesiil, igy ez a szerencsés F értéket
-=7. megpedig 1-et és ez a Fakt eljaras befejezi (palya) futdsat.

De hol is folytatédik az algoritmus? Ott, ahol legutébb a végrehajtas
z~hamaradt". De hiszen ez megint egy Fakt! Es éppen egy értékadasnal, amit nem
-«eriilt végrehajtani, mivel negyedszer kellett meghivni egy Fakt fliggvényt, ami
- sszaadta l-et. Igy mar az értékadés konnyen elvégezhetd. F:=1*1. Latni kell, hogy
-~:xor még az értékadast nem tudta elvégezni, i1 értéke 1 volt, igy 1-gyel kell elvé-
Z2zZnl a szorzast.

Iy sikeriilt befejeznie a futasat a "masodik" Fakt-nak is, és 6 is 1-et ad vissza.
Dz hol lesz a folytatas. Persze ott, ahol legutobb abbamaradt. Ezt pedig az a Fakt,
=melvik masodszor keriilt meghivasra és szintén nem sikeriilt F-nek értéket adni, mi-
2! egy Fakt-ot kellett meghivni. Most, hogy ez a Fakt 1-et adott vissza, igy az érték-
z2as elvégezhetd. F:=2*1, ugyanis itt 1 értéke 2 volt, igy ez a Fakt 2-t ad vissza.
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(Visszafelé haladok!) Ez a Fakt is befejezte tehat mukodését, igy folytatédhat a vég-
rehajtas pontosan ott, ahol még nem tortént meg az értékadas. Ebben a Fakt-ban az i
értéke 3, azaz F:=3*2. Ez a Fakt tehat 6-ot ad vissza, ami éppen 3! €s nincs tébb futé-
sat "felfluggesztett" Fakt!

Teljesen viladgos, hogy ebben az esetben a rekurzi6 egyszer( iteracidval helyette-
sitheto:
1:=0 ; F:=1
Ciklus amig i<n
1:=i+1; F:=1*F
Ciklus vége

Itt az algoritmus n!-t szamol.

A Fibonacci-szamokat a kovetkezdképpen szoktak definidlni:

Fo=1, Fi=1 majd F=F,1+Fia (i>1 €s egész)

A els6 7 Fibonacci-szam tehat: 1,1,2,3,5,8,13 (minden F. szdm - az elsO kettot
kivéve - az 6t kézvetlenll megeldzo két szam Osszege.)

Hatarozzuk meg az i-edik Fibonacci szamot!
Fiiggvény Fib(i)
Ha i=0 akkor F:=0
Egyébként
Ha i= 1 akkor
Fr=]
Egyébként
F:=Fib(i-1)+Fib(i-2)
Feltétel vége
Feltétel vége
Fiiggvény vége (visszaad: F)

A Fib kiszamitasa a Fib(i) eljarassal e fliggvény rekurziv hivasat jelenti. De mi-
lyen gyakorisaggal? Minden i>1 paraméterrel torténo tovabbi hivas tovabbi két hivast
jelent, tehat a hivasok szama exponencidlisan ndvekszik. ( lasd az abrat!) Az ilyen
program természetesen célszerttlen. (]'_)

5

3 : |
2 I s I 1

[+ o °

Biztosan nem keriilhet6 el a memoria elfogyasztdsa €s szinte biztos, hogy elég
nagy i-nél a program futasi hibaval leall. Nézziik, hogyan is miikédik egy apré6 médo-
sitas utan:
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- = e~y

—_—eaiwo

Fiiggvény Fib(i)
Ha i= 0 akkor

F:=0 ok

Egyébként

Ha 1=1 akkor  **
Fi=1
Egyébként
F1=Fib(-1) *
F2 i=Fib(i- 2) "%
F=F1+F2 EESES
Feltétel vége

Feltétel vége
Fiiggvény vége (Visszaad )

Nézziikk meg, miben tér az el a korab-

adott algoritmustol:

_egven 1 kezdeti értéke 5!

-5

F1 értéke ismeretlen, mert Fib

.zsra Kertil 4-gyel (*-nal)

F1 értéke ismeretlen, mert Fib

» zsra Kerdil 3 -mal (*-nal)

-
— %

F1 értéke ismeretlen. mert Fib

zsra kertil 2-vel (*-nal)

I'1 értéke ismeretlen. mert Fib

~zsra Kerdil 1-gyel (*-nal)

- F értéke 1 lesz. (¥*-ndl) és az elja-
-~ -zizrezodik, visszaadja F-et, azaz 1-ct, és
~zzodik a végrehajtas, ahol az utolso
=: Tagtortént. azaz *-nal és i értéke 2 (1)
-2 F1 értéke ekkor mar nem ismeret-

e AT

a Fib(i-1) értéke 1. F2 nem kap

- n:szen hivatkozas torténik Fib-re. Fib
' f‘:;hi\'dsra kertil O-val, igy F elnyeri

~ 0-t kap(***-nal). de ezzel az elja-

z72'2zi a mikodését (nt volt i értéke 0) és

zzxxrx

z 0-1 ad vissza. gy F2 értéke 0 lesz

F értéke viszont rogton utana

—. zzaz 1. Az a Fib tehat. ahol i értéke 2.
w2z zZi 2 mukodeést és visszaadja F értékét,

: znnak a Fib-nek, ahol i=3 és *-nal
:~zx~adr a futdsa.

=2 F1 most felveheti a Fib(i-1)-et, az-
2e F2 nem ilyen szerencsés, hiszen

- erieket ****-nal, mivel Fib(i-2)-nek
o5 Zridke. A dolog siman megy, hi-

zzzivon Fib-ben F értéke **-nal 1

.-21 J0z visszaadni.

= T2 most mar felveheti az 1-et. igy
*x===_nal) 2. Ez a Fib is befejezi

mikodését és visszaadja a 2-t annak a Fib-
nek, amelyik meghivta, azaz annak. ahol i=4

i=4. F1 most felveheti a Fib(i-1)-et, az-
az 2-t, de F2 nem ilyen szerencsés, hiszen
nem kap értéket ****-nal, mivel Fib(i-2)-nek
még nincs értéke. A dolog nem megy siman,
hiszen a meghivott Fib-ben 1 értéke 2 lesz (4-
2);

i=2. Ekkor *-nal Fib meghivasra keril
I-gyel, F értéke 1 lesz, amit vissza is ad a
fuggvény, igy *-nal F1 ért¢ke 1 lesz. F2 sem
kap siman értéket, hanem eloszér meg kell
hivnia egy Fib-et 0-val. Ebben a Fib-ben -
mivel i=0 - F értéke 0 lesz igy ez a Fib 0-t ad
VISSZ..

Ezért F2 most mar felveszi ezt a 0-t, igy
F értéke 1 lesz (*****-nal) Ez a Fib is befeje-
z1 mikodését és visszaadja a 1-et annak a Fib-
nek, amelyik meghivta, azaz annak, ahol i=4.

i=4. F2 most felveheti jol megérdemelt
jutalmat, azaz l-est kap a Fib(i-2) altal
visszadottat. igy F értéke 3 lesz (2+1). Ez a
Fib tehat 3-at ad vissza, annak a Fib-nek. ahol
1559,

i=5. F1 értéke tehat 3 lesz, de F2 még
mindig nem kap értéket. hiszen Fib-et hiv 3-
mal.

i=3. Itt FI nem kap értéket, hiszen Fib-
et hiv 2-vel

i=2. Ebben a Fib-ben F1 értéke 1 lesz,
de csak azutan, miutan a meghivott Fib (1-
gyel) visszaad 1-et. F2 értéke ugy lesz 0, hogy
a 0-val hivott Fib ezt adja vissza. gy tchat T
¢rtéke 1 lesz (1+0) és visszatér a végrehajtas
oda, ahol i=3

i=3. F1 most mar felveszi a kapott 1-et.
¢s F2 is felveszi az l-et, miutdn az 1-gyel
meghivott Fib visszaadja ezt az 1-et. F=2 te-
hat az a Fib, ahol i=5, ott folytatodik a végre-
hajtas.

i=5. F2 most mar felveszi a kapott 2-t,
igy végre befejezheti az olvas¢ a Fib-ek olva-
sasat, hiszen F értéke 5 lesz (3+2) és vala-
mennyi  Fib-et  sikeriilt Kivégezni.
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Természetesen a Fibonacci-szamokat iterativ sémaval is kiszamithatjuk. Az
x=Fib;., és y=Fib; segédvaltozok bevezetésével elkeriilhetd ugyanazon értékek tobb-
szOri kiszamitasa:

Eljaras Fib

i-=1; x:=1; y:=0

Ciklus amig i<n
z:=X ; 1:=1+1
Xi=Xtyi V=2

Ciklus vége*

Aki megismerte a rekurziot, konnyen abba a hibaba eshet, hogy kényelmessége
¢s elegancidja miatt akkor is hasznalja, amikor nincs is ra sziiksége, mert a felada:
egyszerlibben és hatékonyabban oldhaté meg ciklusok hasznalataval. A rekurzid:
mindig helyettesithetjiik ciklusokkal.

Nézziink még egy példat a rekurzidra!

Adott harom rad: A,B,C. Az A ridon indulaskor N darab lyukas korong van.
nagysag szerint felfelé csokkend sorrendben, a korongok mind kiilonbdz6 atmérdju-
ek.

At kell rakni a korongokat a C rudra a kévetkezd szabaiyok szerint:

- a B rudat kisegit0, k6zbenso tarolasra hasznalhatjuk;

- minden Iépésben egy korongot mozgathatunk;

- minden korong csak néla nagyobb korongon lehet.

e —

}&MM}:

N bemend adat.

Olyan megoldést akarunk, amely Iépésrdl lépésre megadja, melyik korongot
honnan hova kell tenni.

A feladat onnan kapta a nevét, hogy allitélag Hanoi kozelében egy kolostorban
egy 64 aranykorongbdl allé tornyot raknak at az ott €16 szerzetesek az elébbi szaba-
lyok szerint, minden nap egyetlen korongot mozgatva. A legenda szerint a vilagvége

* Az x.y.z valtozokra vonatkozo értékadas kifejezhetd két értékadassal is, sziikségtelenné téve a z
segédvaltozot: x:=x+y: y:=x-y. Az eredmény az x-ben keletkezik.
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=...0r fog bekdvetkezni, ha befejezddik a torony atrakasa. (Nem ebben az évezredben

A megoldashoz az adja az oGtletet, hogy 2-es korongot ugy kell atrakni, hogy az
-3 Xorongot attessziik B-re, ekkor a 2-es korong atteheté C-re majd a B-re félretett
«.2rong attehet6 C-re.

Ha n>0 akkor

n-1 magas torony atrakésa A-rél B-re

az n-dik korong atrakasa A-rél C-re

n -1 magas torony atrakasa B- rol C- re
Egyébként semmit sem kell csinélni
Elagazas vége

A feladatot eggyel alacsonyabb torony kétszeri atrakdsara és egy korong moz-

—zzsara vezettlik vissza. A legegyszerlibb az az eset, amikor 0 magassagu tornyot kell
— -zzatni, ekkor ugyanis semmit sem kell csinalni.

Eljaras Hanoi(n,honnan,mivel,hova) **n egész, a t6bbi karakteres**
Ha n>0 akkor
hanoi(n-1,honnan,hova,mivel)
Ki: n " korongot tedd", honnan, "radrol", hova, "radra"
hanoi(n-1,mivel,honnan,hova)
Elagazas vege
Eljaras vége

Az algoritmus elemzése hasonlit a teljes indukciora. Egy magassag esetén jol
— _-.2dik. hiszen kétszer hivja meg 0 magassagu toronyra, amir6l tudjuk, hogy helyes.
- - ~-1-et helyesen, akkor n-et is helyesen kezeli.

A tanulsag tehat: keriljtk a rekurzid hasznalatat, ha nyilvanvalo az iteracidval

- - megoldas. Ez azonban semmiképpen sem jelentheti a rekurzio elvetését. Igen sok
z.~almazasa van, amint azt az ezt kdvetd fejezetek is igazolni fogjak. Maga az a
=~ . hogy a rekurziv eljarasok végiil is nem rekurziv gépeken Keriilnek megvalositas-
_ z71 bizonyitja, hogy gyakorlatilag minden rekurziv program atalakithato tisztan ite-
nrogramma. Ez azonban maga utan vonja egy rekurzids veremtar (stack) explicit
--z.¢sét. amelynek miveletei oly mértékben elhomalyosithat:é: a program lényegét.
2. nehezen kovethetové valik. Azokat az algoritmusokat teh-:t, amelyek természe-
-2l fogva inkabb rekurzivak, mint iterativak, rekurziv eljari- ok formajaban kell
—:zztogalmazni, figyelembe véve azt a tényt, hogy a rexurzid melyvsége csak akkora

- ey
- ~—

:-z7. amelyet elvisel a szamitogép stack-je.
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GYORSRENDEZES (QUICKSORT)

Az alapvaltozatot, amely csere elven alapszik, 1962-ben C.A.R. Hoare hozta
nyilvanossagra.

A modszer 1ényege:

Eloszor ki kell keresniink egy Un. pivor elemet és a tombot két résztombre kell
osztanunk. Az eljards a kdvetkezd: balrdl indulva addig vizsgélja a tombot, amig a
pivot elemnél nagyobb vagy egyenld elemet nem talal, majd jobbrél indulva keres a
tomb elemei koz6tt addig, amig a pivot elemnél kisebb vagy egyenld elemet nem ta-
lal. Ekkor a két elemet felcseréli (ha azok nem azonos féltdmbben voltak) €s tjrakezdi
a vizsgalatot. A tdmb vizsgélata €s felosztdsa abbamarad, ha a kétoldali vizsgalat so-
ran valahol taldlkozik. Eddig a tombét két félre osztotta, ahol a baloldali elemek ki-
sebbek/egyenléek, a jobb oldaliak pedig nagyobbak/egyenléek, mint a pivot elem.
Ezutan az eljaras rekurziv modon a résztémbokhoz fordul addig, amig a résztombok
mar csak egy elemet tartalmaznak, amely nyilvan rendezettnek tekintheto.

Nézziik végig egy példan az algoritmus mikodését (10 eleml a vektor, ezér
quicksort (1,10) mdédon hivjuk meg).

Eljaras quicksort(also, felso)
i:=also;j:=felsd; pivot:=a[(also+felsd) div 2] **div legyen egész osztds**
Ciklus
Ciklus amig a[i]<pivot
i:=i+1
Ciklus vége
Ciklus amig pivot<a[j]
J:=-1
Ciklus vége
Ha i<=j akkor ** a megtaldlt elemek cseréje **
y:=alil; afil:=a[jl; aj]:=y
i=1+1; 1:=)-1
Elagazas vége
amig 1>]
Ha also<j akkor
Quicksort (also,j)
Elagazas vége
Ha i<fels0 akkor
Quicksor(i,felso)
Elagazas vége
Eljaras vége (Hivasa quicksort(also_index, felsé index)
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Példa:
Kezdd sorrend: 716191227 14 0 4

1. felosztas: i=1, j=10

pivot 12 pivot elem
7161912271404

A balrol megtalalt elem 16, jobbrol 4 ezért megcseréli Oket:
74191227140 1§

i=3, j=9

A balrdl megtalalt elem 12 (éppen a pivot elem), jobbrol 0, csere:
74190271412 16

2. felosztas : i=1, j=7

pivot 9

741902714 12 16

A balrdl megtalalt elem 9, jobbrol 7, ezért megcseréli Oket:
74170291412 16

3. felosztas: i=1, j=6

pivot |

7417029 14 12 16
A balrol megtalalt elem 7, jobbrél 0 =megcseréli dket:
04177291412 16

=2, j=4

A balrol megtalalt elem 4, jobbrél 1=megcseréli oket:
01477291412 16

4. felosztas: i=1, j=2

oivot 0

014772914 12 16
Nincs valtozas
3. felosztas i=3, j=6
pivot 7
01477291412 16
A balrol megtaldlt elem 7, jobbrol 2=megcseréli ket
014277914 12 16
6. felosztas: i=3, j=4
pivot 4
01427791412 16
A balrol megtalalt elem 4, jobbrol 2=megcseréli Oket
01247791412 16
7. felosztas i=8, j=10
pivot 12

01247791412 16
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A balrol megtalalt elem 14, jobbrdl 12=megcseréli ket
01247791214 16

8. felosztas i=9, j=10

pivot 14
01247791214 16

Nincs valtozas

Megfigyelhetd, hogy a pivot elem megvalasztasa a futasi id6 tekintetében jelen-
tos szerepet jatszik. Kiillondsen keriilni kell a feleslegesen sok rekurziv hivést. Ez ak-
kor adodik, ha mindig a legkisebb elemet valasztjuk pivot elemként. A pivot elem
vélasztasa akkor a legkedvezobb, ha ha a tomboét két kozel egyforma résztombre
osztja fel.

Hatékonysaga: n elem esetén a rekurzié miatt 2*n méretii vermet igényel. Az
0sszehasonlitasok szdma n*(n-1)/2-1, véletlenszeri elorendezettség esetén csak n*lg
n. A mozgatdsok szama monoton ndvekvo elérendezettség esetén 2*(n-1), monoton
csokkend esetben 2*n +(n-4)/2. Véletlenszer(i elérendezettség mellett pedig az 6sz-
szehasonlitasok szamanak koriilbeliil a fele.

Eddig csak az Ggynevezett kozvetlen rekurzidrol volt sz6. Ismert azonban a koz-
vetett rekurzié fogalma is. Azaz amikor az f1 eljaras belsejében egy hivatkozas van az
f2 eljarasra, az f2-ben pedig egy hivatkozas fl-re. Nézziik meg egy példan, hogyan is
néz ez ki a gyakorlatban:

Vege: egy eljaras, amely a kapott szoveg els6 karakterét levagja.
Eleje: egy eljarés, amely a kapott szoveg utolsé karakterét vagja le.
Elso: a kapott szdveg elso karakterét visszaado fliggvény.

Utolso: a kapott szoveg utolso karakterét levago fliggvény.

Hossz: a szoveg hosszat visszaadd fliggveény

Eljaras E|j1(S) **S széveq tipuso™™
Ha Hossz(S)>0 akkor
Ki: Utolso(S)
Eleje(S)
Elj2(S) *faz £/i2 hivdsa. Ezért oz Elj] még nem fejezddik be **
Elagazas vége
Eljaras vége
Eljaras Elj2(S) ** S széveg tipusd **
Ha Hossz(S)>0 akkor
Ki: Elso(S)
Vege(S)
Elj1(S) ** az Elj] hivdsa, az Elj2 nem fejez8dik be **
Elagazas vége
Eljaras vége
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Ha meghivjuk az Elj2-t és S értéke AKOS, akkor:

1) kiirédik az A karakter, majd a Vege(s] miatt S értéke KOS lesz és az Elj1
meghivasra kertil

2) S érteke KOS, ezért kiirodik az S karakter, majd az Eleje(S) miatt S-ben KO
lesz és Elj2 lesz keriil meghivasra

3) kiirddik K, S-ben O lesz €s meghivja Elj1-et.

4) kiirodik O, S értéke lires €s meghivasra keriil Elj2

5) S hossza 0, hiszen lires igy az eljaras befejezédik. Ezek utdn megtorténik az
eljarasok befejezése a meghivas ellenkez6 sorrendjében.

Vagyis sikeriilt egy szoveget kiiratni elejérol €s a végérdl felvaltva, befelé adva
= karaktereket.
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III. A VISSZALEPESES KERESES TETELE (BACKTRACK)

Ezzel a tétellel a problémamegoldéds igen széles teriiletén alkalmazhaté algorit-
mus kertil ismertetésre, melynek l1ényege a feladat megoldasanak megkézelit€se rend-
szeres probdlgatasokkal. Sok esetben ennél jobb mddszert nem is kdvethetiink.

Altalanos feladat

Adott n darab sorozat, melynek rendre M[1]) M[2], ... elemszamuak. (az M
vektor elsO eleme adja az elsé sorozat elemszamat, ...) Ki kell valasztani mindegyik-
o0l egy-egy elemet ugy, hogy az egyes sorozatokbol vald vélasztasok mas vélasztaso-
xat befolyasolnak (pl. nem lehet két sorozatbol azonos szamu elemet vélasztani). Tu-
.ajdonképpen ez egy bonyolult keresési feladat: egy adott tulajdonsaggal rendelkezd
szam N-est kell keresni. A megoldast Ggy készitjiik el, hogy ne kelljen az 0sszes le-
netoséget végignézni.

Eloszor megprobalunk az elsé sorozatbdl valasztani egy elemet, ezutan a kovet-
x2z0bol, ezt mindaddig csindljuk, amig a vélasztas lehetséges. Amikor attériink a ko-
~etkez0 sorozatra, akkor jelezniink kell, hogy ebb6l még nem probéltunk elemet vé-
.asztani. X[i] jeloli az i sorozat kivdlasztott elemének sorszamat, ha még nem valasz-
tottuk, akkor értéke O lesz. Ha nincs jo valasztas, akkor visszalépiink az el6z6 soro-
zathoz, €s megprobalunk abbdl egy masik elemet valasztani. Ez az egész eljaras vagy
22y ér véget, hogy minden sorozatbdl sikeriilt valasztani (ekkor megkaptuk a megol-
Zast), vagy pedig ugy, hogy a visszalépések sokasdga utdn mar az els6é sorozatbdl sem
zhet Uj elemet valasztani. (Ekkor a feladatnak nincs megoldasa.)

A megoldas - mint a korabbi tételeknél lattuk - egyszeriibbé valik, ha tudjuk,
~ogy megfeleld tulajdonsagli az elemsorozat. Most azonban kovessiik az altalanos
zsetmegoldast!

Algoritmus:

Eljaras
i:=1; x[1]:=0
Ciklus amig i>=1 Es i<= N
Ha van_ j6 eset(i) akkor
i:=i+1;x[i]:=0 **vigydzni kell az index tdllépésre, pl. x[] n+ 1 elemJ™**
Egyébkeént
1:=1-1
Elagazas vége
Ciklus vége
Van:=i>n
Eljaras vége **megoldds az x[]-ben keletkezik**
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Az i. sorozatbdl Ggy valasztunk elemet, hogy prébalunk mindaddig 1j elemet
venni, amig egyaltalaban van tovabbi elem és az éppen vizsgéltat nem lehet véalaszta-
ni. Ha a keresgélés kdzben a sorozat elemei nem fogynak el, akkor az el6z6 szintnek
valaszthatjuk azt, hogy sikeres volt a valasztas. Ha pedig az utolsé sem felelt meg,
azt, hogy vissza kell 1épni az el6z6 sorozathoz.

FiiggvényEljaras Van Jo Eset
Ciklus
x[i]:=x[i]+1
amig x[1]>M[i] Vagy Nem Rossz_eset(i,x[i])
Ciklus vége
Eljaras vége (visszaad: x[1]<=M][i])

Rossz valasztasnak nevezziik azt, amelyet a korabbi valasztasok koziil valame-
lyik megakadalyoz.

FiiggvényEljaras Van Rossz Eset(i,X[i])

j=1

Ciklus amig j<i Es (j,X[j]) nem zarja ki (i,X[i]) - t
ji=j+l

Ciklus vége

Eljaras vége (visszaad: j<i)

Feladat:

Készitsiink algoritmust, amely elhelyez egy sakktablan nyolc vezért Uigy, hogy
egyik sem iiti a masikat!

Mivel 64 mezOn a 8 vezért 4 426 163 368-féleképpen helyezhetiink el, igen sok
vizsgalatra lenne sziikség. (Kiiléndsen akkor, ha a feladatnak nincs megoldésa!)

Ennél jobb matematikai modell a kdvetkezd. A 8x8-as sakktdbla mezobit a szoka-
sostol eltéréen egy-egy szamparral adhatjuk meg: A két széls6 mez6 a8 = (0,0) és
h1=(7.7). Mivel a vezér az elfoglalt mezd egész sorat {iti, tehat a nyolc vezér mind-
egyikét masik sorba kell helyezni. Eszerint egy ilyen elhelyezést egy 8-as szamrend-
szerben felirt 8-jegyli szdmmal adhatunk meg. Példaul a 04752613 szamnyolcas az
abran lathato allast reprezentalja.

01 23 456 7

O

NV AW —O
O
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A linedris keresési algoritmust alkalmazva tehat végigmegyiink a [00000000 ..
~7777777] intervallumon, €s ellendrizniink kell, hogy az allas megfelelo-e. A keresési
~tervallum hossza 8° =16777216, ami lényegesen, mintegy 260-szor kisebb, mint az
-sszes elhelyezések szama. Ha nem tudnank, hogy e feladatnak van megoldasa, ak-
<or merészség lenne egy ilyen programot elinditani, hiszen egyetlen feltételvizsgalat
=nben az esetben nagyon Gsszetett: 8*7/2=28 par kdlcsonds helyzetét kell vizsgalni.

Az is nyilvanvald, hogy még igy is vannak olyan allasok, amelyeket ki kell
~zzyvni a vizsgalatbol. Ilyenek példaul az egyenlé szamjegyeket tartalmazd helyzetek,
= 2g tehat a kiilonbozo oszlopokon elhelyezhetd vezérek 8!=40320 szamu kiilonbszo
= lasat vizsgalni. Hasonlé okoskodassal csokkenthetnénk tovabb az esetek szamat, de
zz nem minden feladatban végezhet6 el trividlisan €s nem biztos, hogy elegend6en
~2szlkiil az atfésiilendd tartomany. Ezért célszerlibb a kdvetkezé modszert alkalmaz-
~:: hogy ne kelljen a teljes allast vizsgalni, redukéaljuk a feladatot k<=8 vezér elhelye-
-2sére. Ha k szamu vezért nem tudunk ugy elhelyezni, hogy egymast ne {issék, akkor
= x0vetkez6 k+1-edik elhelyezésével mar nem is érdemes kisérletezni. De ha az els6
- vezeér allasa megfeleld, akkor kereshetiink helyet a kdvetkezOnek.

Nyilvanvald, hogy ilyenkor is keriilhetiink abba a helyzetbe, hogy Gjabb vezér

~ar nem helyezhet6 el a tdblan. Ekkor az elsé k vezér elhelyezése nem megfeleld a
->lvtatashoz. Felfliggesztjiik tehat a k+1-edik elhelyezésére vonatkozo probélgatast €s
.:sszalépiink egy szinttel: kereslink egy Gjabb elrendezést az elsé k vezér szamara. Ra
2!l mutatni az 6tlet még egy elony€re, nevezetesen amikor egy Ujabb vezérnek kere-
:_nk helyet, akkor elegendd ennek a tobbihez valo viszonyat vizsgélni, hiszen ama-
-2k egymas kozotti elhelyezése mar megfeleld.

Eljaras Nyolc Vezer

Ciklus 1:=0-t0l 7-ig

v[i]:=-1 ** kezdd helyzet™*
Ciklus vége
k:=0

Ciklus amig k>=0 Es k<=7
vlk]:=v[k]+1
Ha v[k]>7 akkor
v[k]:=-1
k:=k-1
Egyébként
Ha jo az allas akkor k:=k+1
Elagazas vége
Ciklus vége
Ki: V[] ** a vektor elemeinek kiiratdsa **
Eljaras vége
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Fiiggvény jo az &llas

1:=k-1

joe:=Igaz

Ciklus amig i>=0 Ks joe i v AbszolUtérték figgvény
joe:=v[i]<>v[k] Es ABS(v[i]-v[k]))<> ABS(i-k) **ne legyenek azonos

sorban ill. oszlopban

és atléban**
i:=i-1

Ciklus vége

Fiiggvény vége (Visszaad:joe)

Ha a feladatot az alapfeladatot szigortian kévetve probéljuk megoldani, akkor az

el6z6hdz hasonld megoldast kaphatunk.

Megfeleltetés:

N -8

Sorozatok - az egyes vezérek elhelyezései
M[1]=M][2]=...N

(,X[j]) nem zarja ki (i,X[i]) -t: X[i] <X[j] Es ABS(X[i]-X[j])<>i-j (azaz a
j vezér nincs egy sorban vagy atléban az 1 vezérrel)
Algoritmus:

Eljaras Nyolc Vezér Elhelyezése
1:=1
Ciklus amig i>=1 Es i<=N

Ha van j6 eset(i) akkor

i:=i+1: X[i]:=0
Egyébként
1:=i-1

Elagazas vége
Ciklus vége
Van:=i>N
Eljaras vége
FiiggvényEljaras Van _Jo Eset(i)
Ciklus

X[i]=X[i]+1
amig X[i]>N Vagy Nem Rossz_Eset(1,X[i])
Eljaras vége (Visszaad: X[i]<=N)
Fiiggvény Rossz Eset(i,X[i])
j=1
Ciklus amig j<i Es X[i]#X][j] Es ABS(X[i]-X[j])#i-j

J=+l
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Ciklus vége
Fiiggvény vége (Visszaad: j<i)

A probléma megoldhaté rekurziv algoritmus segitségével is.

Eljaras probal (i) i egész**
az i-edik vezér elhelyezésének elokészitése
Ciklus
kovetkez0 jo valasztés
Ha j6 akkor
a vezér elhelyezése
Ha i<8 akkor
probal(i+1) *itt a rekurzié **
Ha sikertelen akkor vezért levenni
Elagazas vége
Elagazas vége
amig sikeres Vagy nincs tobb hely

Ez egy elég éltalanos algoritmus, a tovabblépéshez az adatok abrazolasat kell
~—2ghatarozni. Legyen

X[i] a vezér pozicioja az i-edik oszlopban

Alj] Igaz, ha nincs vezér a j-edik sorban

B[k] Igaz, ha nincs vezér a k-adik / &tlon

C[k] Igaz, ha nincs vezér a k-adik \ 4tlén

Az egyik atlo esetében az i+j koordinata 6sszege allando, a masik 4tlora pedig i-
z!lando.
A vezér elhelyezése a kdvetkezot jelenti:
X[i]:=): A[j]:= Hamis: B[itj]:=Hamis: C[i-j]:=Hamis
A vezért levenni parancs finomitésa:
Alj]:= Igaz: B[i+j]:= Igaz: C[i-j]:=Igaz
A jo elagazas akkor teljestil, ha a kiszemelt i,j mez6 szabad vonalakra (azaz
-zzzra allitott sorra €s atlokra) esik. Ezt a kovetkezd logikai kifejezés abrazolja:
A[j] Es B[i+j] Es C[i-j]
Az algoritmus kialakitdsat ezzel befejeztiik.
Program Vezérek **csak egy megolddst keres™*
Ciklus 1:=1-t6l 8-ig

a[i]:=Igaz
Ciklus vége
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Ciklus 1:=2-tol 16-ig
b[i]:=Igaz
Ciklus vége
Ciklus i:=-7-t6l 7-ig
cl[i]:=Igaz
Ciklus vége
Probal(1,q) **q logikai**
Ha g=Igaz akkor
Ciklus 1:=1-t6l 8-ig

i: X[i]
Ciklus vége
Elagazas vége
Vége (Vezérek)
Eljaras probal (i,q) ** [ egész, g logikai és qg-ndl cim szerinfi a
paraméterdtadds**
1=0
Ciklus
J:=)+1;q:=Hamis
Ha a[j] Es b[i+] Es c[i-j] akkor **szabad a mez& **
X[1]:=]
a[j]:=Hamis;b[i+j]:=Hamis;c[i-j]:=Hamis **e/helyezése a . vezérnek**
Ha i<8 akkor ** ha van még**
probal(i+1,q)
Ha q=Hamis akkor **ha sikertelen volt**

a[jl:=Igaz; b[it+j]:=Igaz; c[i-j]:=Igaz  ** levesszik a j. vezért*™
Elagazas vége
Egyébként
q:=Igaz
Elagazas vége
Elagazas vége
amig q Vagy j=8
Eljaras vége (probal)
A feladatot modositsuk gy, hogy az Osszes lehetséges megoldast irassuk Kki.
Ehhez el6szor a Probal eljarast kell finomitani.
Eljaras Probal(i) *iegész**
Ciklus k:=1-t6l m-ig
a k-adik jeldlt kivalasztasa
Ha megfelel6 akkor
feljegyezziik
Ha i<n akkor
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probal(i+1)
Egyébként
Ki: megoldas
Elagazas vége
a feljegyzés torlése
Elagazas vége
Ciklus vége
Eljaras vége

A teljes algoritmus:

Program Vezér **az dsszes megoldds**

Ciklus i:=1-t0l 8-ig
ali]:=Igaz

Ciklus vége

Ciklus i:=2-t61 16-ig
b[i]:=Igaz

Ciklus vége

Ciklus i:=-7-t6l 7-ig
c[i]:=Igaz

Ciklus vége

2robal(1)

Program vége

Eljaras Pobal(i) *Yegész™*
Ciklus j:=1-tol 8-ig
Ha a[j] Es b[i+j] Es c[i-j] akkor
x[i]:=)
alil:=Hamis; b{i+j}:=Hamis; c{i-}}:=Hamis
Ha 1<8 akkor
probal(i+1)
Egyébként
Ki: X ** a megolddst tartalmazd X kiirdsa**
Elagazas vége
alj]:=Igaz; b[i+j]:=Igaz; [i-]]:=Igaz
Elagazas vége
Ciklus vége
Eljaras vége

Valdjaban dsszesen 12 lényegesen kiilonbozo eset van, az algoritmus azonban
—2m érzékeli a szimmetriat.
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Maradjunk tovabbra is a sakktablanal és nézziink meg egy olyan visszalépéses
algoritmust, amely a rekurziét hasznalja.

Feladat

A huszér utja a tablan. Vegyiink egy n* mezére osztott n*n-es tablat. Egy hu-
szart, amely a sakk szabalyai szerint mozog - helyezziink a tdbla valamelyik (x0, y0)
koordinataju mezdjére. A feladat egy olyan ut kijel6lése, amely lefedi a tablat, mas
széval egy olyan n’-1 [épésbol allo utvonalat kell kialakitani, amelyen végighaladva a
huszar pontosan egyszer érinti a tdbla minden mezojét.

Az n’ mezd lefedésének problémajat kézenfekvd a kovetkezd kérdésre egysze-
risiteni: hogyan hajtson végre a huszar egy kovetkez6 1€pést, ill. hogyan dénthetd el,
hogy nincs tovabbi lépése. Definialni kell tehat egy olyan algoritmust, amely egy so-
ron kovetkezo 1€pést keresi:

Eljaras probal
Készitsiik el a jeloltek kivalasztasat
Ciklus
valasszuk a kovetkezot
Ha megfelel6 akkor
feljegyezziik
Ha a megoldas nem teljes akkor
probaljunk egy kovetkezd 1€épést
Ha sikertelen akkor
tordljik a bejegyzést
Elagazas vége
Elagazas vége
Elagazas vege
amig a 1épés sikeres Vagy nincs tébb jeldlt

Eljaras vége

Ha pontosabban kivéanjuk leirni az algoritmust, donteniink kell az adatok abra-
zolasardl. Nyilvanvald, hogy a tablat egy matrixszal fogjuk abrazolni, neve legyen h.

h[x,y] =0 : az (x,y) mez0 szabad,
h[x,y] =i : az (x,y) mezébre esik az i-edik 1épés ( 1<=i<=n?)

Donteni kell a megfeleld paraméterek megvélasztasarol is. Ezek adjak majd meg
a kovetkezo lépés kiindulasi feltételeit, ill. jegyzik fel a Iépés sikeres voltat. Az elsé
feladatra elég a kiinduldé mezd (x,y) koordindtainak és (adminisztracios célbol) a mar
megtett 1 [épések szamanak a megaddsa. A mésodik feladatra egy q logikai valtozdt
hasznalhatunk. q = Igaz, ha a [épés sikeres, q = Hamis, ha a 1épés sikertelen.
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Egy (x,y) kiindulasi koordinataparhoz elvileg nyolc lehetséges (u,v) koordina-
1aju 1épés tartozik (H a huszar).

3 2

6 &

Az xy értékeibdl az u,v értékeket egyszerllen a megfeleld koordinata-
<lilonbségek hozzdadasaval kaphatjuk meg. Ezeket az értékeket a kiilonbségparok
:0mbjében vagy a két koordinatahoz tartozé kiilonbségek egy-egy témbjében téarol-
natjuk. Az s halmazban a lehetséges indexhatarok szerepeljenek, azaz 1,2,.., n-ig az
2g€sz szamok.

Eljaras probal (i,x,y,q) " ixy egészek és q logikai és g-ndl cim szerinti a

k:=0 paraméterdfadds **
Ciklus
k:=k+1: ql:= Hamis
w=x+a[k] : vi=y + b[k] ** a kovetkezd lépés **

Ha u benne van s-ben Es v benne van s-ben akkor
Ha h[u,v] = 0 akkor
h[u,v]:=1i
Ha i< nnégyzet akkor  ** ha még van hely a téblan™**
probal (i+1,u,v,q1)
Ha ql=Hamis akkor h[u,v]:=0
Egyébként
ql:=Igaz
Elagazis vége
Elagazas vége
Elagazas vége
amig ql Vagy k=8
q:=ql
Eljaras vége
Program Huszar

n:=8; négyzet:=64 “* igy nem kell mindig a programban kiszémol-
ni*x

s:=[1,2,3,4,5,6,7,8] **az s halmaz elemei**

a,b vektorok := lehetséges lépésektol valo eltérés

h[1,1]:=1 **az elsd pozicio™™

prébal(2,1,1,q)
Ha q akkor Ki: h matrix Egyébként Ki: "nincs megoldés"
Program vége
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Tk WA A VisSTAKR RS Algariimnsok dltaldnas farmaid s megadiatiuk k-
ziv modon:
Eljaras probal
k:=0
Ciklus
k:=k+1
Ha megfelel akkor
feljegyezziik
Ha i<n akkor
prébal(i+1)
Ha sikertelen akkor torljiik a bejegyzést
Kiilonben
Sikeres:=Igaz
Elagazas vége
Eliagazas vége
amig sikeres Vagy k=m
Eljaras vége
Térjlink vissza a fejezet elején alkalmazott visszalépéses alapalgoritmushoz és
ennek felhasznélaséaval oldjuk meg a kévetkezo feladatot:
Feladat:
Lefedhetd-e egy adott szakasz egyszeresen hy,hs,...,h, hosszisagu kisebb szaka-
szokkal?
a) Keressiik meg az 6sszes megoldast,
b) majd az Osszes, legkevesebb szakasz felhaszndlaséval elérheté megoldast.

A feladat annyiban tér el az alapfeladattél, hogy mindegyik sorozat csak egy
elemet tartalmaz, és nem kotelez6 minden sorozatbdl elemet valasztani. Ha valame-
lyikb6l nem tudok vaélasztani, akkor venni kell a kovetkezd szakaszt. Visszalépéskor
azonban figyelni kell arra, hogy melyik sorozatbdl illetve szakaszbol nem valasztot-
tam, és nem szabad ide Iépni.

Nézziik meg a kovetkezd példat. Legyenek a hy,h,,...,h;o szakaszok hossza
5,6.8,7.9.6,2,5,4,8 és a H szakasz hossza 30.

Ebben az esetben vehetem sorba az 5,6,8,7 szakaszokat( 6sszegiik 26), de a 9 és
a 6 hosszu mar nem jo, hiszen az 6sszhossz 30. A kovetkez6 jO szakasz tehat a 2
hosszu, de az 6sszhossz még igy is csak 28. A maradé€k szakaszokat is megprébaljuk
kivalasztani, de ezek tul hosszuak, igy vissza kell 1épni, de nem a 6, hanem az utolsé
“j0”, azaz a 7 hosszusagu szakaszra. Ezutdn mar nem is probalkozhatom a 9 €s a 6
hosszu szakaszokkal, hiszen mar az elébb megallapitottam, hogy ezek til hosszuak,
ezért valasztottam a 2 hosszi szakaszt, ami szintén nem vezetett megoldashoz, azért a
4 hosszut kell valasztani, miutdn megdllapitottuk, hogy az 5-6s tal hosszt. Egy meg-
oldast sikeriilt megtalalni. Mivel a jelenlegi szakaszokkal nem lehet tovabblépni, ezért
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vissza kell 1épni a 8-as szakaszig €s valasztani a kdvetkezOt, azaz a 9 hosszu szakaszt,
ahogyan azt a kovetkez0 abra szemlélteti:

5. 6 o T 9 6 2 3 4 8
L i
5 6 8 7 9 6 2 5 4 8 «—
N _/
5 6 8 4 9 6 2 5 4 8
‘ Tl a 7-es kimarad

egy j6 megoldas

Az eddigiekbdl mar lathatd a megoldas menete és az is, hogy célszerli egy lan-
colt listat kialakitani, hogy meghatarozhatd legyen a kévetkez6 vélaszthato szakasz és
lehessen tudni, hogy hova lehet visszalépni. Ezért célszerli egy n elemii vektort hasz-
nalni, amelyek elemei rekord tipustiak a kévetkez6 mezokkel :

hossz : a szakasz hossza
elore: az Ot koveto szakasz indexe
hétra : az 6t megel6z6 szakasz indexe (az els6€ 0)

Ha egy szakasz nincs benne a megoldasban( nincs el6zé vagy 6t kévetd sza-
kasz), akkor 6nmagara mutat.

Ezek utan nézziik meg az algoritmust, amely az el6bbi példahoz késziilt:

Eljaras Kiir **a Iéncolt listén visszatelé haladva kiiria a megolddst**
cikll:=cikl .
Ki: rud[j].hossz
Ciklus amig rud[cikl!].hatra <> 0
Ki: rud[cikl1].hossz
cikll:=rud[cikl1].hatra
Ciklus vége
Ki: rud[cikl1].hossz
Eljaras vége

FiggvényEljaras Jo e  ** megkeresi a kévetkezd j6 szakaszt*™
j==rud[cikl].elore+1 ** it van jelentdsége a Iéncoldsnak™*
talal:=Hamis
Ciklus amig j<=n Es Nem talal

Ha ossz+rud[j].hossz <= osszhossz

-

talal:=Igaz
Ha ossz+rud[j].hossz = osszhossz akkor Kiir **efedhets™**
Egyébként j:=j+1 ** egyesével lépked elére **

Elagazas vége
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Ciklus vége
Eljaras vége (Visszad: talal)

Program Szakaszok
0ssz:=0 ;n:=10
“* Alapbedllitds **
rud[1].hossz:=5: rud[2].hossz:=6:rud[3].hossz:=8:rud[4].hossz:=7:
rud[5].hossz:=9:rud[6].hossz:=6:
rud[7].hossz:=2:rud[8].hossz:=5:rud[9].hossz:=4:rud[10].hossz:=8:
Ciklus cikl:=1 -t6l n-ig = **most n értéke 10 **
rud[cikl].elore:=cikl  ** az elején a mutatdk “magukra” mutatnak™*
rud[cikl].hatra:=cikl

Ciklus vége
rud[1].hatra:=0 ** az elsd rekord hdtra mutatdja O lesz**
cikl:=1

ossz:=ossz+rud[cikl].hossz **bekeril/ az 6sszbe az elsd szakasz hossza**
Ciklus amig cikl>=1 Es cikl<=n
Ha Jo_e akkor

rud[cikl].elore:=]  **/dncolds elSre **

rud[j].hatra:=cikl  **/dncolds hdtra ** _

ossz:=ossz+rud[j].hossz **a kivdlasztott szakasz hossza keril az 6ssz-be™*™

cikl:=j
Egyébként

0ssz:=o0ssz-rud[cikl].hossz

rud[cikl].elore:=cikl ** az elbre léncolds megszdnik **

Ha rud[cikl].hatra=0 akkor ** ha elérte az els& szakaszt**
cikl:=cikl+1 **a “kovetkezd elsé” szakasz vdlasztdsa™*
rud[cikl].hatra:=0
ossz:=rud[cikl].hossz

Egyébként
cikl:=rud[cikl].hatra ** visszalépés!/I**

Eliagazas vége

Elagazas vége
Ciklus vége
Program vége
A feladat b) részének megoldasat az olvasdra bizom.
Nézziik meg az els6 fejezetben tanult binarisfa-bejarasok rekurziv valtozatait:
Eljaras KBJ(mut)
Ha mut<>0 akkor
Ki: Adat(mut)
KBJ(BAL(mut))
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KBJ(JOBB(mut))
Elagazas vége
Eljaras vége

Eljaras BKJ(mut)
Ha mut<>0 akkor
BKIJ(Adat(Mut))
Ki: Adat(mut)
BKJ(JOBB(mut))
Elagazas vége
Eljaras vége

Eljaras BJK(mut)

Ha mut<>0 akkor
BJK(BAL(mut))
BJK(JOBB(mut))
KI: Adat(Mut)

Elagazas vége

Eljaras vége
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FELADATOK

1) Fedjiink le egyszeresen egy négyzetet kiilénb6z6 méret kisebb négyzetekkel.

2) Készitsiink latin négyzetet. (Az n*n latin négyzet minden sordban €s minden
oszlopéaban 1-t6l n-ig kell felsorolni a szdmokat, azaz minden szdm csak egyszer
szerepelhet ugyanabban a sorban ill. oszlopban). Készitsiik el az Gsszes ilyen
négyzetet.

3) Egy N tagu tarsasagban tudjuk, hogy kik ismerik egymast. Valasszuk ki a leg-
tobb embert ugy, hogy :

a) koziliik mindenki ismeri a masikat
b) koziiliuk senki sem ismeri a masikat.
4) Hosszabb turistattra indulunk. Hatizsdkunkban maximadlisan N kilogramm ke-

0)

7)

nyeret tudunk cipelni. Adott a magunkkal viendd targyak tomege (természetesen
egylitt joval nehezebbek N-nél) és hasznalati értéke (példaul 10 pont a feltétleniil
sziikséges, 1 pont az "ha van hely magammal viszem"). Allitsuk &ssze a hétizsa-
kot, hogy a magunkkal vitt targyak egylittes hasznalati €rtéke a legnagyobb le-
gyen.

Egy hazassagkozvetitd irodaban a szamitégepet hivjak segitségiil M nd és M fér-
fi Osszehazasitasahoz. Mindegyik né sorba teszi az 6sszes férfit €s mindegyik
férfi aszerint, hogy milyen szivesen hdzasodna Ossze veliik. Ezek alapjan az
szamitogép parositja 0ssze Oket. A hézasitast akkor tekinthetjiik jonak, ha nincs
olyan no ¢€s férfi, akik egymast jobban kedveli (elébbre allnak a valasztasi sor-
rendben), mint kijel6lt hazastarsukat.

a) Keressiink egy lehetséges jo megoldast!

b) Keressiik meg az dsszes j6 megoldast!

Adott négyzetekkel, melyeknek dsszteriilete megegyezik egy téglalap teriiletével,
lefedheto-e a téglalap:

a) Ha a négyzetek kozott nincs egybevago?

b) Ha a négyzetek kozo6tt vannak egybevagdak?

Készitsiink olyan 0 és 1 elembdl allo N*M-es matrixot, amelynek minden sora-
ban I darab, minden oszlopéaban j darab egyes van, ezenkiviil barmely két sora-
ban pontosan k darab egyes all ugyanazon a helyen!

Egy tablan az - abran lathaté modon - 32 mozgathaté babot helyeztiink el, a ko-
zeépso helyet liresen hagyva. A babukkal ugy Iépiink, hogy a kézvetlen vizszintes
vagy fliggbleges szomszédon &t egy lires helyre ugrunk. Az atugrott babut le-
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9)

10)

12)

vessziik. Készitsiink olyan programot, melynek segitségével az 6sszes babut le-
vessziik, és az egyetlen fennmarado a k6zépso (eredetileg tires) helyre kertiljon!

X X X
X XX
XXXXXXX
XXX0X XX
XXX XXXX
X X X
X % X

Egy nyelv forditéjanak feladat, hogy egy beirt mondatot az an. start szimbélum-
bol (S) kiindulva felismerjen; azaz az adott helyettesitési szabélyok alapjan re-
konstrudlja a mondathoz vezet6 1épéseket. Jelolje A,B... azokat a szavakat (nem
irasjeleket), amelyeket helyettesiteniink kell, x,y... azokat a szavakat
(irasjeleket), amelyekbdl a mondat 4ll. A mondat csak irasjelekbol allhat! A he-
lyettesitési szabdly jeldlésére példa:
S:= A/x

értelmezése: S helyébe A-t (tovabb helyettesitendd sz6) vagy x-et helyette-
sitlink a mondatba.

Egy nyelvben a helyettesitési szabalyok az alabbiak:

S::=A/B A:=xA/Y B::=xB/z
Készitstink programot, amely eldonti, hogy az alabbi mondatok értelmesek-e a
nyelvben.
| RXXEZ, ZX
Xyz, XXYZXYZ
XXA, tetszdéleges X,y,z -bol alld sorozat
Z, tetszoleges sorozat

Négy szines kockat kell elhelyezni egymas mellett ugy, hogy az azonos sikban
levok lapjainak szine kiilonbozo legyen (a kockékat szorosan egymas mellé tesz-
sziik le)! P=piros, K=kék, Z=z6ld, F=fehér

A kockak szinezése az alabbi:

PFK ZFFP K P
F F Z 2
Z 7 P P
P K FZK PKZ

Tekintsiink egy olyan sakktablat, amelynek nyolc sora van, de az oszlopok sza-
ma 2 ¢és 8 kozott valtozik. Oldjuk meg ezen a sakktablan a nyolcvezér-problémat.

Adott egy N x M-es matrix, amely tartalmazza egy teriilet domborzati térképét
(elemei pozitiv egész szamokat tartalmaz, amelyek a megfelelé pontok magassa-
gat jelolik). A teriilet (matrix) egy adott pontjara labdét tesziink, amely mindig
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13)

14)

lefelé gurul. A lehetséges iranyok kozil (4 ilyen van) véletlenszerlien valaszt.
[rjunk programot, amely eldonti, hogy egy adott pontra helyezve a labdat az ki-
gurul-e!

Adott N db élelmiszerbolt, amelyek kiillonbdz0 aron értékesitenek kenyeret és M
pékség, ahol azonos fajtaja kenyeret allitanak eld, de kiilénb6z6 drakon. Minden
bolt csak egy pékségtdl rendelhet arut, de egy pékség tobb boltot is ellathat ke-
nyérrel. [smerjik ezen kiviil a pékségek kapacitdsat, tdvolsagukat az egyes bol-
toktél, valamint a boltok 4ltal rendelt mennyiséget. Irjunk olyan programot,
amely képes kiilonb6zo6 stratégidk esetén kiirni, hogy melyik bolt honnan kapja a
kenyeret, mennyi az egyes rendelések szallitasi tdvolsdga, mennyi az egyes bol-
tok és pékségek haszna az ismert 4rak esetén. A stratégiak a kovetkezok:

a) minden bolt tudjon rendelni az eladasi arndl olcsobb kenyeret;

b) a szallitasok Ossztavolsdga minimdlis legyen, de egyik tavolsag se legyen

egy bizonyos tavolsagnal (Y) nagyobb;
c) a boltok 6sszkdltsége a lehetd legkisebb legyen.

A felhasznaldé megadja, hogy egy sakktdblara hany vezért és hany futdt szeretne
helyezni. Ha létezik olyan lerakasa a babuknak a téblara, hogy ne {issék egymast,
jelenitse meg ezt a program!
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IV. GRAFTIPUSOK

BEVEZETES

A graf pontok és az 6ket 6sszekotod €lek egylittese (ez utdbbit pontokon értelme-
zett relacioként is felfoghatjuk, pontosabb definicidt az adatszerkezet c. fejezetben ol-
vashattal). Igen sok alkalmazas vezetheté vissza grafelméleti problémakra. Csak né-
hényat a kdzismertek koziil:

— parositas

— szallitasi feladatok

— térképszinezeés ( a szomszeédos orszagok szine mas legyen, és a leheto legke-
vesebb szinnel)®

— labirintusproblémak

Fogalmak:

— Teljes graf: az n pontu graf, amelynek barmely két pontja 6ssze van kotve
éllel.

— Iranyitott és iranyitatlan graf : az irényitott grafban az éleknek van iranya,
tehat az élek a pontok kozo6tt nem szimmetrikus kapcsolatot teremtenek.

— Ur: olyan egymashoz csatlakozo élsorozat, amely egyetlen ponton sem megy
at kétszer

— Kor: Olyan ut, amelynek kezdd -és végpontja megegyezik

— [zoldlt pont: amelyre nem illeszkedik él.

— Fa: 0sszefliggd k6rmentes graf

— Euler- vonal, Hamilton-kér: olyan élsorozat, amely a graf egyetlen egy élén
sem megy at egynél tobbszor, és a graf minden élét tartalmazza, illetve
(Hamilton kérnél) a graf minden pontjat tartalmazza

— Hurokél: olyan él, amelynek kezdé - €s végpontja ugyanaz a csucs.

Legyen n - pontok szadma, € - élek szama.

* Nem is olyan régen bizonyitottak be, hogy négy szin elegend6
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TAROLASI MODOK

Téroljuk valamilyen formaban a kovetkez6 grafot!

A

(04
B
I 3 €
4 5 2
nl
5 n
7

Adjacencia-matrix (csucs-, szomszédsagi matrix)

Ali,j] Igaz, ha van a grafban (i,)) €l (az i. csucsbdl a j. csucsba vezetd, vagy for-
ditva, j-bél i-be).
Al[i,j] Hamis, ha nincs a grafban (i,j).

Azaz:
1 2 3 4 5 6 )
1 | |
2 | I
3 I I
4 I I I
5 I [
6 I
7 I I

Néhany észrevétel:

1. Ha a graf nem iranyitott, akkor az A szimmetrikus.

2. Az A egyes soraiban lev6 Igaz értékek szdma megegyezik a sorhoz tartozé
pontbél kimen¢ élek szaméval (p(i) “kimend” fokszadmaéval), az oszlopbeli
[gazak szama pedig a pontba bejovo élek szamaval (p (i) “bemend” foksza-
m*éval). Specidlisan a nem iranyitott grafokra e ketté megegyezik (p(i) =
p'(i)).

3. A hurokéleket a matrix foatloja irja le.

4. Ha é<<®n, akkor az A nagyon rosszul "kitoltott", azaz az Igaz értékek relativ
szama <= 2*é/(n*n) kicsi. (A két szorz6 az iranyitatlan grafoknal értelmes.
Ha nincs hurokél, akkor természetesen lehet egyenldség.)

® Nagysagrendekkel kisebb
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5. Ha parhuzamos élek is vannak, akkor ez az dbrazolas ezt nem tudja jelezni.
Ekkor az dbrazolast pl. a kovetkezoképpen lehetne mddositani:

>0, ha n parhuzamos €l megy (i,j) kozott
All]
= 0, ha nincs a grafban (i,j) €l.

A rossz kitoltottség okozta memdriapazarlason segiteni lehet a kovetkez6 abra-
zolasi modszerrel:

Adjacencia-lista (csucs-, szomszédsagi lista)

Ali]=az i-bdl kiindulo élek végpontjainak a listdja .

] 2 3

2 1 4

3 1 6

4 2 5 7
9 4 F

6 3

A o R

Incidencia-matrix ("'pont-é1"" matrix)

~ SN B W N~
—
—
—

Igaz, ha az e €l a p ponton megy at

I{p.e]= _
\_ Hamis, ha nem.
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Nyilvanvalo, hogy

1. I minden oszlopaban 1 vagy 2 Igaz érték lehet; 1 is csak akkor, ha
hurokélhez tartozik.

2. Kitoltottsége ennek sem tl jo. <2*é/(n*n)=2/n.

3. A sorokbeli Igaz értékek szdma meghatarozza a pont fokszamat.

4. A fenti definicié nem iranyitott grafokra vonatkozik.

Szamitastechnikailag sokkal kézenfekvobb dbrazoléds: "kossiik Ossze" azokat
pontelemeket, amelyek kozott (iranyitott) €l vezet. Az 6sszekdttetést a "szokvanyos"
memdariamutatdk biztosithatjak.

Mutatos abrazolas

Egy-egy eleme a grafszerkezetnek tartalmazza a pont leirdsat magat és a vele
relacioban levd pontelemek "cimét" (a tobbszords éleket nem taroljuk). Ezzel gya-
korlatilag mutatokkal lancolt listat tudunk megvalositani, viszont nem 0Osszefliggd
grafok esetén a mutatok nem fogjak Osszetartani a szerkezetet, azaz nem lehet csak
altaluk bejarni az 0sszes elemet, vagyis a lancolt lista valdjaban tébb lancolt lista-
részbol tevodik Ossze, amelyek kozott a kapcsolatot biztositani kell.

Az eddigiekben az egyes pontokat "egységnyi" élek kototték Ossze. Gyakori
azonban, hogy az élekhez hosszusagot kell rendelni, azaz meg kell mondani a pontok

egymastol vett tavolsagat 4
1

Ekkor pl. az incidencia-matrix a kovetkezé lehet:

ts ha lp'q | =t

I[p.q] =
oo, ha nincs a grafban (p,q) €l.
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~l N B LN

818 |8 (8 |8 |~
818 |8 |«n|8 |8 [tofw
8 |+~|8 |8 |8 (8 [H]|w
A8 [n8 |8 [»]|8 |+~
|8 [8 |8 |8 |8 |w
818 |8 |8 |&[8 |8 |
8|8 [o[on]8 |8 |8 |

Ezzel egy tavolsag-matrixot sikertilt definialni.
Természetesen tovabbi abrazolasi modok léteznek még, €s talalhatdk ki, ezek
végiggondolasa azonban az olvaso feladata marad.

A GRAFBEJARAS ALGORITMUSAI

Olyan alapvet6 algoritmusokrol lesz sz, amelyekre a legtdbb grafra vonatkozd
tevékenység algoritmusét épiteni lehet. Sok esetben k6zombds az is, hogy milyen ab-
razoléassal valodsitjuk meg a grafot. Ahol ez I€nyeges, ott kiilén emlitésre keriil ez a
tény. (Ha to6bb komponensbdl all a graf, az eljardsokat hivd kdrnyezetnek kell gon-
doskodnia arrél, hogy a bejéaras részgrafonként megtorténjen!)

Szélességi bejaras

Az egyik legaltalanosabban elterjedt algoritmust fogjuk megismerni, amelyet
igen sok helyen hasznositanak. Leggyakrabban példaul a nyomtatott &ramkdoroket ter-
vez6 programok hasznaljak fel arra, hogy két pont 0sszekotését megvalositsak, €s al-
kalmazzak példaul egyes forditoprogramok a nyelvi elemzéshez, a szintaktikai fa be-
jarasahoz.

A kinai hadseregnek a RIZS hadmivelet szigorian titkos haditervét kell atjut-
tatnia egy Oriadsi hegységrendszeren. A katondk nem tudnak hegyet maszni, igy csak
az Osvényeket hasznalhatjdk (az ellenség természetesen a hegyet massza). Idegen te-
repen vannak, térkép nélkiil, és csak annyit tudnak, hogy van biztosan atjar6. A pa-
rancsnok a kovetkezo tervet dolgozta ki:

A hegység labanal felsorakoztatja a hadsereget, €s elinditja azt. A menetel0 ka-
tondk nyomot hagynak maguk utan, hogy késobb visszatalaljanak oda, ahonnan elin-
dultak. Ha a hadsereg utelagazashoz érkezik, annyi részre valnak szét, ahany elagazas
van. Ha megint ilyen keresztezddéshez érnek, megint tovabb osztjdk a csoportokat, s
igy tovabb. (Elég sokan vannak hozzad!) Ha valamelyik csoport osztédott, a kisebb
egységek is megkapjak a haditerv egy-egy masolatat. Ha egy csoport olyan nyomok-
kal talalkozik, amelyet ott jard tarsaik hagytak, visszafordulnak és a lerakott jelzések
segitségével visszatérnek a kiinduléponthoz. Mivel minden lehetséges utra jut katona,
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igy lesz olyan, amelyik pontosan a létez$ legrévidebb utat jarja be, tehat a haditerv
eljut a hegység tuloldalara.

Prébaljunk meg egy ilyen algoritmust irni!

Alapelve a kovetkez6: egy tetszbleges kezdopontbol egy impulzust inditunk,
amely végighullamzik a grafon mindaddig, amig el nem éri a graf "szélét". Ennek
megvaldsitdsahoz egy sorra van sziikség. Ebbe a sorba az impulzus altal elért, s még
fel nem dolgozott pontok keriilnek. Annak elkeriilésére, hogy egy mar "bejart" vagy
"bejarasra €ppen kijelolt" (azaz a sorban mar benne 1€vd) pontot (jbdl felvegylink a
sorban, egy halmazt hasznalunk. A halmaz 6rizze meg azokat a pontokat, amelyekbe
mar eljutott az algoritmus. Az un. szélességi bejaras algoritmusanak vazlata a kovet-
kezo:

Eljaras Szélességi bejaras ( x ) ¥*a bejdrds kezddpontia**
pont:=x
Sor, Halmaz nullazasa
Sorba(Segédpont) ** betesszik a pontot a Sorba és a Halmazba**
Halmazba(pont)
Ciklus amig Nem iires a Sor ** Ho a sor dres, akkor nincs t6bb ponf**
Sorbdl(pont) ** Kivesszik és kiirjuk, feldolgozzuk a ponfort*
Ki: pont [
Ciklus 1:=1 -t6l Kdvetkez6PontokSzama(pont) -ig
**a pontbd! hdny pontba vezet é/ - figgvény**
segédpont:= Kdvetkez6Pont(pont,i) ** vesszik ezek kézdl az i-ediket
- fuggvény**
Ha Nem eleme a halmaznak a segédpont akkor
Sorba(segédpont),
Halmazba(segédpont) ** még nem jdrtunk iff*
Elagazas vége /
Ciklus vége
Ciklus vége
Eljaras vége

Kovessiik nyomon az algoritmust az alabbi példa segitségével. Legyen a graf:

1
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A bejarés sorrendje: 1, majd egy fazisban 2,3, aztan egyiitt 4,5, egyediil a 6, és
vegil 7. :
Nézziik meg, hogyan alakul a sor és a halmaz az algoritmus sorén:

Sor Halmaz

0 0

] 1

2.5 1,2,3

3,4 1,234

4,5,6 1,2.3.4,5,6
5.6.7 1,2,3,4,5,6,7
6,7 1,2,3,4,5,6,7
7 1,2,3,4,5,6,7

Mélységi bejaras

Persze a kinai hadseregnek konnyu a dolga, hiszen a a sok katona egyszerre,
parhuzamosan tud Keresni.

A bergengoc hadseregnek csak kevés katondja van, €és azok kozott is csak egy
akad. akinek képesitése van a haditerv szallitasra. Taktikat kell tehat valtani. Tegyiik
fel. hogy a képesitéssel rendelkezo futni is tud, és rdaddsul elég sokat. kiilondsen Os-
vénveken. Feladata nem csak az lesz. hogy elvigye a haditervet, hanem a megtalalt
utat is fel kell jegveznie. A taktika a kdvetkez6 lesz: elindul a kezd6pontbol és ha ab-
bol tobb ut indul. akkor kivalaszt egyet és azon fut tovabb, amig egy ujabb csomo-
ponthoz nem ér. és ott megint egy utat valaszt... és igy tovabb. Azokat az utakat,
amelveken mar jart (futott). megjeldli, és mindig megjegyzi azt is. hogy mely csomo-
pontokat ¢rintett. Két fehetdség van: a futar elérte céljat vagy egy olyan csomopontba
jutott. ahonnan mar nem lehet tovabbmenni (mert a csomopontbol nem visz ki ut.
vagy mar valamennyi. a csomopontbdl kiinduld Gton jart). Ha a futar egy csomopont-
ban elakadt. visszalép arra a csomopontra, ahol elozOleg mar jart, s onnan most va-
laszt egy masik Gton probal tovabbhaladni. Ha innen sincs merre mennie. akkor az
ezt megelozo pontra Iép vissza és onnan keres utat.

Az algoritmus ennek megfelelden a kévetkezo lesz: induljunk a graf egy tetszo-
leges pontjabol. majd vegylink egy belole kozvetlentil elérhetd pontot. E szomszédos
pontbol jarjuk be ugyanezzel a modszerrel a grafot. Termeészetesen a bejart részeket
feljegyezzilk, hogy egy masik Gton ugyanoda jutva nehogy még egyszer Ujra bejar-
iuk. Ahhoz, hogy vissza tudjunk 1épni egy eldgazasi pontra, ha az egyik uton mar nem
tudunk tovabb haladni, vermet hasznéalunk (visszalépéses algoritmus). Ez azonban
nem elég. ugyanis nem csak azt kell tudnunk, hogy mely pontnal jartunk mar, hanem
azt is, hogy az eldagazasi pont mely élén indultunk el kordbban, ezért az elagazasi
nontokbdl kiinduld éleket sorszamozzuk.
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Eljaras Mélységi bejaras (x) **egy letszbleges kezdSponft*
pont:=x; elsz:=1 **q pont 1. élénél tartunk**
Verem, Halmaz nullazasa
VerembeBe(pont, 1) ** g verembe az indulé é/ sorszama is bekerdF*
Ciklus amig Nem tlires a Verem
Ha Nem eleme a pont a Halmaznak akkor
Ki: pont
HalmazbaBe(pont)
Elagazas vége

** g pontbd/ kiinduld élek kézil
élsz:=KovetkezOJOEl(pont, €lsz)|  a kbvetkezd olyannak a sorszéma,
amely nem Halmazbeli pontba vezer**

Ha élsz<= Kiindul6ElekSzdma(pont) akkor **ha ez még [S**
Verembe(pont, élsz) **obbdl az élbSl halad tovabb**
pont:=Kdvetkez6Pont(pont,élsz) ; élsz:=1

Kiilonben
VerembdlKi(pont,élsz); élsz:=€lsz+1  **egy vjabb éllel prébdlko-
zunk**

Elagazas vége

Ciklus vége

Eljaras vége

FiiggvényEljaras Kovetkez6JOEl(pont, élsz)
Ciklus amig élsz<=Kiindul6ElekSzama(pont) Es Eleme a
KovetkezoPont(pont,élsz) a Halmaznak
élsz:=élsz+1
Ciklus vége
Eljaras vége (Visszaad: élsz)

Kovessiik végig ezt az algoritmust is az elobbi példagraf segitségével ( az egyes
cstucsokbol kiindulo éleket szamokkal azonositjuk ):

s
3 2 3
4
P .
4
7
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¥ Py visszalépések
A bejaras sorrendje: 1,2,4,7,(4), 5,3,6 (3,5,4,2,1)
pont/él verem halmaz -
0 0
1/1 1:1 1
21 1:1,1:1 1,2
4/1 1:1,1:1,2:1 12,4
2l 1:1:.1:1.2:1.4:1 l:2.4.7
4/2 M Py 1,2,4,7
5/1 121,121, 2:1 42 1,2,4,7,5
3/1 Izl 1: 1,242 .50 1,2,4,7,5,3
6/2 1:1.1:1.2:1.40 .52 3:3 1,24,7.5.3.6
3/4 1. 101201405 0 1.24.7.5.3.6
5/3—>3 1:1,151.2:1 .4:2 1,2,4,7,5,3,6
434 1:1,1:1,2:1 1,2,4,7,5,3.,6
2/2-53 1il:12] 1,2:4.7.5.3.6
1/2-3 1:1 1,2,4,7,5,3,6
0

UTKERESESI FELADATATOK

Az utkeresési feladatok alapja ut keresése két tetszOleges pont kozott a grafban.
Ennek a problémanak a megolddsara az elobbiekben emlitett algoritmusokat kell ugy
atirni, hogy az algoritmus akkor alljon le, ha vagy sikeriilt a graf bejarasa vagy elju-
tottam a keresett végpontba.

Nehezebb feladat annak az eldontése, hogy két pont kdzdtt melyik a legrovi-
debb at egy grafban. Ezt elvileg megadhatjuk, ha az adjacencia-matrixokat szoroz-
gatjuk, de a matrixok szorzdsa nagyon idoigényes feladat. Gyorsabb megoldashoz
jutunk, ha a szélességi bejarassal haladunk a pontokon, mikdzben hozzéjuk rendeljiik
azt a 1épésszamot, amelyet odaig kellett tenniink. Azokhoz a pontokhoz, amelyekhez
tobbtéleképpen is el lehet jutni, nyilvan ez a 1épésszam mar az elso eléréskor ki lesz
toltve, azaz éppen a legrovidebb ut hosszaval van megcimkézve illetve megjeldlve.
Ezért szitks€ég van egy lépésszam-vektorra, ami tartalmazza a cimkéket. A korabbi
algoritmusban (szélességi bejards) egy halmazt hasznaltunk arra, hogy a tébbszoros
elérést észrevegyiik. Most ezt a szerepet eljatszhatja a 1épésszamcimke is, ha kezdo-
ertékkeént valamilyen nonszensz értékkel vannak megjeldlve a pontok (pl. egy nagy
szammal). Ossze kell tehat rendelni a korabbi halmazmiiveletet a lépésszamvektor-
muvelettel.

Ureshalmaz — Lépésszam:=+oo vektor
Halmazba(pont) — Lépésszampont:= a pont tavolsaga
Eleme? a segédpont — Lépésszam(segédpont) #+eo
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Eljaras LratHossza( x , y, tav) **x,y kezd& és végpont(cim szerint paramé-
lerdtadds/**
pont:=x; tav:=0
Uressor:Lépésszam:=+oo -vektor
Sorba(pont);Lépésszam(pont):=tav
Ciklus amig Nem Uressor? ** még van bejdratlan ponf**
Es Lépésszam(y)=+eo **még nem jufottunk y-hoz**
Sorbol(pont)
Tav:=Lépésszam(pont)+1
Ciklus i:=1-t6] KovetkezOPontokSzama(pont)-ig
segédpont:=KovetkezoPont(pont,i)
Ha Lépésszam(segédpont)=+eo akkor
Sorba(segédpont)
Lépésszam(segédpont):=Tav
Elagazas vége
Ciklus vége
Ciklus vége
Tav:=Lépésszam(y)
Eljaras vége

Ennek az algoritmusnak az atalakitasaval kénnyen megoldhatd két pont kozotti
egy legrovidebb ut meghatarozasa, illetve két pont kozotti legrévidebb utak szama.

HAMILTON-KOR ES -UT KERESESE

Rejtvényujsagokat gyakran hasznaldk korében biztosan ismert a kdvetkezo fel-
adat: "Huzzunk az abra A é€s B pontja kozott vonalat a toll felemelése nélkil ugy,
hogy minden €len pontosan egyszer haladjunk végig!" A klasszikus példa nem mas,
mint a konigsbergi (a vérost a Preyer folyo szeli 4t és hét hidat épitettek az dbra sze-
rint) hidak problémaja. A varos polgarai azt a kérdést vetették fel, hogy lehet-e olyan
sétat tenni, amely kdzben a sétadldo minden hidon pontosan egyszer halad at.

Vi — £ 7 -
s ////
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Ez gyakorlatilag egy grafelméleti probléma, amelyhez hasonlé (valamivel ke-
vésbé szigoru megkotéssel) a kovetkezo:

Egy orszagjard kiranduldst szeretnénk csindlni a kivalasztott varosokban ugy,
nogy a varosok kozott vasiton utazunk, s minden varosban pontosan egyszer akarunk
megfordulni. Azt szeretnénk, hogy utazdsunk végeztével hazaérkezziink, vagyis ki-
randulasunk indulé-és célpontja ugyanaz a varos legyen. Ezt olyan graffal irhatjuk le,
ahol a varosok felelnek meg a graf pontjainak, s két pontot akkor kétiink dssze éllel,
ha a megfeleld varosok kozott 1étezik kézvetlen vasutvonal.

A kérdés az, hogy adott grafon lehet-e ilyen utat taldlni. Az a) abran olyan grafot
lathatunk, amely megfelel igényeinknek (a kirandulés utvonalat a vastagitott €lek jel-
zik), a b) abrén olyat, amelyet nem tudunk az elképzelés szerint bejarni.

= S
a) \) b)

A Hamilton-kor és -t definiciéi alapjan teljesen vilagos, hogy ha G grafnak 1é-
tezik Hamilton-kore, akkor Hamilton-utja is. Ertelemszeriien hasonlé modon definial-
hatjuk G iranyitott Hamilton-korét €s iranyitott Hamilton - Otjat is. A feladat tehat az,
hogy egy grafrol el tudjuk donteni, 1étezik-e Hamilton-kore.

Tétel: Legyen G egy egyszer(i graf. Ha G minden pontjanak foka nagyobb vagy
egyenld mint k, ahol k>1 és G pontjainak szama nem tobb, mint 2k, akkor G-nek van
Hamilton kore.

Ha ezt a tételt felhasznalva szeretnénk egy algoritmust adni, amely eldénti egy
grafrol, hogy létezik Hamilton-kore, s egyuttal még meg is adja azt, akkor szamol-
nunk kell azzal, hogy az algoritmus csak "kis" grafok esetén lesz igazan hasznélhato.
Sebességnovekedést érhetiink el, ha a kordk és az utak kutatdsa kdzben a p! esetbol
sokat kizarunk, mert észrevessziik, hogy egy adott pontbdl tovabbhaladva mar bizto-
san nem talalhatunk Hamilton-kort vagy utat.

Probaljuk meg felépiteni az algoritmust, amely nem csinal mast, mint egy lehet-
séges modon megprobalja felépiteni a Hamilton-utat. Tegylik fel, hogy p pontja van a
grafunknak. Allitsuk el a p pont 6sszes permutaciojat’:

PilsPi2s ---» Pip» @hol ip,is,..., iy az 1,2,...,p szamok egy permutdcioja. Tekintsiik
egyenként a permutacidkat, és vizsgaljuk meg az alabbi élek létezesét:

(Pi1sPi2)-(Piz,Pia)s-«s(Pi.p-1:Pip)-

7 Azaz vesszik a pontok Osszes lehetséges sorrendjét. Pl. az 1 2 3 szamok permutécioi: 132,21 3,
2313213 1 2¢itermészetesenaz 1 23,
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Ha az 6sszes ilyen létezik, akkor ezek a fenti sorrendben a graf egy Hamilte-
korét adjak. Hogyan gyorsithatnank ezen az algoritmuson? Teljesen nyilvanvalc
hogy az élek vizsgélatat csak addig kell folytatni, amig nem 1étez6 élt talalunk, hisze-
ez mar eleve kizarja a Hamilton-ut létezését. Tegyiik fel, hogy a (pi1,pi2)s-+->(Pik-1-Px
éleket létezdnek talaltuk, a (pix,pi+1) €éleket pedig nem. Ekkor azokat a permutacidkaz
amelyek els6 k+1 elemei (pi1,pi2),---s(Pik Pik+1), tovabb mar nem kell vizsgélnunk, h:-
szen a (pixpik+1) €] nem létezik, tehat ezek a permutdcidék nem irhatnak le Hamiltor-
kort. Azaz, ha példaul a pontok: 1 2 3 4 5 6 és a 3-bdl nem vezet €l a 4-be, akke-
nincs €rtelme vizsgalnisemaz 123456 semaz 12346 5 sorozatot sem.

Két részprobléma maradt még, amelyeket meg kell oldani:

1. Ellenérizniink kell az adott é] 1étezését. Ezt konnyen megtehetjiik: hozzus
létre a graf csucsmatrixat, ebbdl kdzvetleniil elvégezhetjiik az ellendrzést.

2. Elo6 kell allitani az 1,2,...,p szamok &sszes permutaciojat, sot meg kell oldar.
az egyes permutaciok szelektiv dtugrasat is. A fenti szamokat ugy is lehet tz-
kinteni, mint egy p jegyl, p szdmrendszerbeli szdmot. Ezeket a szdmokza:
nagysag szerint rendezve, egyuttal a permutéaciok koziil is megadhatunk eg:
sorrendet. (Egy permutdciét nagyobbnak neveziink egy masiknél, ha a nek
megfelelé szam nagyobb.)

A most kdvetkezd algoritmussal novekv0 sorrendben fogjuk eldallitani a per-
mutacidkat. Barmely permutacio "legyartasahoz" csak az el0zore lesz sziikség:

Vegyiik az el6z0 permutéciot, ezt egy szamsor irja le. Keressiik meg a szamsc-
végérol indulva és visszafelé haladva azt az els6 szamot, amely mogo6tt nala nagyob®
szam all. Ha nincs ilyen, az azt jelenti, hogy a p szam pontosan forditott sorrendber.
van leirva, vagyis az eddigieken tul nincs tobb lehetséges permutécid. Ha van ilyen.
jegyezziik meg a helyét, legyen ez az i-edik szam. Most keressiik meg a mogotte allox
kozott a nala nagyobb szdmok koziil a legkisebbet. Cseréljlik ezt fel az i-edik szam-
mal, majd rendezziik az i-edik hely mogott allé szamokat névekvo sorrendbe. Ezze
megkaptuk a kdvetkezd permutaciot.

A permutaciokat p szamrendszerbeli szdmoknak tekintve kénnyd ellendrizn:.
hogy ez az algoritmus helyesen mukodik.

Tegyiik fel, hogy a k-adik jegytol kezdve szelektiv ugrast akarunk a permutacic-
ban. Ezt ugy valosithatjuk meg, hogy a k-adik szam mogott allokat csokkend sorrend-
be rendezziik, majd az igy kapott permutaciobdl (amely kdnnyen belathatd, hogy na-
gyobb, mint az eredeti) eléallitjuk a kovetkezot.

Lassuk ezek utdn az algoritmust, amelynek “gyorsitdsa” az olvasé feladata ma-
rad:

matrix:n*n-es tomb logikai elemekkel, (adjacencia-matrix)
tomb: n elemi témb egész elemekkel, a pontok sorszamat tartalmazza
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Program Hamilton
Be: szam (egesz és <n) **q pontok szdma**
Ciklus cikl:=1-t6] szam-ig
tomb[cikl]:=cikl **a ponfok sorszdmdt tartalmazza**
Ciklus vége
Rendeth eljdras, amely feltélti a Mdtrix elemeit Hamis érfékke/*
Matrix [ ** mely pontokat k6t 8ssze é1** |
Be: pontl,pont2 (egészek, kiillonbdzoek €s benne vannak [0,n] -ben)
Ciklus amig pont1<>0 **(0 g végjef*
matrix[pontl,pont2]:=Igaz
matrix[pont2,pont] |:=Igaz
Be: pontl,pont2 (egészek, és benne vannak [0,szam]-ban)
Ciklus vége
cikl:=szam-1
Ciklus amig cikl<>1 **a permutdcid elsé eleme 1 kell, hogy legyen(ebbd!
cikl:=szam-1: Voltcsere=Hamis indulunk)**
Ciklus amig cikl<> 1 Es Nem Voltcsere
Ha tomb[cikl]<t6mb[cikl+1] akkor
index:=Keres(cikl+1)
Csere(tomb[cikl],témb[index])
Voltcsere:=Igaz
Rendeztombot(cikl+1)
Ha Vizsgal akkor
Ki: tomb **az igy kapott permutacio jo, ezért ki kell iratni a tdmb
Elagazas vége elemeit**
Elagazas vége
Cikl:=Cikl-1
Ciklus vége
Ciklus vége
Program vége
FiiggvényEljaras Vizsgél ** o kapoftt permutdcié Hamilton-kéra**
jo:=Igaz
11
Ciklus amig i<>szam Es jo
Ha matrix[tdmb[i],tomb[i+1]]=Hamis akkor **a ponfok kéz61t van-e é/2*
jo:=Hamis '
Elagazas vége
=i+l
Ciklus vége B **vissza is tudok-e jutni?** |
Ha Jo Es matrix[tomb[szam],tdmb[1]] akkor
jo:=Igaz
Egyébként
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jo:=Hamis
Elagazas vége
Eljaras vége (Visszaad:)6)

A Csere eljaras a kapott két paramétert cseréli fel a tdmbben, a Keres eljaras pe-
dig megkeresi a kapott paraméternek megfeleld indexti elemt6l nagyobbak koziil a le-
hetd legkisebbet a témbben, a [paraméter, szdm] intervallumban. A Rendeztombot
eljaras a kapott paraméterindextél kezdédden a t6mbot novekvd sorrendbe rendezi.
Ezeknek az eljarasoknak a megvalositdsat valamint az algoritmus gyorsabba tételét
(esetleg egy Ujabb algoritmus elkészitését ) az olvasodra bizom.

LABIRINTUSPROBLEMAK

Mi a labirintus? *Tulajdonképpen egy graf, hiszen a folyosdkbdl (élek) és elaga-
zasokbol (csomopontok) all. Ez azonban igy még nem korrekt definicid, ugyanis egy
"tisztességes" labirintustdl elvarjuk, hogy barmely pontjabél barmelyikbe eljuthas-
sunk, s ne legyen olyan zart teriilet, amelybdl nem tudunk kijutni (ezt mér borténnek
hivjak), illetve oda nem tudunk bemenni.

kort tartalmaz

a)

Azt mondhatjuk tehat, hogy egy labirintus tulajdonképpen egy Gsszefliggod
(iranyitottan Osszefliggd) graf. A tovabbiakban nem iranyitott grafokkal foglalkozunk,
mivel az "iranyitott utvesztok" kezelési technikgja teljesen hasonld ezekéhez. Az ab-
ran egy labirintust €s a hozza tartozo6 grafot mutatja. A labirintust tébb szempontbdi is
osztalyozhatjuk. Az egyik ilyen fontos szempont lehet az, hogy a labirintus hany di-
menzioban (sikban, ill. térben) irhato le. Az ttkeresések esetében ez teljesen mindegy,
de a tervezési eljarasoknal ennek ismerete mar igen fontos. A masik ilyen szempont
az. hogy a labirintust leird graf egyszeru-e vagy sem.

Eoy halmadlk lehetoség annak vizsgalata, hogy a labirintusnak megfeleltetett
Osszefli :zg af fa-e, vagy pedig tartalmaz kordket. Mas szempontokat is talalhat-
nank. de s amun]\m ezek lesznek fontosak.

Faldn smert az olvaso szamdra a Minotaurusz altal 6rzott labirintus, amelvbol a kiraly{i Ariadné
fonala segitségével szabaditotta ki a
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Az utvesztd megtervezése tulajdonképpen egyszerl feladat: egy Gsszefliggd gré-
fot kell eldallitanunk. Erre egy lehetséges mod a kdvetkezo:

A graf pontjait két halmazba soroljuk, az egyik halmazba a “beépitett", a masik
halmazba a "kimaradt" pontokat. Kezdetben a grafunk nem tartalmaz éleket csak egy
"beépitett" pontot. Ezutdn a grafot élekkel bovitjiik: vagy két beépitett pont k6zott hu-
zunk élt, vagy pedig egy éllel 0jabb, eddig "kimaradt" pontot kapcsolunk a beépitett
pontokhoz. Az élek bovitését csak akkor allithatjuk le, ha méar nincs "kimaradt" pont.
Az igy kapott graf biztosan 6sszefliggo lesz, hiszen barmely két pont k6zétt 1étezik t.

Ahhoz, hogy egy labirintust papirra lerajzolhassunk, annak sikbeliinek kell len-
nie, s ahhoz, hogy az a) abrahoz hasonléan egy "négyzethalot" feleltethessiink meg a
grafnak, annak - az Osszefiiggos€gen tul - egyszeri grafnak kell lennie, s az egyes
pontok fokszama legfeljebb négy lehet. Egy ilyen grafthoz rendelhetd labirintust lat-
hatunk a kévetkez6 abran:

b)

Ez a labirintus szamitogép segitségével késziilt, csupan grafelméleti tételek fel-
hasznalasaval (fehér szinl a fal). Nézziik meg, hogyan is késziilt!

Az utveszt6 taroldsahoz egy kétdimenzios karaktertombot hasznalunk fel. A ka-
raktertombben természetesen kiilonbozo karakterek jelzik a labirintus falat €s az utat.
A tervezés menete a kovetkezo:

1. A tdmb minden eleme legyen ut. A keretet hatarol6 elemek helyére irjunk fal
elemet.
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Négy iranybdl fogunk falakat €piteni, mindig a labirintus megfeleld szélérdl in-
dulunk. Ezeket a falakat csak paratlan koordinétaju sorokba, illetve oszlopokba te-
hetjiik, hogy ne zarhassuk el egy terliletet a labirintus tobbi részétol.

2. Valasszunk ki véletlenszeriien egy irdnyt €s az adott irdnyban egy szabad sort
ill. oszlopot, s épitsiink oda falat. A fal épitése ugy torténik, hogy addig hala-
dunk elére az adott sorban (oszlopban), amig mar csak a szemben levd hata-
rolo falat latjuk, s ekkor "lerakjuk az elso téglat". A falat egészen addig huz-
zuk, amig Gjabb falba nem {itk6ziink, de vigyazzunk arra, hogy a két fal ko-
zOtt maradjon még at. Ha a labirintus szemben 1évo falét elértiik, megjegyez-
ziik, hogy az adott sor, ill. oszlop mar nem szabad (vagyis mar beépitettiik).

A c) abran lathatunk egy behuzott falat. A d) dbrdn mar egy maésik fal is beraj-
zolasra keriilt, s ez egészen addig ér, amig az el6zbleg berajzolt fal nem "keresztezi".
Az itt kivalasztott oszlopot még nem €pitettiik meg teljesen.

Az e) abran valasztasunk ismét arra az oszlopra esett, mint a d) dbran. Most a 2.
l[épének megfelelden folytatjuk ennek épitését, egészen a labirintus széléig, s megje-
gyezzilk, hogy ennek az oszlopnak az épitését mar befejeztiik.

c) d) e)

3. Ha van még szabad sor, vagy oszlop, a 2. [épésre ugrunk.
4. Készen vagyunk, a karaktertdmb a labirintust tartalmazza.
Az f. dbrén az épités kovetkezd két fazisat latjuk.

]

Konnyen belathatd, hogy az ilyen moddon épitett labirintus barmely pontjabol
barmelyikbe eljuthatunk. Kezdetben ( c¢) dbra) egyetlen pontbol allé graffal irtuk le az
utvesztot. Az elsé fal behizésa két részre bontja a labirintust, amelyek egy folyosoval
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vannak Osszekdtve. Az ezt leirg graf két pontbdl és az ket 6sszekstd €1bdl all. ( c)
abra) Nyilvanvalo, hogy minden Gjabb fal épitése egy Ujabb pont csatlakoztatisa a
grafhoz egy Ujabb éllel, s igy az elkésziilt labirintust egy fa irja le, (hiszen ennek az
egyszerll grafnak eggyel t6bb pontja van, mint €le), s igy annak barmely két pontja
kozott 1étezik at. Az algoritmus ismeretében most mar hozza is lehetne kezdeni a
program irasahoz:

Ha a labirintus elemeit karaktertémbként taroljuk, nagyon konnyl megoldanunk
egy fal épitését, hiszen a tombelemek lekérdezésével konnyen meg tudjuk valésitani a
fenti algoritmus 2. lépését. Nyilvan kell tartanunk a szabad sorokat és az oszlopokat
is. Ezt megtehetjiik ugy, hogy minden sorhoz, illetve oszlophoz egy jelz6t rendeliink,
amely azt mutatja, hogy a sor (oszlop) szabad-e. Ez egy kicsit nehézkes megoldani,
ugyanis véletlenszertien valasztunk sort, illetve oszlopot, s ha az nem szabad, mésikat
kell valasztanunk. Ha mar kevés a szabadon beépithetd hely, kénnyen eléfordulhat,
hogy a véletlenszam-generator csak nehezen "taldlja meg" valamelyik szabad helyet.

A szabad sorok és oszlopok nyilvantartasara a labirintusgeneral6 eljaras elején a
szabad helyek koordinatait felirhatjuk egy-egy "kértyalapra", s megjegyezziik, hogy
hany lapunk van. Ha szabad helyre van sziikségiink, huzunk egy kartyat, megnézziik
az altala kijelolt helyet, majd kidobjuk a lapot a paklib6l. Megjegyezziik, hogy méar
eggyel kevesebb lapunk van, s ezt figyelembe vessziik a kovetkezd huzaskor. Ez a
madszer igen egyszerl és kdnnyen programozhato.

A kartyapaklit irja le egy tomb, amelybe a lapok vannak felsorolva, s egy index,
amely a legutolsd lapra mutat. Azt, hogy egy lap szabad sort, vagy oszlopot jelent, a
lapok "eldjelével" kiilonboztethetd meg.

Lehetdsegek:

1. Ha szeretnénk, hogy a programunk ne csak fa-labirintust tudjon épiteni, ha-
nem olyat is, amelyik tartalmaz koéroket, akkor ezt megoldhatjuk, ha a falak
épitésekor az adott sorban ill. oszlopban 1év0 minden paratlan koordinataju
"téglat" csak bizonyos (kiviilrél megadhato) valoszintséggel épithetiink be.

2. Az els6é néhany fal igen hosszt lesz: teljes hosszédban betdlt egy sort vagy
egy oszlopot, s ez azt eredményezi, hogy egyszerl labirintust kapunk sok,
hosszu folyosoval. Ha azonban egy sort, ill. oszlopot nem épitiink be telje-
sen, hanem az épités kézben véletlenszerlien leallunk, akkor sok egymast ke-
resztez0, rovid folyosot kapunk. Természetesen a leallas valoszintiségét itt is
a hivo programbol kell tudnunk megadni.

Mar csak a labirintust kell bejarnunk. Az utkeresések kozil mar két modszer
bemutatasra kertilt, ezek barmelyike hasznalhat6. (Ha a labirintus nem tartalmaz kort,
akkor persze nincs sziikség annak vizsgalatdra, hogy egy adott pontban mar jartam-e)
Most azonban, mivel a grafot egészen specidlisan taroljuk (nem kell atalakitani a ka-
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raktertombat pl. adjacencia-matrixsza), ezért egy rekurziot hasznald bejaréast alkalma-
zunk, amelynek a lényege a kovetkezo:

Betesziink a labirintusba egy egeret, amely arra van idomitva, hogy keressen
sajtot, de gy, hogy bajusza balra nézé szélai mindig érintsék a falat (természetesen
nem akarjuk, hogy ne jusson ki a labirintusbol ezért a labirintus [graf] kérmentes, €s
nem olyan helyre tessziik az egeret, ahol bajusza egy ,,sziget” kodrvonalat érinti). Ha
valamelyik irany zsakutcaba vezet, akkor visszajut az elagazashoz, (egy irdnyban
mindig szabad az ut), és sorrendben a kdvetkezd irdnyban fog tovdbb haladni, de
kdzben bajsza (a bal) tovabbra is érinti a falat. Ha kivancsiak vagyunk a megoldésra,
csak be kell kenni az egér talpat ehetd festékkel, (amit persze az egér felnyal, hiszen
¢hes) igy csak azon utakon marad meg a festék, ahol csak egyszer jart. Ez lathato a
kdvetkezo dbran is:

SssmsEmy AERFSNSISNSIEEINISNIFEFIEENSEREEE SESEsSESsamaEs LA NN NN AN N NNNN] [N RN AN NNN N
L]

Készitsiik el a leirtak figyelembevételével az algoritmust, amely kdrmentes gra-
fot generdl, és ezt a bejarasnal ki is hasznalja:



~ programozas logikdja II. 63

FELADATOK

(]

4)

6)

7)

Generaljunk egy olyan labirintust, amelyben kétfajta fal is van. Az egyiken Jerry
sem tud athaladni, a masikon csak Tom nem. A labirintusban egy véletlen helyre
“rakjunk le” egy sajtot. Tom (ild6zze Jerry-t (ha tobb iranyba is haladhat egy
“csomopontban”, akkor Jerry felé menjen!), Jerry viszont a sajt irdnyéba halad-
jon, kivéve, ha meglatta Tom-ot, ekkor ugyanis menekiilnie keli. Jerry hasznalja
ki a “specialis” falat. Tom kétszer olyan gyorsan mozogjon, mint Jerry. A fel-
adatot oldjuk meg ugy is, hogy a labirintusnak van Tom szamara nem elérhetd
pontja €s ugy is, hogy nincs ilyen.

Egy megyében bankrablas tortént az A varosban. A renddrség tudja, hogy a
rablok a B varosba akarjak a zsakmanyt szallitani. Ismerjiik a megye uthalozatét.
A rendOrség uttorlaszokat szeretne allitani (csak utakra teheti meg, keresztezddé-
sekben nem!), tgy , hogy biztosan elkapjak a tetteseket, de a lehetd legkevesebb
uttorlaszt kelljen allitani. [rjuk meg az algoritmust.

Adjacencia €s incidencia matrix segitségével tarolt graf esetében is adjuk meg,
hogy egy graf valamennyi cstcsanak a fokszama paros vagy két paratlan fok-
szamu van, a tobbi paros.

Adjacencia és incidencia matrix segitségével tarolt graf esetében is dontsiik el,
hogy a graf 6sszefiiggo-e.

[rjunk algoritmust, amely egy csucsmatrixot élmatrixsza alakit vagy forditva.

Déntsiik el két grafrél, hogy azonos szdmu csicsuk van-e, és a megfeleld
(azonos) csucsok kozott van-e mindkét gratban €l

Egy munkafolyamat t6bb részbdl all (mindegyikiik kiilénb6zé id6t igényel) €s
ismerjiik, hogy egyes részeket mely részek elvégzése utan lehet megkezdeni.
Szamitsuk ki, hogy mennyi 1d0 alatt lehet elvégezni a munkat.
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8) Adott a sikon N darab piros €s ugyanannyi kék pont. Parositsuk dssze a pircs =
a kék pontokat egymassal ugy, hogy a parokban 1évé pontok tadvolsagainzs =
Osszege minimalis legyen.

9)  Adott N személyrél az A[N,N] matrix. A[i,j]=1 ha i és j ismerik egymadst ez ==~
ként 0. Dontsiik el, hogy 6sszeéllithaté-e a tarsasdgban egy olyan négy f6bo! = u
tarsasag, amelyiknek tagjai nem ismerik egymast.

10) Egy éhes egérnek egy labirintusban elhelyeznek egy darab sajtot. Irjunk proz=
mot, amely segit az egérnek megkeresni a sajthoz vezetd utat.

11) Egy éhes egérnek egy labirintusban elhelyeznek egy darab sajtot. {rjunk proz==
mot, amely segit az egérnek megkeresni a sajthoz vezetd legrévidebb utat.
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V. NUMERIKUS ES STATISZTIKAI MODSZEREK

LINEARIS EGYENLETRENDSZEREK MEGOLDASA

Szamos probléma megoldasa visszavezethet0 linearis egyenletrendszerek meg-
oldaséra. Direkt €s iterativ mdodszereket alkalmazhatunk. A kovetkezOkben a linearis
egyenletrendszerek megoldédsanak legfontosabb modszereit ismerjiik meg.

Egy lizemben 4 gép 4 fajta terméket allit elo egy adott ido alatt. Az elsoé gép az
elsé termékbdl x;-et, a masodikbodl x,-t, a harmadikbdl 2-szer tobbet mint a masodik
gép, a negyedikbol x4 darabot 4llit elo, dsszesen 300 db-ot. A masodik gép az elsd
termékbol 2-szer a masodikbol 3-szor a negyedikbdl fele annyit allit eld mint az els6
gép, Osszesen 430-at. A 3. gép az elso termékbdl a masodik gép altal eldallitott
mennyiség 2-szeresét, a 2. termékbdl 4 -szer annyit, a 3-bol 3-szor annyit, mint az
elso gép, a negyedikbol pedig 4-szer annyit, mint az elsd gép, dsszesen 520-at. A 4.
gép adatai: 1. termékbol a harmadik gép 1,5-szeresét, a 2.termékbdl az elsé gép altal
eloallitott termék 3-szorosat, a 3. termékbol a masodik gép 4 szeresét, a negyedikbol
a 2. gép 8-szorosat, 6sszesen 520-at. Mennyit allitottak elé az egyes gépek az egyes
termékekbdl?

A feladatot természetesen le lehet irni a matematika jeldlésrendszerével is, €s ez
talan most érthetobb is, mint a hétkdznapi szoveges leiras. Jeldljiik x;-mal a masodik
gép altal el6allitott mennyiséget. Ekkor

az els6 gép altal eldallitott mennyiséget az egyes termékekbodl a kovetkezd
egyenlet irja le:

X1+ Xz +2X3 X4 = 300
A masodik, harmadik €s a negyedik gép esetében:

2X; + 3%, +x3 + x4 /2 =430
4){] 1 4X2 +6X3 +4X4 =560
6x; + 3%, +4x3 +4x4 =520

Igy egy 4 ismeretlenbd] és 4 egyenletbdl allé elséfoku egyenletrendszert kapunk,
amelyet meg kellene oldani. Ez nem is olyan nehéz, de olyan moddszerrel kellene
megoldani, amelyet akkor is konnyen lehet haszndlni, ha pl. 20 ismeretlen és 20
egyenlet van vagy mondjuk n ismeretlen és n egyenlet.
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A lineéris egyenletrendszer altalanos felirasban a kévetkezo:

anxptapxt. tag X, =y
Ay Xy T dgy o T8 Xy =V

an X1 T a2 X2 ... T @ny Xn =Yn

, ahol az a-val jel6lt szamok az egyiitthaték. Ugyanez matrix irasmddban:

ap a2 ... Ay X] X1
ar az? «.. A2 X2 Y2
* =
dnl dn2 ... dnn Xn yn
,azaz
Ax =y,

ahol A n*n-es matrix, x és y n elemu vektorok.

A feladat az x vektor meghatarozasa. Feltételezziik, hogy minden ismeretlennek
legalabb az egyik egylitthatdja nem nulla és az egyenlet determinansa (lasd. késobb)
nem nulla. Ilyenkor az egyenletrendszernek egyetlen megoldasa van:

B w00 N

Kivételesen az egyenletrendszernek a determinansa nulla is lehet, ilyenkor gyak-
rabban nincs megoldasa, ritkdbban pedig végtelen sok megoldasa van. Ebben az eset-
ben egy vagy tdbb ismeretlen értéke tetszOlegesen valaszthatd, a tobbi ismeretlen pe-
dig ezek linearis fliggvénye.

A lineéaris egyenletrendszerek megoldasa kiillonb6z6 modszerekkel térténhet:
— kikiisz6bolési eljaras,
— fokozatos kozelités mddszere
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Az y jobboldali vektort helyezziik el az A matrix n+1-edik oszlopdba. Ha az A
matrixot egy oszloppal kiterjesztjiik, kénnyebb az algoritmus kidolgozasa

ajn+1=Yi

Visszaadja az egyenletet a

n
Zai,jxj =@gej (0 152 e 41)
=]

Gauss-féle kikiiszobolési eljaras

Oldjuk meg az elobbi feladatunkat az egyik legelterjedtebb moddszer, a Gauss
eliminéci6 segitségével. A linedris egyenletrendszer sorozatos - ekvivalens - atalakita-
sokkal fels6 haromszdg matrixu egyenletrendszerré alakitjuk, melybdl sorozatos visz-
szahelyettesitéssel a megoldasvektor elemeit kézvetleniil megkaphatjuk:

a Bt B st 0 Be =@ 108

0 'y Xyt ...+ &9 Xy = @'3p41
0 0
0 0 + By Xy = el

Ha sikerill ilyen formédra transzformdlni, akkor az alsé egyenlet
egyismeretlenesre redukalodik, sorozatos visszahelyettesitéssel megoldhaté az
egyenletrendszer. A jobboldali vektor is transzformalddik. Ha egy egyenletrendszert
tobb jobb oldallal kell megoldani, akkor mindent Gjra kell szdmolni.

a) Gauss eliminacio

Az A n-edrendli szimmetrikus matrixot n-1 iteracios lépésnek vetjiik ala. Le-
gyen k az iteracios index, i és j a matrix elem indexe. Az iteracio képlete:

k) _ (k-1 k-1 k-1 k-1
a( )ij_a( )ij'(a( )ik/a( )kk)a( )kj

k=1,2, ... ,n-1
=lekL s B
=k, ... , nt+1



68 Informatika 2

Nézziik meg az egyenletrendszeriinkdn az iteracid elso 1€pését a képlet szerir:

X1+ X% +2X3 355 = 300

2X] £3 3X2 +X3 +X4/2 =430
4x, + 4%, +6X5 +4x4 =560
6X1 + 3)(2 ‘+‘4X3 +4X4 =520

az eredeti egyenlet

X1 + X» +2X3+ X4 = 300
0X;+1Xa -3X3 - 3/2X4 =-170 2y =2-(2/1)*1, ay,=3-(2/1)*1, ap;=1-(2/1)*2, ay,=1/2-
(2/1)*1, 430-600
0X) - 0%5 -2X3 +0x4 =-640  a;,=4-(4/1)*1, a3,=4-(4/1)*1, a3,=6-(4/1)*2, a;,~4-
(4/1)*1, 560-1200
0X, - 3X; -8X3 -2X4 =-1280  a,,=6-(6/1)*1, a5y=3-(6/1)*1, a;5=4-(6/1)*2, az;=4-
(6/1)*1, 520-1800

az els6 lépés utan.
A 2.1épés utan:

X1+ X, +2x3+ x4 = 300
0x,t1x,-3x3 - 3/2x4 =-170
0x; - 0x, -2X3 +0x4 =-640
OX1 = OX.2 -17X3 -65X4 =-1790

majd a 3. 1€pés utan:

X T X +2X3 TX4 = 300
0X1+1X2 -3X3 = 3/2)(4 =-170
0X| = 0X2 -2X3 +0X4 =-640
0x; - 0%, -0x3 -6.5x%4 =3650

Lathat6, hogy csak az elsé egyenletben maradt x,-es tag. Altalaban a 2. iterac::
soran csak a masodik €s az els6é egyenletben lesz x,-es tag, a harmadik iterdcid sorz-
csak a harmadikban, a mésodikban és az elsében lesz x;-as tag és igy tovabb, de mos
mar a 2. Iépésben kiesett egy X;-es tag és egy xy-es tag is.

Most mar csak vissza kell helyettesiteniink, igy kapjuk megoldasként:
x4=3650/(-6.5)=-561.53
x3=-640/2=320

X;=-170+3%*320-1.5*%561.53=-52.3
x1=300+52.3-320*2+561.53=-273.83

,azaz az x vektor elemeit.
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Altalanos esetben az iteracio n-1 Iépése utdn megkapjuk a haromszég matrixot

an Xptap Xt +a Xn =141

1 1 1
a( )32 X3 +... .3 a( )2n Xn =a( )2,n+l

Az atrendezés utan a féatlo alatti elemek nulldk lesznek. Visszahelyettesitéssel
az utolso egyenletbdl kell kiindulni. Baj van akkor, ha a féatlébeli elem 0 vagy na-
gyon kicsi szam.

A gy6kok meghatarozasat az n-edik gyok kiszamitasaval kezdjiik

_ (n-1) / (n-1)
Xn = an,n+l A

Majd az ismert gyokdk visszahelyettesitésével kapjuk meg az egyenletrendszer
Osszes gyOkeét: '

= 17 (n-2) (n-2) (n=2) j
S 101 Aranz = Ao
Ezek utan nézziik meg az algoritmust, amely a példabeli szamokra késziilt:
Program Gauss
n:=4
a[l,1]==1; a[2,1]:=2; a[3,1]:=4; a[4,1]:=6

[
a[l,2}:=1;a[2,2]:=3; a[3,2]:=4; a[4,2]:=3
[1,3]:=2;a[2,3]:=1;a[3,3]:=6; a[4,3]:= 4
[
[

P

1,4]:=1; a[2,4]:= 1/2; a[3,4]:=4 ; a[4,4]:= 4
a[1,5]:= 300 ;a[2,5]:=430 ;a[3,5]:=560; a[4,5]:=520 **az afi,n+1]-ben tdrol-
juk az y-1**
Ciklus k:=1-t61 n-1-ig
Ciklus i:=k+1-tol n -ig
Szorzo:=a[1,k]/a[k k] **/# lehetne esetleg O-val valé osztds**
Ciklus j:=k-t6l n+1-ig
a[i,j]:=ali,j]-a[k,j]*Szorzo
Ciklus vége
Ciklus vége
Ciklus vége
ered[n]:=a[n,n+1]/a[n,n] **e/bsz6r az x,-et szémolja kik*
Ciklus i:=n-1-t6l 1-ig -1 esével
Szorzo:=0
Ciklus j:=n-t6l i+1-ig -1 esével
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Szorzo:=szorzo+ered[j]*a[i,j]
Ciklus vége
ered[i]:=(a[i,n+1]-szorzo)/a[i,i]

Ciklus vége

Ciklus i:=n-t6l 1-ig -1 esével
Ki: ('x, 1, ": ",ered[i])

Ciklus vége

Program vége

b) A Gauss-Jordan algoritmus

A Gauss-eliminacio végeredménye egy fels6 haromszog alaku rendszer. Ha ezek
utan a kapott a' matrixban a masodik sor a';; / a' 55-szorosat kivonjuk az elsd sorbol,
akkor az ( 1,2 ) pozicioban nullat kapunk - mig a f64atl6 alatti nullakat nem érintjiik.
Ezutan a harmadik sor segitségével az (1,3) és (2,3) pozicidkban allitunk el6 nullakat
¢s igy tovabb (azaz a Gauss eliminacidt folytatjuk tovabb, de ezuttal a felsé harom-
szogben is nulldkat szeretnénk eldallitani). Ez a Gauss-Jordan algoritmus. Végered-
ménye egy diagonalis méatrix a bal oldalon (a féatléban vannak csak 0-tél kiillonb6zd
elemek), egy vektor a jobboldalon, azaz a matrix n+1. oszlopdban. A megoldast a
vektor elemeinek és a diagonalisban l1évo szamok hényadosa adja, azaz nincs vissza-
helyettesités.

Feladat: Készitsiik el az algoritmust!

A DETERMINANS

Mielétt .,nekiesnénk™ egy négyzetes matrixu egyenletrendszernek, célszerti vol-
na megvizsgalni, hogy létezik-e egyéltalan megoldas. Egy tétel szerint az ilyen tipusu
egyenletrendszer egyértelmli megolddsanak sziikséges €s elégséges feltétele, hogy
matrixanak a determindnsa ne legyen 0.

Altalaban valamilyen a,, a;, ,a;1_, a» elemekbdl alkotott

ayg 12
] a

alaku kifejezést masodrendli determindnsnak nevezziik, amelyeknek értéke
a;j1an - a),ay; ,amit ugy kapunk meg, hogy a f6atlo két végén allo elemek szorzatabol
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kivonjuk a mell¢katlo két végén allo elemek szorzatat. Az elsofoku kétismeretlenes
egyenletrendszer megoldasa a masodrendili determindnssal igy irhato fel:

b ap aip by

b, an - a1 by
X|= » X2 =

ap dj2 dn ap

day ar az) a2

dap a2
D= #0

A D determindnst, amely az egyenletrendszer bal oldalén all6 egyiitthatokat ter-
mészetes elrendezésben tartalmazza, az egyenletrendszer determindnsanak szokas ne-
vezni.

Vegyiik észre, hogy a szamlalokban allé determinansok Ugy szdrmaztathatok az
egyenletrendszer determinansabdl, hogy annak az ismeretlennek az egyiitthatoi helyé-
be. amelyet €ppen ki akarunk szamitani, az egyenlet jobb oldalan allé szamokat he-
lyettesiyjiik. Jeldlje az x; szamlaldjédban allé determinanst D, (ennek elsé oszlopaban
vannak az egyenletek jobb oldalan 4allo szamok), az x, szamldldjdban all6 determi-
nanst pedig D> (ennek masodik oszlopdban vannak az egyenletrendszer jobb oldalan
allo szamok). Ha D=0, akkor az egyenletrendszer megoldésa:

X;ZD[/D; XQZDQ/D.

Az elsofoku egyenletrendszerek megoldasanak ezt a modjat Cramer-szabalynak
nevezziik. Természetesen léteznek harmad-, negyed-.... n-edrend(i determinénsok is,
értekiik meghatarozasa azonban nem olyan egyszerd, mint a masodrend(i determinan-
soké. Harmadrendu determinans kiszamitasara l€tezik az un. Sarrus-szabaly.

Harmadrend(i determinanst nagyon egyszerlien szamolhatunk a Sarrus-szabaly
segitségével, amely visszavezeti a szamitdst masodrendii determinansok kiszamitasa-
ra:

ap ap> aj3

a3y kY] a33
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harmadrendi determinans mellé leirjuk még egyszer az elsé és a masodik osz. -
pot:
ap| ar a3 ap a2
a1 2 ax»
&
as) as) as3 as as

A determinans értékét gy kaphatjuk meg, hogy a f64atl6 iranyaban 6sszek&the::
ellenharmasok szorzatdsszegébodl kivonjuk a mellékétld irdnydban Gsszekéthetd = -
lenharmasok szorzatdsszegét. Ekkor ugyanis

ap)
az
az|

ann
ax
dsp

d13
a3
ass

= ananpass tanaasz tapazas; -

-( ajzapas; +a)janant apasass,

és ez a sorrendtdl eltekintve megegyezik a kifejtéssel kapott eredménnyel.

Magasabbrendii determinansok értékének kiszadmitdsdra mar nem létezik ilye-
egyszerl kiszamitasi mddszer.

N -edrendii determinansnak nevezziik az n® elembél 4ll, n sort és n oszlopc:

tartalmazo, kovetkez6 alaku tablazatot:

ap)
azi

dpl

a2
az;

dn2

.. dqp

... A2p

-+ dnn

Az n-edrendll determinansnak a kovetkezo értéket tulajdonitjuk:

aj
]

dnl

d)2
an

dn2

. aln
. azn

.. App

n
=a11A11+a12A12+...+a1nA1n=z aiA1i

i=1

ahol Aj; az a; elemhez tartoz6 (n-1)-edrendii aldeterminanst jelenti, amelyet ug:
kapunk meg, hogy az els6 sor és az i-edik oszlop elhagyasaval ad6dé (n-1)-edrendc
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determinanst (—1)]+‘-vel megszorozzuk. A determinans értékének ez a meghatarozasi
modja a determinans elso sora szerinti kifejtése. (kifejthet6 a determinans teljesen ha-
sonlo modon barmely sora vagy barmely oszlopa szerint is). Ha a fenti kifejezésben
szerepld Ay, Aja,..., A (n-1)-edrendii aldeterminansokat a k6z6lt mdédon (n-2)-
edrendu aldeterminansaikkal, ezeket (n-3)-adrendt aldetermindnsaikkal fejezziik ki,
és ezt az eljarast tovabb folytatjuk, végiil masodrendli aldetermindnsokhoz jutunk.
Ertékiiket kiszamitva, mindegyik masodrendii determinansboél két-két szorzatot ka-
punk, igy az n-edrendil determindns kifejtése soran kapott n-tényezds szorzatok szama
n!

Ezek az n-tényezds szorzatok kozvetlenil is felirhatok, és ez a feliras adja az n-
edrendll determindns - eldbbivel egyenértékii - masik definiciojat:

K
2(_ 1)™ a1k aza,.- ankn
S

ahol i1, k2,---» kv @Z 1,2,...,n oszlopindexek egy sorrendjét jelenti; K e sorrend in-
verzidinak a szamat jeloli; az 6sszegzés pedig az 1,2,..,n elemek minden lehetséges
sorrendjének terjesztendo ki. A tagok felirdsara azonban N>3 esetében nincs a Sarrus-
szabalyhoz hasonlo egyszerti médszer.

Az el0z6 példaban szereplé matrix determinansa:

1 1 2 1
2 3 1 1/2
4 4 6 172
6 3 4 4

Ez kifejtve az elsO sora szerint:

31 12 2 1 12 Z 3 12 2 3 1
114 6 172y -1*%14 6 12| +2* |4 4 1721 -1*[4 4 6
3 4 4 6 4 4 6 3 4 6 3 4

Természetesen a 3-adrendii determindnsokat is ki lehetne fejteni, de a Sarus-
szabéllyal egyszeriibb az értékek meghatarozasa:

1*¥19 - 1*14 + 2*26 -1*44 =13

Mindkét definicidbol latszik, hogy egy n-edrendl determinéns kiszamitasa mar
viszonylag kicsi n esetén is elég hosszadalmas és farasztd feladat. Az alabbiakban egy
n-edrendl determinans kiszamitasara hasznalhatd algoritmust keriil megadésra, amely
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a kifejtés szerint egészen a harmadrendl aldeterminénsokig "megy le" és ezekre al-
kalmazza a Sarrus-szabalyt.

FiiggvényEljaras Szamit(m,n ) **m mdfrix, n egész tipusi**
Ha n=3 akkor **kiszdmitja a determindnst a Sarrus szabdly segitségével*
Szam:=m[1,11*m[2,2]*m[3,3]+m[2,1]*m[3,2]*m[1,3]+
m[3,1]*m[1,2]*m[2,3] m[3,1]*m[2,2]*m[1,3] -
m[2.1 [P m] 12585 | ~i] 1.1 |*m[3.2]| *m[ 23]
Egyébként
Erték:=0
Ciklus i:=1-t6l n-ig
Ciklus j:=1-t6l i-1 -ig
Ciklus k:=2-t6l n-ig
Ujlj.k-11:=m[j,k] **az Uj-ba kerdl a k- 1-ed aldetermindns**
Ciklus vége
Ciklus vége
Ciklus j:=i+1 -t6l n-ig
Ciklus k:=2-t6l n-ig
Uj[j-1,k-1]:=m[j,k]
Ciklus vége
Ciklus (\’fégg/,,—**maradék/(épzés**
Ha i mod 2=0 akkor Ertek:=Ertek-m[i,1]*Szamit(Uj,n-1)Egyébként
Ertek:=Ertek+m[i,1]*Szamit(Uj,n-1)
Ciklus vége
Szam:=Ertek
Elagazas vége
Eljaras vége (Visszaad:Szam)
Program Sarrus
Be: n (>2, egész) **a mdtrix nagysdga**
Be: M **az m mdtrix beolvasdsa**
Ki:Szamit(M,n) ** Mdtrix tipus és a méret dtaddsa™*

Program vége



A programozas logikaja II. &

MATRIXINVERTALAS

Ha az A matrixnak B matrix az inverze, akkor a
AB=E

szorzat egységmatrixot kell, hogy adjon, ahol az E egységmatrix

[ 10...00 ]
01..00
E= .
00..10
00..01

Matrixot a kdvetkezOképpen tudunk szorozni, ha (Kompozicids szorzas) adott
AZ Anm €549 By Mmattixok; elemeik a;; b (I=1:250:0 § =250 § k=1.2,.00 § 51,2,
r), akkor a

m

Cn,r= A*Bzi 2 2 ay i bﬂ'

i=l I=1 j=I
a két matrix kompozicios szorzata. Pl.: az Osszeg

7 6
14 1 22 7
2/ 1 10 3

A képlet segitségével irjuk meg két matrix szorzasat végrehajtod algoritmust.

Feladat:

Egy métrix inverzét a kovetkezoképpen lehet meghatarozni. irjuk a métrix mellé
a megfeleld egységmatrixot. Hajtsuk végre a matrixon a Gauss-Jordan algoritmust, de
a muiveleteket végezziik el az egységmatrixon is. Amikor mar csak az eredeti matrix
diagondlisdban szerepelnek 0-t6l kiilonboz6 értékek (a Gauss-Jordan algoritmus be-
fejezddik ), akkor mar csak a matrix minden sorat el kell osztani a diagonalisaban sze-
replé szammal, igy az eredeti matrix lielyén az egységmatrot kapjuk. Az algoritmus
eredményeképpen viszont az eredeti matrix mell¢ irt egységmatrix helyén megkapjuk
a keresett inverz matrixot.
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A példaban szerepld matrix esetében:

1 1 2 1 1 0 0 O
2 L 1 72 6 1 0 O
4 = 6 172 0 0 1 0
6 3 4 4 0 0 0 1

az iteracio els6 lépése:

1 1 2

0 1 -3 1t keletkezik az inverz
0 0 )

0 -3 -8 -2

€s természetesen folytatva az algoritmust megkaphatjuk az invertalt matrixot.

Feladat: [rjuk meg a matrixinvertalé algoritmust és ellenériztessiik le az ered-
mény!

INTERPOLACIO

A numerikus szamitasok sordn gyakori, hogy valamely f(x) fliggvényrdl csupén
korlatozott mennyis€gli informacionk van. Ismerjiik a fliggvényt tébb, de véges szamu
fiiggetlen valtozo értékére vonatkozoan, s ebbdl - legalabb kozelitdleg - eld kell alli-
tanunk egyes tovabbi x-ekhez tartozo fliggvényértékeket.

Az ismert fliggvénypontok kozotti fliggvényértékek kozelité meghatarozasat ne-
vezziik interpolacionak.

A fliiggvények grafikus dbrazoldsa olyan tertilet, ahol [épten- nyomon taldlkoz-
hatunk az interpolacio sziikségességével. Ha néhany pontjaval megadott fliggvényt
kell folytonos gérbével dbrazolnunk, a fliggvény ismeretlen pontjait mindig valami-
lyen interpolacios mddszerrel hatarozzuk meg.

Feltételezziik, hogy az f(x) fliggvény értékét csupéan az

X=ap, a1, «-- , dp

pontokban az un. interpoléacids alappontokban ismerjiik. Az f(x) fliggvényt az
[ap;a,] intervallumban az y(x) interpolacios fiiggvénnyel helyettesitjiik. Arra torek-
sziink, hogy a tényleges és a kozelitd fliggvény kiilonbsége

c(0) = f(x) - y(x) ,

vagyis az €(x) hiba az interpolacids alappontokban eltlinjon, kozéttitk pedig elo-
irtan kicsi maradjon.
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Linearis interpolacio

[smert az x(n) abszcissza €s y(n) ordinata. Linedris interpolacioval keressiik az
X;-hez tartozo y; értékét.

A linearis interpolacié menete:
— megkeressiik az intervallumot, amely k6zé esik az x;
— az intervallum két pontjan atfektetiink egy egyenest

Yi=Y1+ ier - Y1)/ (Xiw1 - Xi)El - {l
Az eljéras hibajelzést adjon, ha az x, a tartomanyon kiviil esik.

Linearis interpolacio:

FiiggvényEljaras lin(x,x1,y1,x2,y2) **valdsak**
Fiiggvény vége (visszaad: y1+(y2-y1)/(x2-x1)*(x-x1)

Eljaras beolvas (n,x,y)  **n egész, x,y két tomb**

Be: n (n<=50, egész) ** inferpoldcids alappontok bekérése**
Ciklus i:=1-t6l n-ig
Be: x[i],y[i] **nem figyeli, ha ugyanazon x-hez kilénbdzd y-t adnak
meg*
Ciklus vége
Rendez(n,x,y)  **/erendezi x és y n elemd 16mbdket ndvekvd sorrendbe**
Eljaras vége |

Fiiggvény gyok (x,y,n,xk) **x,y vektorok, n egész, xk valos**
jo:=Hamis
Ciklus i:=1-t6l n-1-ig
Ha x[i]<=xk és x[i+1]>=xk akkor
jo:=Igaz
hely:=1
Elagazas vége
Ciklus vége
Ha jo akkor
gyok:=lin(xk,x[hely],y[hely],x[hely+1],y[hely+1])
Egyébként
Ki: "az alappontokkal nem interpolalhato"
gyok:=0
Elagazas vége
Eljaras vége (Visszaad: gyok)
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Program Interpolal
Beolvas(n,x,y)
Be: xk,xv,dx
Ha xk<x[1] akkor xk:=x[1]
Ha xv>x[n] akkor xv:=x[n]
u:=xk .
Ki: "Linearisan interpolalt értékek:"
Ciklus

yk:=gyok(x,y,n,u)

Ki: u,yk

u=u+dx
amig u>xv
Program vége

EGYISMERETLENES NEMLINEARIS EGYENLET

Tegyiik fel, hogy az
f(x)

fliggvénynek egy adott tartoméanyban egy vagy tobb zérushelye van. A zérushely
meghatarozasara szolgélé algoritmusok inditdsahoz rendszerint ismerni kell - a méd-
szertdl fliggbden - egy vagy tobb, a zérushely (gyok) kornyezetében levd x értékeket. A
kovetkezOkben altalaban valds gyokok meghatarozasaval foglalkozunk.

A modszerek alkalmazasahoz ismerni kell a keresendé gyok intervallumat ill.
tartomanyat. Ilyen egyetlen gyokét tartalmazo intervallum vagy tartomany meghata-
rozasat a gyok elkiilonitésének nevezziik.

Végezhetjiik grafikusan is! Az egyenlet valos gydkeinek szamardl és elhelyez-
kedésérdl tajékozodhatunk, ha az f(x) fliggvény gorbéjét felvazoljuk. Az x tengellyel
val6 metszéspontok és érintkezési pontok szolgaltatjak az egyenlet kozelitd gyokeit.

Gyakran az y=f(x) fliggvény nehezen 4dbrazolhatd, de f(x) felbonthat6 f(x)=u(x)-
v(x) alakban, és y; = u(x), valamint y, = v(X) egyszeriibben &dbrazolhatd. Ilyenkor a
gyokok a gorbék metszéspontjai.

Az egyismeretlenes nemlineéris egyenlet megoldasanak médszerei:
— behatarolas intervallumfelezéssel
— hur modszer
— fokozatos kozelités (szukcessziv approximacio)
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Gyokbehatarolas intervallum felezéssel

Az intervallumfelezéses modszer lényege: ha tudjuk, hogy egy fliggvény egy
[a;b] intervallumban folytonos és az intervallum két végpontjaban a fliggvényértékek
ellentétes eldjeliiek, akkor a megoldast az intervallum kézepén keressiik, azaz a ko-

vetkezd tipplink:
X:=(atb)/2

Ha itt f(x)<0, akkor x lesz az intervallum U] fels6 hatdra, ha f(x)>0 akkor pedig x
az Uj also hatar. A hatdrok ilyen mdédositasat, azaz az intervallum sziikitését addig kell
folytatni, amig az [a;b].intervallum hossza kisebbé nem valik, mint a megengedett hi-

bahatar.
Mivel minden I€pés az el6z6 hossz felére csokkenti az intervallum hosszat, k 1¢-

pés utan az intervallum h hossza a kezdeti b-a értékrol h= |b-a| / (2)k-adikon értékre
csOkken. Kérdés: mi van akkor, ha t6bb gyok is van? (sajnos erre a modszer abszolut
érzéketlen). Ha az intervallumot felezziik, és

fl (at+b) /2 ] = 0 akkor x = (a+b) /2
az egyenlet gyoke.

Ha {] (a+b) / 2] # 0 akkor ¢ = (a+b) /2
Ha sgn’(f(c)) megegyezik az sgn f(b) eldjelével, akkor b:=c kiilénb: 1 a:=c.

" Sgn() = eldjelfiggvény
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A ledllasi feltétel

la-b| < e

pl. Newton - Raphson mddszert alkalmazni.

Hir modszer

Elényssebbek azok az algoritmusok, melyeknek konvergencisja kelloképpes
gyors, azonban szdmolasi igényiik kevesebb. A legjellegzetesebb ilyen interpoldciz=
modszer a hir modszer, amely szintén két alappontra tAmaszkodik, és az alappontcs
kozott a fliggvényt egyenessel helyettesitjiik.

f(xo)f(x1) <0

frjuk fel a hiur meredekségét kétfajta modon:

tg o= (f(x1)-f(x0)) / (X1-X0)
tgo= f(X]) / (Xl-Xg.)

Egyenlévé téve a két egyenletet

S = f(xo)_ fxy)

XI—X0 X1—X2

Legyen yo = f(xo) , y1= f(X1)
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akkor x, kozelitd gyok értéke

X=X - y1 ((X1-%0) / (Y1~Y0))

Leallasi feltétel
Ix2-x1| <€

Az intervallummodosités f(x,) eldjele szerint torténik, ha

sgn f(x,) >0 X=X Y2
kiildnben _
sgn f(x2) <0 . X0: =Xz Yoir3p

Egyismeretlenes nemlinearis egyenlet megoldasa az ismertetésre keriilt modszerekkel

FiiggvényEljaras Fv(x:) **x valds, ennek a figgvénynek a gyokét keressik*
fi=x*x*x+x-0.7
Eljaras vége (Visszaad: f)

Fiiggvény Ko6zel(a,b,hibahatar,r) **a, b, hibahatdr valdsak, r logikart*
Ha fv(a)*fv(b)<0 akkor
q:=a
w:=b
Ciklus
xe:=(qt+w)/2
Ha fv(xe)*fv(q)>0 akkor
q:=xe
Egyébként
Wi=xe
Elagazas vége
amig ABS(fv(xe))<hibahatar
r-=Igaz
kozel:=xe
Egyébként
r:=Hamis
kozel:=0
Elagazas vége
Eljaras vége (Visszaad:kozel)

FiiggvényEljaras Hur(a,b,hibahatér,r) **a,b,hibahatdr valésak, r logikat*
x0:=a
x1:=b
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Ha fv(x1)*fv(x0)<0 akkor
Ciklus
y0:=fv(x0)
y1:=fv(x1)
x2:=x1-y1*¥(x1-x0)/(y1-y0)
Ha fv(x2)*y1>0 akkor
x1:=x2
Egyébként
x0:=x2
Elagazas vége
amig ABS(fv(x2))<hibahatar
hur:=x2
r:=Igaz
Egyébként
r:=Hamis
hur:=0
Elagazas vége
Eljaras vége (Visszaad: hur)
Program Egyenletmegoldas
Ki: 'Also-, felsdhatar és a hibahatar?'
Be: a.b,hibahatar ** oz alsé- és a felséhatdr, valamint a hibahatdr bekérése**
Meniikészités
A modszernek megfeleld fliggvény meghivasa, a,b,hibahatar,r paraméterekkel,
az utolso parm-nél cim szerinti paraméteratadas torténik.

Ha r=Igaz akkor Ki: a valds gyok
Program vége

NUMERIKUS INTEGRALAS

Szamitsuk ki 0.1% pontossaggal az
f(x)= | sin(x)/x|
fliggvény €s az x tengely altal bezart teriilet nagysagat.
Y
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Ezt a fliggvényt alatti teriiletet kdzelitOleg ugy tudjuk meghatarozni, hogy az in-
tegralas [a;b] tartomanyét felosztjuk n darab

h= (b-a)/n

hosszisagu szakaszra, egy-egy ilyen kis szakaszon pedig az f(x) fliggvény alatti
teriiletet valamilyen egyszeriibb mértani alakzat teriiletével helyettesitjiik. Ez a he-
lyettesitd alakzat lehet téglalap, trapéz, illetve olyan is, amelynek a teteje masodfoka
parabola, az oldalai és az x tengellyel érintkez6 oldala pedig egyenes. Az egyes nu-
merikus integralasi modszereket tehat az hatarozza meg, hogy milyen alakzattal ko-
zelithetjiik az integralandod fliggvényt az egyes h hosszusagl szeletekben. Azt is sejt-
hetjiik, hogy annal pontosabb lesz a kozelités, minél jobban illeszkedik az alakzat a
fliggvényhez, illetve min€l nagyobb n €rtéket valasztunk.

A téglalap mddszer

Ez a legegyszerlibb, €s persze a legpontatlanabb médszer:
3

Y f(x)

+h X

Egyetlen n hosszusagu tartomanyban a kozelit6 téglalap teriiletét a
t=f(x)*h

kifejezés adja, ha pedig a teljes [a;b] tartomanyra Gsszeadjuk ezeket a t értéke-
ket, akkor a teljes T teriiletet h kiemelése utan igy fejezhetjiik ki:

T:=h*[f(a) + f(a+h) + ... + f(a+(n-1)h)]

[tt éppen n értékeket kell Gsszegezni: az integralando fliggvény értékét az a,
at2h, at3h, ... at(n-1)*h helyeken, majd az igy kapott eredményt meg kell szorozni
h-val. Igy az algoritmus:

Eljaras Téglalap
Be: n

a:=0.1; b:=10
h:=(b-a)/n

t:=0 ; x:=a

k:=0
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Ciklus
t:=t+sin(x)/x
Xx:=x+th
k:=k+1

amig k=n

t:=t*h

Ki: t

Eljaras vége

Trapéz médszer

Minden egyes h hosszusagu szakaszon az integralandé fiiggvény alatti teriiletet
olyan trapéz teriiletével kozelitjiik, amely a szakasz végein illeszkedik a fliggvényhez:

184 /‘ f(x)

v

s x+h X

Egy ilyen trapéz teriilete:

t={(x)+ f(xth))*h /2

A teljes T kozelito értéke:

T=h[f(a)/2 + f(ath)+ f(at+2h) + ... + f(a+(n-1)h) + f(b)/2 )]

azaz a két sz¢lsd pbntban a fliggvényértékek felét, minden belsé pontban pedig a
fliggvényértékeket kell 5sszegezni, majd ezt szorozni h-val.

Az algoritmus:
Eljaras trapéz
Be: n ** pontszdm beolvasdsa**
A:=0.1:b:=10  **/nfegrdldsi hatdrok**
H:=(b-a)/n ** [gpéshossz**
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T:=(Sin(a)/a+Sin(b)/b)/2 ** kezdeli éridk**
X:=A+H _ '
K:=1 ** Ciklusszamlélé**
Ciklus
t=t+sin(x)/x **dsszegzés**
X:=x+h
k:=k+1
amig k=n
Ki: Sin(x)/x integralja a,b kozott t*h
Eljaras vége

Célszerli lenne, ha az eredmény pontossaganak a vizsgalatat a program végezne€.
Ezt ugy oldhatjuk meg, hogy az algoritmus egy tovabbi, az egész kdzelitést magaba
foglald ciklusban dupldzza a pontszamot és minden ciklus végén megvizsgalja,
mennyit valtozott az integralkodzelitd 6sszeg. Ha a kiilonbség elég kicsi, nem kell to-
vabb folytatni a pontszam novelését.

A program:
relativhiba:=0.001
N:=20 ** ponfszam kezdelti értéke**
A=0.1:b:=10  **/nfegrdldsi hatérok**
t:=0
Ciklus
h:=(b-a)/n ** lépéshossz**
t:=(Sin(a)/a+Sin(b)/b)/2 ** kezdeli érfék**
x:=A+h
k:=1 ** Ciklusszdmlalo**
Ciklus
t:=t+sin(x)/x ** Osszegzés**
x:=x+h
k:=k+1
amig k=n
t:=t*h
n:=ntn

Amig ABS((t-et)/t)> 3* relativhiba
Ki: "Sin(x)/x integrélja a,b kozott", t*h
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KORRELACIO- ES REGRESSZIOSZAMITAS

Arra fogjuk keresni a valaszt, hogy két egymaéssal sztochasztikus'® kapcsolatban
1évo események kozott - amelyeket adatokkal jellemziink - milyen szoros kapcsolat
van (korrelacidészamitas), majd megprébaljuk az egymasra gyakorolt hatdsukat szam-
szer(isiteni, e hatasok iranyat és mértékét meghatarozni. (regresszidszamitas)

Kiinduldadataink egy tablazatba foglalva a kovetkezok:

A vandorlasi kiilonbozet é az épitett lakdsok szama dundantuli varosokban (1960-1962)

Sorszam Viros Vandorldsi kiilonbozet (f6) Az épitett lakdsok szama
X ¥
1 Gyor 3855 1993
2. Kaposvar 3528 1147
3. Szekszard 1534 588
4. Székesfehérvar 4903 2018
3 Szombathely 2622 1285
6. Tatabanya 4040 1458
y Veszprém 3078 858
8. Zalaegerszeg 2363 1142
9. Ajka 1875 864
1 Dunatjvaros 7220 1867
Il Esztergom 1537 547
12, Keszthely 724 205
13. Koméarom 461 385
14, Komlo 925 479
15. Koszeg 286 78
16. Mohécs -73 237
17. Mosonmagyarév. 1139 509
18 Nagykanizsa 566 819
19. Oroszlany 3802 658
20. Péapa -320 365
L. Sopron 2117 430
22, Tata 635 371
23. Varpalota 2257 420
Osszesen: 49047 18273
Atlag 2134 814

A tablazat a 23 dunantili varosban megfigyelt vandorlasi kiilonbézetet (X) , to-
vabba a felépiilt lakasok szdmat tartalmazza a megadott iddszakban. A két mennyiségi
ismérv kozotti kapcsolat szorossagat meérhetjiik a kovariencidval (C), amely a korre-
lacidszamitas egyik méroszama és a kdvetkezoképpen lehet kiszamolni:

9 statisztikai valdsziniiségen alapul6
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24 Do

~Xy,

ahol dx=(x;- X) dy‘@l y), azaz a megfeleld atlagtol vett eltéréseket jelenti. (x;, y;
az értékparokat jelenti, i=1,2,...,n)

Ha C=0, akkor az X és Y korrelalatlanok egyebkent a C elgjele a kapcsolat ira-
nyat mutatja. Fels6 korlat nincs, de ha C kozel van 0-hoz, akkor az laza kapcsolatra
mutat.

Az algoritmus, amely a két ismérv kozotti kovarienciat kiszamitja és az adatokat
egy szoveges file-bodl olvassa, a kovetkezo:

Program Cov
Osszrendel(f,"ADAT.INP")
Nyit(f)
1:=0
atlagy:=0;atlagy:=0;gyujt:=0
Ciklus amig Nem Vége?(f)
i:=i+1
Be: x[i],y[i] f-bol
gywjt:=gyujt+x[i]*y[i]
atlagx:=atlagx+x([i]
atlagy:=atlagy+y[i]
Ciklus vége
Ha i<>0 akkor
Ki:"A kovariencia értéke:",gyujt/i -(atlagx / i)*(atlagy / 1)
Egyébkeént
Ki: "Nincs adat!"
Elagazas vége
Zar(f) **a file zdrdsa**
Program vége

Példankban egyébként C értéke 844 047, ami szoros kapcsolatra enged kovet-
keztetni.

A kovariencia sajnos csak a linedris tipusu kapcsolatok szorossagat képes jelle-
mezni, ezért sziikségiink van éltalanos jellegli mérészamra, amely barmely fajtaju kor-
relacids kapcsolat szorossaganak mérésére alkalmas.

Erre szolgal a korrelacios hanyados, amelyet a kdvetkezoképpen lehet kiszamolni:

K’=1- SB(y)/S(y).

ahol SB(y) = (yiJ y,) S(Y)= (i - y) yij az épitett lakdsok szamat jelenti véro-
sonként, y ezek szadmtani, y;a csoportok szamtani 4tlagat jelenti.
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Ugyanis a szdmitashoz csoportositjuk a megfigyelt értékeket a tényezovaltozod
osztalykozei szerint, és ezutan szamitjuk ki a részatlagokat a kovetkez6 tablazat sze-
rint:

Vandorlasi | A vdros neve A vdrosban épitett y; (y;,—-y,f' (y,-j—)ﬁ
kiilonbézet lakasok szdma(y;)
Papa 365 139 201601
Mohécs 237 19544 532929
-600 Kdszeg 78 376,8 89281 541696
Komarom 385 67 184041
Nagykanizsa 819 : 195541 25
Osszesen 1884 304572 -
Tata S 19044 196249
Komlo 479 900,0 112225
Mosonm.r 509 0 93025
601-2000 Szekszard 588 509,0 6241 51076
Esztegom 547 1444 71289
Ajka 864 126025 2500
Keszthely 205 92416 370881
Osszesen 3563 246070 -
Sopron 430 315395 147456
Varpalota 420 326727 155236
Zalaegerszeg 1142 22620 107584
Szombathely 1285 86084 221841
2001-4000 Veszprém 858 991,6 17849 1936
Kaposvar 1147 24149 110889
Gyor 1993 1002802 1390041
Oroszlany 658 111289 24336
Osszesen 7933 1906915 -
Székesfehérv. 2018 56169 1449616
4001- Dunaujvéros 1867 7396 1108809
Tatabanya 1458 1781,0 104329 414736
Osszesen 5343 167894 -
FEgyiitt: 18723 814,0 2625451 7290017

A tablazat segitségével kdnnyen kiszdmithato a korrelacids hanyados értéke(K):

K= 1- 2 625 451/7 290 017= 0,6399 amibsl K=0,799.
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Minél kozelebb van K* az 1-hez, annal szorosabb a kapcsolat az ismérvek ko-
zott, igy lényegében az el6z6 példaban kiszamitott korreldcios egylitthatohoz kézel
allo eredményhez jutottunk, ami nem meglepd, hiszen a széban forgd kapcsolat kozel
all a linearis tipushoz.

Feladat:

Egy szekvencidlis file-ban a varosok neve €s a védrosban épitett lakasok szama
talalhato. A csoportok végét egy csillag jelzi a file-ban. Készitsiik el a K értékét meg-
hatarozo algoritmust.

IDOSOROK VIZSGALATA

Valamely jelenség fejlodését, idobeli alakuldsat szamokkal fogjuk jellemezni,
azaz egy idOintervallum bizonyos pontjaihoz szamokat fogunk hozzéarendelni. Példaul
megmérjiik egy Ujsziilott gyermek teststlyat minden hét elsé napjan 1 éven at. Ekkor
kiilonboz6 datumokhoz egy szamot rendeliink, igy vizsgéljuk a gyermek testsulyanak
gyarapodasat, amibol kovetkeztetéseket vonhatunk le. Valdszintileg a gyermek az év
végén nehezebb lesz, mint az év elején (a frend ndvekedést mutat), de lesznek idon-
ként visszaesések (pl. egy gyomorrontds miatt - véletlen ingadozds), esetleg télen
gyorsabban nd a testsulya (tobbet eszik, kevesebbet mozog - periodikus ingadozas).

A fejlodés torvényszerliségeinek tanulmanyozasakor az idésorok statisztikai
elemzésének problémaja az egyes komponensek elkiilonitése. Az elemzés szempont-
jabol harom komponenst kiilonboztetink meg: 1. alapirdnyzat vagy trend (az iddsor-
ban tartdosan érvényesiilé tendencia), 2. periodikus ingadozas (rendszeresen ismétlodo
idényszer( vagy szezonalis ingadozas, pl. nyaron tobb tiditdital fogy mint maskor), 3.
véletlen ingadozas( véletlenek igen sok, egyenként nem jelentds, egymas hatasat elo-
segit® vagy keresztezd tényezok végso eredménye, pl. leég egy palackozo tlizem, ezért
kevés az tiditoital).

Kérdés, hogy az 6sszetevok milyen modon kapesolédnak egymashoz. Ha additiv
modon, akkor hasznalhatjuk a kdvetkezd képletet:

vyt + Sy + vi. (v a tényleges adat, yt; a trend S; a periodikus adat, v, a véletlen a
t. idopontban.)

Ha az idésor periodicitasra is tekintettel vagyunk, akkor az idésor komponensei-
nek additiv kapcsolatat tiikr6z6 alapképlet:

Yii=yt; T Sj + vj;,

ahol y;; az i-edik periddus (pl. év) j-edik szakaszanak (pl. hénap) adata, yt; az
alapiranyzat, S; a periodikus dsszetevd barmely periddus j-edik szakaszaban ugyanazt
az értéket adja, v;; pedig a véletlen komponensnek egy megvalosult értéke.
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Ha multiplikativ médon kapcsolédnak, akkor a képlet tigy mddosul, hogy a
komponenseket dssze kell szorozni €s nem 0sszeadni.

Az elkdvetkezd két fejezetben a komponensek meghatidrozasdnak a modjaval
foglalkozunk.

Linearis tiend
A linedris trendfliggvényt a kdvetkezoképpen lehet meghatarozni:
V= bo + blt |
Az ismeretlen by és b, kiszamitasara ismert a kévetkez0 két egyenlet:

n

Do D

— =1
b():rl ésbl-:—;

n Zt*l‘
=1

Ez azonban csak akkor igaz, ha t értékét ugy valasztjuk meg, hogth = ().

Ehhez csak azt kell tenniink, hogy az idésor kdzepéhez (t=) 0-t rendeliink, majd t ér-
teke az idosor eleje felé haladva eggyel nd, a vége felé haladva eggyel csdkken a ko-
vetkezo tablazat szerint:

A csokoldadeétermelés alakulasa
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A példaban by=26042/17 = 1531,88, b;=25544/408 = 62,61, igy a trendegyenlet:
yt=1531,88 + 62,61t (D 1=0)

Az alapiranyzat szerint a csokoladétermelés €venként 62,61 ezer tonnaval né-
vekszik. (ekkora az évenkeénti atlagos valtozas). by az 1971-re esd trendérték.

Ezek utdn nézziik az algoritmust, amely meghatarozza az adatokbdl a trend-
egyenletet.

Program idosorl

6sszerendel(f,"ADAT.INP”)

Nyit(f)

n:=0;0ssz:=0

Ciklus amig Nem Vége?(f)
n:=n+]
Be: adat[n]-be f-bol
0ssz:=ossztadat[n]

Ciklus vége

t=(n DIV 2) *(-1)

tnegyzet:=0;tszery:=0

Ciklus cikl:=1 -tol n-ig
tnegyzet:=tnegyzet+t*t
tszery:=tszery-+t*a[cikl]
t:==t-1

Ciklus vége
Ki:: "yt=",0ssz, "+", tszery/tnegyzet, "t"
Zar(f)

Program vege

Exponencialis trend

A trendfliggvény a kdvetkezo:
Yt=ab', logaritmizalt valtozatban logYt=loga +tlogb = b, + bit.

by €s b; kiszamitasa a linearis trendnél megadottak szerint torténik, csak yt he-
lyett log yt szerepel a képletben.

Feladat: rjuk meg az exponencialis trendet megadé algoritmust, de nem tudjuk,
hogy paros vagy paratlan szamu adattal rendelkeziink.
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Szezonalis elteresek

Feladatunk most az, hogy az idésor adatainak felhasznalasaval adjuk meg a
komponensek értékét. A trendet szamithatjuk mozgdatlagolassal is, ami a kévetkezot
jelenti: eldszor el kell donteni, hogy hany tagli mozgdatlagot kivanunk szamitani, va-
gyis hany adatot hasznalunk fel egy-egy atlag kiszamitasahoz. Legyen ez most k. A
szamitas menete a kdvetkez6: kiszamitjuk az iddsor elsd k adatdnak egyszer(i szamta-
ni atlagat. Ez az elsO trendérték, amelyet az érintett idoszak kozepéhez - vagyis
(k+1)/2-edik id6szakhoz rendeliink. Ezutan elhagyjuk az els6 adatot, €s ehelyett vesz-
sziik a kovetkez6, (k+1)-ediket. [smét atlagot szamitva nyerjiik a kévetkez6 mozgo-
atlagot, vagyis trendértéket, amelyet a megfeleld iddszakhoz rendeliink. fgy haladunk,
amig az utolsé adatot is felhasznaljuk. Az eredményiil kapott trendértékek sorozata a
kiegyenlitett idésor. Vegyliik észre, hogy k tagi mozgoatlag hasznélatanal (k-1) adat-
tal rovidiil a sor, ha k paratlan, €s k adattal, ha k paros szam.

A szamitas menete lathato a kovetkezo6 tablazatbol, ahol k=4.

108,0 - - -
165,9 \ - - -
171,4 1387 32, -4.,4
104,8 FM],O -36,2 -3,1
117,2 144,9  -27,7 3,1
175,4 1503 25,1 -1,7
213,4 2134 364 -0,7
176,5 215,6 -39,1 -6,0
186,3 219,8 -33,5 -2,7
255.6 2250 30,6 3.0
271,6 - - -
196,6 - - -

A tabldzat mar megmutatja a t6bbi komponens kiszamitasanak modjat is a ko-
vetkez tablazat segitségével, amely a szezondlis eltérések kiszémitasdra készilt:

'" A megértést nem neheziti valamennyi adatat feltiintetése, ezért ezek kimaradtak a tablazatbdl.
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Szezonalis elterések kiszamitasa

A negyedévenként hato szezonalis eltéréseket tehat Ggy szamithatjuk ki, hogy
az azonos negyedévi eltéréseket 6sszeadjuk és eloszjuk az adatot tartalmazo negyed-
évek szamaval. A korrekciotényez6 szamitasa:

(-30,91+26,67+36,89-33,3)/ 4 =-0,16

A Szezonalis eltérések kiszamitasa tablazat utolsd sordaban a korrekcio is el lett
végezve. Pl.

S,=-30,91+0,16=-30,75.

A véletlen értékét ugy lehet kiszamolni, az adott értékbdl (y;;) kivonjuk a trend
(yti)) €s a megfeleld (korrigalt) szezonhatas(S;) dsszegét (yt;+S;)

Ezek utan nézziik meg az algoritmust, amely az adatokat egy szekvencialis file-
bdl olvassa €s meghatarozza a komponensek értékét.

Program iddsor2

n:=Beolvas

k:=4:b:=(k+1) div 2: m=4 ** 4 negyedév van**

Ciklus c:=1-t61 m-ig **yektorok nulldzdsa**
szezon[c]:=0
darab[c]:=0

Ciklus vége

Ciklus c:=1-t6] n-k-ig **mozgd dtlagolds**
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0ssz:=0
Ciklus cikl:=1-t6l k-ig
ossz:=a[c+cikl-1,1) + ossz
Ciklus vége
a[cth,2]:=0ssz  **a mdtrix mdsodik oszlopéban lesznek a trendada-
fok**
gi—=c+]
Ciklus vége
Ciklus c:=1 + (k-2) -t6l n- (k-2)-ig  **q szezondlis eltérések kiszdmitdsa**
melyik:=c MOD k
szezon[melyik]:=szezon[melyik] +a[melyik,1]-a[melyik,2]
darab[melyik]:=darab[melyik]+1 **a darabba kerdl, hogy hdny adat van*

Ciklus vége
0ssz:=0
Ciklus c:=]1-t6l m-ig **az dilagok kiszdmitdsa**

szezon[c]:=szezon[c]/darab|c]
08sz:=0ssz+szezon|[c]

Ciklus vége
0S5Z:=05852/4
Ciklus ¢:=1-t6l m-ig ¥*q korrekcio**
szezon[c]:=szezon[c]-0ssz
Ciklus vége
Ciklus c:=1 + (k-2) -t6l n-(k-2) -ig ** g véletlen kiszdmitdsa**

melyik:= ¢ MOD k
a[c,3]:=alc,1]-a[c,2]+szezon[melyik]
Ciklus vége
Ki:: c[],szezon[] ** oz eredmények kifrdsa**
Program vége
FiiggvényEljaras Beolvas
Osszerendel(f,"ADATLINP")
Nyit(f)
n:=0
Ciklus amig Nem Vége?(f)
=it
Be: a[n,1] -be f-bol
Ciklus vége
Zar(f)
Eljaras vége (Visszaad: n)
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FELADATOK

1)

2)

3)

4)

3)

6)

7)

§)

9

Irjuk olyan algoritmust, amely a Cramer-szabély segitségével old meg egy n is-
meretlenes négyzetes matrixi linearis egyenletrendszert! (Természetesen
x;=D;/D, ahol D;-t ugy kapjuk, hogy az A matrix i. oszlopaba az y vektort irjuk.

Hatarozzuk meg az A(N,N) matrix K. hatvanyat!

Hatarozzuk meg az A(N,N) matrixbol a B(N,N) matrixot a kovetkezd képlet
alapjan: B=1/2 * (A+T), ahol T az A(N,N) matrix transzponaltja!

Adott az A(N,M) matrix és a B(N) vektor (B(N) az 1-N szamok egy permutaci-
Ojat tartalmazza). Helyezziik at a matrix sorait ugy, hogy az i. sor a B(i). sorba
keriiljon!

Hatarozzuk meg A(N,N) matrix also és felsé haromszoge azon elemeinek &ssze-
gét, amelyek olyan sorban vannak, aminek els6 eleme pozitiv!

Generaljuk a 0,1,2 szdmjegyekbdl olyan hosszisagu sorozatot, amelyben nincse-
nek szomszédos megegyez6 részsorozatok (példaul a 0101 sorozat nem joO, mert
a 01 ismétlodik egymas mellett)!

Tablazatos formaban irjuk ki az els6 egyre végz6dd haromjegyl, négyjegyd, ... n
jegyll primszamot!

Négyzetracsot fektetiink a Fert6 toéra. 0-t irunk oda, ahol viz van a racspontban,
egyet oda, ahol szarazféld van. Hatarozzuk meg a t6 legdélibb, legkeletibb, leg-
€szakibb €s legnyugatibb pontjat!

frjunk algoritmust a binomialis egyiitthatok kiszamitasara a faktorialisok és a
Pascal-haromszdg alapjan egyarant!

10) Készitsiik ei egy legfeljebb 10 elemu halmaz 6sszes ciklikus perfnutéciéjét!
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V1. ELEMI GRAFIKA

A programnyelvek mai implementacioi mér tartalmazzék azokat a fiiggvényeket,
eljarasokat, amelyek segitségével az egyszeriibb alakzatokat meg lehet rajzolni, ezért
az alabbi eljardsoknak olyan nagy gyakorlati haszna nincs, hiszen egy résziiket mar
"adjak" a programhoz, masik résziiket viszont meg kell irni. Epitsiink fel tehét egy
grafikus rendszert, amely feltételezi, hogy gépiink tud pontot megjeldlni a képernydn
a megadott koordinat4ju pontban, (Pont(x,y,i)) és a koordinatarendszer origdja a bal
felso sarok, az X tengely a vizszintes és az Y a fliggbleges, i szinkod.

SZAKASZ RAJZOLASA

A szakasz rajzolasa rendkiviil alapos munkat igényel, hiszen végso soron min-
den egyéb rajzolas erre vezethetd vissza. El0szor tegyiik fel, hogy az K(x1,yl) €s a
V(x2.,y2) pontok a képernyOre esnek. Az egyenes helyzetétol fliggoen elagazast ve-
zetlink be:

el1=0 fliggoleges egyenes
/e2=0 vizszintes egyenes

el=x2-x1
e2=y2-yl

el<e2 meredek egyenes, a ciklus y1-tol y2-ig fut és pontoz
el<=e2 45 foknal nem meredekebb egyenes, a ciklus x mentén fut

Kivénatos, hogy szakaszrajzolonk akkor is mikdodjon, ha a végpontok valame-
lyike nem esik a képernydre. Ekkor meg kell hatarozni az egyenes (a szakasz) €s az
egyenest metszd "képernyd szélek" metszéspontjat illetve metszéspontjait, €s ezek
lesznek a szakasz "belépd" és "kilépd" pontjai.

a szakasz eredeti végpontja x2,y2

/ , - ”
_____________ a szakasz €s a képerny0
/ ---------- .. sz€lét alkoto szakasz
., metszéspontja
B (px2,py2)
a szakasz
eredeti

végpontja (x1,yl)
" a szakasz és a képernyd szélét alkotd szakasz
metszéspontjai (px1,pyl)
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Két pont ismeretében egy egyenes egyenlete megadhatd, két egyenes egyenleté-
bol pedig nem tul bonyolult meghatarozni a metszéspontokat (nem kell hozzd még
Gauss eliminacio sem).

A "Vagas" fiiggvény visszaadja a px1,pyl,px2,py2 valtozokon keresztiil a sza-
kasz 0j végpontjait. A fliggvény igazat ad vissza, ha a szakasznak van olyan pontja,
amely a képernyon megjelenithetd, egyébként hamisat.

4

Fiiggvény Vagas(xl,y {,x2,y2, px1,pyl.px2,py2) *"‘legészek, az ulolsé
négynél cim szelrinti paramélerdfadds**»
Eljaras Csere
Seged:=px1; px1:=px2; px2:=Seged ** g vdgdst meghatdrozd
Seged:=pyl; pyl:=py2; py2:=Seged téglalap koordindfért*
Eljaras vége
Ha py1>py2 akkor Csere ** Fenfr**
Ha pyl<yl akkor '
Ha py2>=y] akkor
px1:=Kerekit((px1)+(px1-px2)*(py1-y1)/(py2-py1))
pyl:=yl
Elagazas vége
Elagazas vége
Ha py2>y2 akkor Lenti}
Ha pyl<=y2 akkor
px2:=Kerekit((px1)+(px1-px2)*(py1-y2)/(py2-py1))
py2:=y2
Elagazas vége
Elagazas vége
Ha px1>px2 akkor Csere **Baf**
Ha px1<xl Akkor
Ha px2>=x1 Akkor
py 1:=Kerekit((py 1)+(py1-py2)*(px1-x1)/(px2-px1))
px1:=xl
Elagazas vége
Elagazas vége
Ha px2>x2 Akkor ** Jobb**
Ha px1<=x2 Akkor
py2:=Kerekit((py 1) +(py1-py2)*(px1-x2)/(px2-px1))
px2:=x2
Elagazas vége
Elagazas vége

"2 Az eljaras a "Vagas" fliggvény meghivésa utdn megrajzolja a szakaszt.
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Végas:= ((px1>=x1) Es (px1<=x2) Es (py1>=y1) Es (pyl<=y2)) Vagy
((px2>=x1) Es (px2<=x2) Es (py2>=y1) Es (py2<=y2))
FiiggvényEljaras vége (Visszaad Vagas)

** OszlopMax = a maximdlis oszlopkoordindta**
**SorMax = a maximdlis sorkoordindta**

Eljaras Vonal(x1,y1,x2,y2) ** ogdszekt*

Ha Vagas(0,0,0szlopMax,SorMaxY ,x1,y1,x2,y2) Akkor
XEIlt:=x2-x1

YElt:=y1-y2

Ha XEIt=0 akkor
Ha YEIt=0 akkor Pont(x1,y1,1)
Egyébként
Ha y1<y2 akkor
Ciklus i:=y1-tél y2-ig Pont(x1,i,1)
Egyébként
Ciklus i:=y2-té6l y1-ig Pont(x1,i,1)
Elagazas vége
Elagazas vége
Egyébként
Ha YEIt=0 akkor
Ha x1<x2 akkor
Ciklus i:=x1-tdl x2-ig Pont(i,y1,1)
Egyébként
Ciklus i:=x2-t0l x1-ig Pont(i,y1,1)
Elagazas vége
Egyébként
Ha Abs(xElt)>Abs(yElt) Akkor
Ha x2<x1 Akkor
Seged:=x1; x1:=x2; x2:=Seged
Seged:=yl; yl:=y2; y2:=Seged
Elagazas vége
AktX:=x1; a:=yl; b:=(y2-y1)/(x2-x1)
Ciklus 1:=1-tol x2-x1+1-ig
Pont(AktX,Kerekit(a),1)
Inc(AktX): a:=a+b ** AktX novelése**
Ciklus vége
Egyébként
Ha y2<yl Akkor
Seged:=x1; x1:=x2; x2:=Seged
Seged:=yl; yl:=y2; y2:=Seged
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Elagazas vége
AktY:=yl; a:=x1; b:=(x2-x1)/(y2-y1)
Ciklus i:=1-tol y2-y1+1-ig
Pont(Kerekit(a),AktY,1)
AktY:=AktY+1; a:=atb
Ciklus vége
Elagazas vége
Elagazas vége
Eljaras vége
A kovetkezOkben ismertetendd gyorsabb algoritmus alapgondolata Dan
Cohentdl €s Ivan Sutherlandtél szarmazik, és egyenes vagéasara alkalmas.
Rendeljiink a szakasz végpontjaihoz egy-egy négybites kddot az alabbi modon:

1001] 1000 | 1010
0001] 0000¥}-0010
o101l 0100 | o110

itt az ablak

A kod egyes bitjei a kdvetkezOket jelentik:
1. bit: a pont a képerny6tdl balra esik,
2. bit: a pont a képerny6t6l jobbra van,
3. bit: a képerny¢ alatt van,
4. bit : a képernyo felett van.

Ha tehat a szakasz mindkét végpontjdhoz a 0000 kod tartozik, akkor az teljes
egészeében a képernyore esik, egyébként vagni kell a szakaszt.

Nem lathaté kézvetlenil, de ellendrizhetjiik, hogy ha a két végpont kddjain bitenként
logikai €s miiveletet végziink €s az eredmény nem csupa nulla, akkor a szakasz teljesen a
képernyOn kiviilre esik, tehét a rajzolasbol kihagyhat6. Ha az és miivelet eredménye nulla,
de legalabb az egyik végpont a képernyon kiviilre esik, akkor a szakaszt fel kell szabdalni.
A képerny0t hatarolo egyenesek és a szakasz metszéspontjai kénnyen meghatarozhatok,
amelyekre a konjukciét (és miiveletet) elvégezve végiil a szakasz lathatd részét megkap-
hatjuk. Az alabbi algoritmus éppen azt valositja meg.

Megfeleltetések:

Tipus:El = (bal,jobb,als6, fels) ,
Tipus: kinnkod= Halmaz(El) **elemer £/ tipusuak**

Eljaras Vagas(x1,y1,x2,y2) **mind valés. Cim szerint 1érténik a
paraméterdtadds**
Eljaras Kod (x,y,c) **x,y valésak, ¢ kinnkod tipusu és cim szerint tort. a
paraméterdtadds**
c:=[ ] **a halmaz nullézdsa**
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Ha x<xbal akkor
¢:=[bal]
Egyébként
Ha x>xjobb akkor c¢:=[jobb]
Elagazas vége
Ha y<yalso akkor
¢.:=c+also]
Egyébként
Ha y>yfelso akkor c:=c+|f{elso]
Elagazas vége
Eljaras vége ** Kod**
kod(x1,yl,c1):kod(x2,y2,c2)
Ha c1*c2=[ | akkor
Ciklus amig (c1<[ ]) Vagy (c2<[ ])
c:=cl
Ha c=[ | akkor c:=c2
Ha bal eleme a ¢ -nck akkor
y:=y 4+ (y2-y1)™* (xbal-x1)/(x2-x1)
x:=xbal
Egyébként
Ha jobb eleme c-nek akkor
vi=y 1+(y2-y 1 )*(xjobb-x1)/(x2-x1)
xX:=xjobb
Egyébkeént
Ha also eleme c-nek akkor
Xi=x14(x2-x1)*(yalso-y1)/y2-y1)
Egyébként
Ha felso eleme c-nek akkor
x:=x1+H(x2-x1)*(yfelso-y1)/(y2-y1)
y:=yfelso
Elagazas vége
Eligazas vége
Elagazas vége
Elagazas vége

Ha c=cl akkor
x1:=x;y1:=y;kod(x,y.cl)
Egyébként

x2:=x;y2:=y: kod(x,y,c2)
Eligazas vége
Ciklus vége
** it mdr (x1,x2) és (y1,y2) pontok olyan szakasz végpontiai, amelyek
leljes gészéber ldthatok az ablakbar*
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Elagazas vége
Eljaras vége
Adott [a,b] intervallumon folytonos fliggvényeket a szakaszrajzold eljarast fel-
hasznalva most mar kénnyen megrajzolhatunk. Ha a megadott intervallum nagy, ak-

kor gyorsitani kell a rajzolast. Ezt Gigy tehetjiik meg (a pontossag rovédsdara) , hogy az
[a,b] intervallumra eldirt pontok szamét megadjuk.

Program Fvgorbe
Ki: "Az intervallum végpontjai:"
Be: a,b
Ki: "A pontok szama:"
Be: n
dx:=(b-a) /n _
x1:=a; y1:=f(a) **f a figgvény, amit dbrdzolunk**
x2:=x1+dx
Ciklus
y2:=f(x2)
**x,x2,y1,y2-1 ift egészre kellene kerekiten/**
szakasz(x1,y1,x2,y2)
xl:=x2; yl:=y2
x2:=x1+dx
Amig x2>b
Ha n*dx <> (b-a) akkor
x2:=b;y2:=F(x2)
*X it is kerekiteni kell egészre**
szakasz (x1,y1,x2,y2)
Elagazas vége
Program vége

Ez igy elég egyszerlinek tiinik, de nem nagyon hasznélhat6 ebben a formaban:

— hianyzik a fliggvénypontok megfeleltetése a képernyOpontoknak, ugyanis
maéshol van az origé mint a valdsdgban. Gondoljunk csak arra, hogy ha a (-
100 -10 ) pontot kellene lattatnunk. igy, ha a (kx0,ky0) pontot tekintjiik ori-
gonak a képernyon, akkor az (x,y) pont a képernydn (kx0+x,ky0-y) koordi-
nataju pont lesz.

— elképzelhetd, hogy a fliggvény nem analitikus formaban van megadva, ha-
nem példaul egy allomanyban vannak az &brazolandé pontok koordinatai.
Ebben az esetben tudnunk kell a sz€1so fliggvényértékeknek megfeleld koor-
dinatakat.

— lehetséges, hogy a fiiggvényértékek "nem férnek el" a képernydn. Pl. az ér-
tékkészlet elemei rendre a [-1200,-1400] intervallumba esnek. Természete-
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sen hasznalhaté a vagas, de nem fogunk latni semmit, hiszen nem esnek a
képernyore a fliggvényértékek. Ekkor transzformélni kell a fliggvényértéke-
ket (pl. ha tul nagyok, akkor egy egynél kisebb szammal lehet szorozni a
fliggvényértékeket). Gonduljunk példaul a sin(x) fliggvényre, amelynek ér-
tékkészlete a [-1,1] intervallumbeli valés szdmok. Ha ezt szeretnénk dbréazol-
ni, nyilvan példaul 100-zal szorozni kell a sin(x) altal visszaadott vald sza-
mokat.

Feladat: a leirtak figyelembevételével készitsiik el a fliggvényabrazolé algorit-
must.

GORBEK
A gorbék megadasdnak egyik elterjedt modja a paraméteres eldallitas. Ebben az

esetben a gbrbe pontjainak mindkét koordinatajat egy paraméter fliggvényeben adjuk
meg:

x=1(t)
y=g(t) te[tmin,tmax],

ahol (x,y) a gorbén lesz. Az dbrazolast ugy végezziik, hogy a [tmin,tmax] inter-
vallumon osztopontokat vesziink fel:

tmin=ty<t;<...<t,_; <t <...<t,=tmax

¢€s megrajzoljuk az

(f(ti-1), & (t-1)), (1), (1)) k=1,2,..n

szakaszokat, vagyis a gtrbe hurjait. Persze vigydzni kell, hogy a hurok elég ro-
videk legyenek - kiilénben a kapott dbra nem folytonos gorbe illuzidjat kelti.

Példa:

A Lissajoux gorbe egyenlete:

x=Sin(at)

y=Cos(t+b)te [a,b]e R és a,b az [a,b] intervallum kezdete és vége.

Feladat: Készitsiink Lissajoux gorbéket a kovetkez6 paraméterek szerint:
a=3/2 a=5/4
b=mn/2 b=mn/2

Célszerl a 1épéskozt m/100 koriilire venni, és nem szabad megfeledkezni, hogy a
kapott (x,y) értékek 0..1 kozé essenek, tehédt szorozni kell ket egy konstanssal
(példaul 100-zal).
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Még egy gorbetipus egyenlete:
x=[c+d*Exp(Sint)]*Sin(a*t)
y=[c+d*Exp(Sint)]*Cos(a*t) te R

Példa a paraméterekre:

Paraméter Eset

1. 2 3. 4. B,
2/3  1/2  2/3 4/3 173
172 2/3 4/3 5/3

30 mindenhol

3 mindenhol

o0 o ®

Ez a modszer mikodik feliiletekre is. Feliiletek analitikai dbrazolasa ezzel meg-
egyezoen a
z=f(X,y) segitségével vagy

x=f(t,u)

y=g(t,u)
z=h(t,u) paraméteres modszerrel t6rténik.

A gdmb paraméteres egyenlete:

x=r*sint*cost
y=r*sint*sinu
z=r*cost

ahol te [0,360] ue [0,180]

INTERPOLALO GORBEK

Az interpolalo gorbe olyan fiiggvény, amely elére megadott timpontok mennyi-
ségén a helyes sorrendben atvonul.

Lagrange féle interpolacio

Ismertek az x,Xs....,X, alappontok és a hozzajuk tartozoé yi,ys,...,yn fliggvényér-
tckek. Létezik pontosan 1 db, legfeljebb n-1-edfokt p polinom, amelyre p(x;)=yi

Legyen li(x) a Lagrange-féle interpolaciés alappolinom!
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L)F(-x)*(X-x2)* e XX ) (XX 1) *K(XX0)) /(KX D) *(Ximx2)*. (XX
D*(XimXi1)* .. *(XiXn)

azaz
n
X=X

Li(x)= H i

l=0xj—xi

i

A Lagrange-féle polinom: p(x)=y;*1;(x)+...+y,*1.(X).
Konny belatni, hogy p(xi)=y;

Példa: Legyen ismertek egy fliggvény értékei a kdvetkez6 alappontokban:

x,=100 y1=10
x2=121 }’2:11
x;=144 y;=12

Kérdés: Mit vesz fel a fliggvény az x=110 pontban?
Megoldas: p(110)=(10*(110-121)*(110-144)) / ((100-121)*(100-144)) 5

((11%(110-100)*(110-144)) / ((121-100)*(121-144)) + (12*(110-100)*(110-121)) /
((144-100)(144-121)) = 10,4865

Ezek utan a gbrberajzolas ugy torténik, kijeldliink és megrajzoljuk az alappon-
tokat, majd kiszamitjuk a p polinom értékét minden pontban x; és x, kozott. Ha a
fenti példat nézziik, akkor ki kell szamolni p értékét 101, 102, ..., 143 pontokban és
megjeleniteni a koordinatakat.

Hatranya az interpolacionak - tobbek kozott -, hogy x értékekben rendezett
tampontokat igényel, ezért csak balrol jobb haladd gorbéket tesz lehetévé. Nincs le-
hetdség példaul visszafelé haladd gorbék rajzolasara.

Példa:

4’

A fenti gorbét interpolacidval nem igazan kehet megrajzolni.
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KOZELITO GORBEK

Kiilonb6z6 alkalmazésokndl elegendd, ha az eldéllitott gérbe csak megfelelen
formalhat6, de nem sziikséges, hogy azokon a pontokon &t is haladjon, melyek meg-
hatarozzdk, azaz a meghatarozo tampontok hatdsanak csak megkdzelitdleg kell pon-
tosnak lennie.

Bezier-gorbék

Bezier francia matematikus, a Renault gyarban karosszériatervezéssel foglalko-
zott. Egy Bezier gorbe ((B(t)) a kévetkezoképpen definidlhato:
n
BO=ZpiBiu(),  te[0,1]
i=0

ahol
oW
B;,n(t):k } #t* (1-0)™ *'n alatt az i" van a zdréjelben**
i

A B(t) a t paraméter altal eldallitott gérbe; a Bezier-gérbe tehat paraméteresen
abrazolhato és ezért tetszOleges sikgdrbéknél hasznalhatd. Minden te [0,1] értéknek a
gorbe egyik pontja felel meg.

A pi-k a tampontok vektorai, tehat

2
+
P:‘Xy ** p, eqy vekfor*

A megvalositas menete:

Megjeleniteni a tampontokat: p;-ket.

2) Fussa be t az intervallumot példaul 0,05 [épéskbzzel. Azaz t=0,05 majd 0,1,
stb. Minden t -re szamoljuk ki B(t)-t. Nyilvan egy vektort kapunk, azaz a (x;,y;) pon-
tot. Ezeket kell dbrazolni, illetve (TP-ben) LineTo-val 6sszekotni.

B-spline-ok

Elvileg ugyanolyan felépitéstiek, mint a Bezier-gorbék, csak a B;,(t) helyett mas
fliggvényeket hasznalnak.
A B-spline-ok forméja:
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n

B(t)=2pi*Nix(t),
i=0
ahol

' 1 ha ti<=t<=t;;,

Ni () =
w egyébként

(t-t)* Nix1(t) (ti+1-t) Nis1k-1(1)
Nix) = — +

ti+k-1 = ti tH»k = 1:i-c-l

ha €[0,n-k+2]

0 ha i<k
t= |i-k+1 ha k<=i<=n
n-k+2 ha i>n
KOR RAJZOLASA

Kort és korivet nem a szokasos

X=r Ccost
y=T sint

egyenletrendszerrel rajzolunk, mert akkor sokszor kell trigonometrikus fiigg-
vényt szamoltatnunk. Azt nézziik meg, hogy egy r sugari kort adott raszterfelbontas
esetén hany részre kellene felosztani ahhoz, hogy hurokkal tudjuk kézeliteni.

1 raszteriv

t koriv
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Az &bra alapjan:

R cost =R-1
cost=1-1/R

R sint = R2-(R-1)2 = 2R+1
sint = 2R+1/R

A P(x,y) pont origd koriili t szoggel valo elforgatasat az

X‘=xcost - ysint
y’=xsint + ycost

egyenletrendszer irja le, ami jol hasznélhat6 lesz a forgatas sordn. Kort azonban
mashogyan is lehet rajzolni ( a kér egyenletét felhasznalva):

** (o v) a kér kézéppontia , r a sugdrt*

Eljaras Kor(x,y,r) **egészek**

yy:=r; xx:=0; rNegyzet:=r*r

Ciklus
xRt
Ha xx*xx+yy*yy>rNegyzet akkor yy:=yy-1
Ha xx*xx+yy*yy>rNegyzet akkor xx:=xx-1
Pont(x+xx,y+yy): Pont(x-xx,y+yy)
Pont(x+xx,y-yy): Pont(x-xX,y-yy)

Amig yy<=0

Eljaras vége

FORGATAS

Ha a sikban a P(x,y) pontot szeretnénk elforgatni alfa fokkal az (x0,y0) pont ko-
rill, akkor a kdvetkez0 képlettel” szamolhatunk, hogy a P2(x2,y2) pontot kapjuk:

x2=x0+(x-x0)*Cos(alfa)-(y0-y)*Sin(alfa)
y2=y0+(x-x0)*Sin(alfa)+(y0-y)*Cos(alfa)

** Alfa-t fokokban kell megadni (xo,yo) a forgatdsi kézéppont**

'* Az addiciés tételbdl levezethetd a képlet.
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Eljaras Forgat( x,y,xo0,y0,Alfa) **Alfa valds, a t6bbi egész, x,y cim szerinf**
Alfa:=-Alfa/180*Pi **drfszamitds radidnba**
xx:=Kerekit(xo+(x-x0)*Cos(Alfa)-(y-yo)*Sin(Alfa))
y:=Kerekit(yo+(x-x0)*Sin(Alfa)+(y-yo)*Cos(Alfa)); x:=xx

Eljaras vége **x és y tarfalmazza a pont Uj koordindtdif*

Az eljarés az (x,y) koordindtak altal meghatérozott pontot forgatja el (x0,y0) ko-
riil. A pont Uj koordinatéja az x és az y valtozokba keriil. Ennek az eljarasnak a segit-
ségével tobb pont altal meghatarozott alakzatot is el tudunk forgatni, hiszen csak
egymas utan meg kell hivni ezt az eljarast a megfelelé pontokra.
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FELADATOK

1) Forgassunk el egy szakaszt egy pont koriil 1 fokkal tobbszor is!

2) Forgassunk el egy sikidomot kétszeresen, t6bbszor egymads utan! Egyrészt a ko-
zéppontja, masrészt egy kiilsd pont koriil forgassunk, de més-mas széggel!

3)  Abrazoljuk koordinatarendszerben a -200*X*X-500 fiiggvényt (a [-200,200] in-
tervallumon)!

4)  Abrazoljuk a Sin(x)/x fiiggvényt és fessiik be a fiiggvény és az X koordinata ko-
zOtti tertletet!
5)  Abrazoljuk az
x(t) = r*sin(t)
y(t) = r*cos(t)
paraméteres alakban adott kort a 0<t<=7.28 intervallumban!

6) Rajzoljunk n darab szakaszt a képernydn. Ha lehetséges, rajzoljuk meg azt a
szakaszt, amelynek van legaldbb egy k6zds pontja az 6sszes tobbi szakasszal!

7) Rajzoljunk a szakaszrajzolo segitségével egy kockat!
8) Irjunk algoritmust, amely elforgat egy sokszoget!

9) Készitsiink programot, amely els6foki-,masodfoku -és szdgfliggvényeket és a
transzformaciokat dbrdzolja, illetve szemlélteti!

10) Egy szoveges file miden sordban szamparok talalhatok, ahol az els6 szam az ér-
telmezési tartomany egy eleme, a masik a hozza tartoz6 figgvényérték. Abra-

zoljuk koordinatarendszerben a fliggvényt!

11) Irjunk algoritmust, amely egy hasabot az X tengelyre titkroz!
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IRODALOMJEGYZEK

Szlavi Péter: Adatok, adattipusok

Szlavi Péter: Eldadés a graftipusrdl

Szémitastechnikai feladatok 2000-ig [-11.: Szerkesztette:Dr. Hetényi Palné
Szémitastechnika kozépfokon: Szerkesztette: Dr. Hetényi Palné

Niklaus Wirth : Algoritmusok+Adatstruktarak = Programok

Angster Erzsébet - Kertész Laszl¢ : Turbo Pascal 6.0

Szlavi Péter: Adatok, adattipusok

Benké Péterné, Benkd Laszlo, Toth Bertalan: Programozzunk C nyelven!



A sorozat moduljai

1. Frank Palné

2. Faranki Gyula

3. Busi Lajos

4. Banhegyesi Zoltan

5. T. Vérkonyi Attila

6. Dr. Koncz Jozsef

7. Médos Gabor

8. Banhegyesi Zoltan

9. Banhegyesi Zoltan

10. Médos Gabor

11. Nemesik Janos

12. Farag6 Istvan-Piross Laszlo
13. Nemcsik Janos

14. Médos Gabor

15. Dombovari Matyas

16. Busi Lajos

17. Kiraly Sandor

18. Mo6dos Gébor

19. Banhegyesi Zoltan

20. Kirdly Sandor

21. Miklési Viktor

22. Busi Lajos

23. Téth Marton Laszlo

24. Sandor Miklos

25. Banhegyesi Zoltan

26. Busi Lajos

27. Banhegyesi Zoltan

28. Banhegyesi Zoltan

29. Busi Lajos

30. Kiraly Sandor

31. Kiraly Sandor

4]1. Frank-Faranki-Busi-Banhegyesi
42. Nemcsik-Busi-Banhegyesi
43. Kiraly Sandor

44. Busi Lajos-Banhegyesi Zoltan

B
Bevezetés az informatikaba

Informatikai eszkozok

Szamitogépes szoftverek
Szamitogép-halozatok

A természet informatikaja

Irodai alkalmazasok: szdvegszerkesztés
Word for Windows 2.0 szévegszerkeszto
Adatfeldolgozas alapjai

dBASE III Plus kezelése

Works for Windows 3.0 alapjai

dBASE IV kezelésének alapjai

A szovegszerkesztés alapjai

A tablazatkezelés logikaja

Excel for Windows 4.0 tablazatkezel6
Informatika a technikaban
Szovegszerkesztés egyszeriien: WinWord 6.0
A programozas logikaja L.

Programozas Turbo Pascal nyelven
Kapcsolat a kiilvilaggal: Internet

A programozas logikaja II.

Windows '95 kezd6 felhasznaloknak
MS-Office for Windows '97. I/1. (Word-Excel)
Multimédia

CAD/CAM alapjai

Adatfeldolgozas Access 2.0 segitségével
Ko6zépiskolai feladatgytijtemény

A szamitégépes szimulacid alapjai
MS-Office for Windows '97. I1. (Access)
MS-Office for Windows '97. 1)2. (Word-Excel)
C++ programozas alapjai

Novell Netware 4.1 felhasznal6i ismeretek
Informatika I. (1-4 modulok)

Informatika II. (13. 16. 25. modulok)
Informatika II1. (17. és 20. modulok)
Informatika I'V. (22. 28. 29. modulok)
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