s

A rekurzidorol

A lényeg (milyen lehetséges utakon juthatunk el a rekurziv specifikdciétol
egy ~nemrekurziv— szamitogépen futd programig)

Rekurziv specifikdciéc  — Nemrekurziv specifikacid
4
Rekurziv algoritmus — Nemrekurziv algoritmus
Rekurziv programnyelv Nemrekurziv programnyelv
— L
Szamitdgép

2. A rekurzié megfogalmazési peldai (példaalgoritmusok)

3.

6.

y

8.
g,

=nl!
= Fibonacci-szém a
= Ackermann fliggvény
= nalattak”
= Quicksort rendezes

= Hanoi tornvai

. A rekurzié megvalositasa nemrekurziv nyelveken (fliggvény-eljaras beépité-

se verem segitségével, paraméteratadas és lokalis valtozdk kezelése eljara-

sok esetén; a fenti példak kddolasa)

. Rekurzié rekurziv nyelveken (azaz olyanokon, amelyek a rekurziv eljarasok

és fliggvények irasat lehetdve teszik: Pascal, Logo)

Rekurzid és iteracié (atiras sziikségessége, lehetSsége; atirasi szabalyok és
alkalmazasuk a példakra: rekurziv fliggvények, balrekurzid, jobbrekurzid)
Iteracid és rekurzid (rekurzivra irds sziikségessége, lehetGsége; atirasi szaba-
Iyok és alkalmazasuk példékra: ciklusok, ciklusban szamolt fiiggvények)
Programozasi tételek rekurzivan (rekurziv specifikacid, rekurziv fiiggvények
¢és eljarasok)

Gyorsrendezés — Quicksort (a rendezés variacidi, sszehasonlitasuk)
Rekurziv adatszerkezetek (rekurziv adatszerkezet + rekurziv algoritmus, re-
kurziv adatszerkezet + nemrekurziv algoritmus, nemrekurziv adatszerkezet

+ rekurziv algoritrus, nemrekurziv adatszerkezet + nemrekurziv algorit-
mus) a
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Bevezetés

Ebben a fiizetben a rekurzidval foglalkozunk. Ezzel kényes témaba fogunk, a
szamitastechnikaval foglalkozdok ugyvanis nagyon kiilonboz6en itélik meg ezen té-
makor fontossagat, hasznalhatdosagat. Hogy miést is kényes? Sok érvet és ellen-
érvet lehet hallani, néha egymasnak ellentmonddkat is, a rekurzié mellett, illetve
ellen. Hogy jobban érzékelhessiik, hogy milyen kemény fiba vagjule fejszénket,
felsorolunk néhany rekurziéval szembeni, szokdésos kifogast:

o A rekurzié a ciklusnal (ti. az iteracional) bonyolultabb programszerkezet, s
mindketten ugyanarra a célra szolgédlnak: valamilyen tevékenységek ismételt
végrehajtasara. '

e Mivel a szamitogépek —példaul a gépi l-ﬁédﬁ programozas szintjén vizsgalva
8ket— nem tartalmaznak rekurziv lehetdsegeket, ezért amit szamitogéppel
meg lehet'ol_dani, azt relkuarzid nélkaﬂ is meg lehet oldani. '

¢ A rekurzié megvaldsitasa igen nagy kézponti tarigénnyel jarhat.
o A relaurziv megoldas sokszor ,rettenetes” futasi idéndvekedést okoz.

» Az, hogy a matematikusok bevett eszkdzei és modszerei épiilnek e fo gaidin—
ra, még nem indokolja, hogy a szamitastechnikdban is hasznaljulk.

e A rekurzié valami nagyon bonyblult dolog, inkabb ne foglalkozzunk vele!

Ugy gondoljuk, hogy hatarozottan két részre kell vagnia problémét. Egyrészt
meg kell vizsgdlni a rekurzié gondolat-vildgat (milyen problémak felvetésénél,
esetleg megoldasanal kinél kényelmes vagy —uram bocsd'— egyetlen lehetséges
utat), masrészt foglalkozni kell a rekurziv algoritmusok és adatszerkezetek szdmi-
tégépes megvaldsitdsdvall B merevnek tiinG szétvélasztéssal meg szeretnénk
akadalyozni azt, hogy az esetleges megvaldsitasi nehézségek eleve elvegyék
kedviinket egy, rekarzidval kénnyen, egyszeriien megoldhato feladat rekurziv
megoldasatol. Tovéabba megadjuk azokat a feltételeket és szabalyokat, amelyek
ismeretében mechanikusan is atirhatjuk az eredeti (a feladathoz ill6) rekurziv
megoldast, a hatékonyabb, de tobbnyire a 1ényeget nem olyan vilagosan kifejezd,
klasszikusabb iterativ megfeleldjére.

E fiizetben a programkészités sok részteriiletérdl lesz sz6, amelyek Idilén-
kiilon is megérnének egy-egy flizetet. Most ezeket a rekurzio kéti 8ssze egy
témava, igy mindegyikbdl csak azt emeljiik ki, ami a rekurzioval kapcsolatos.



1. A iényeg

A rekurzid mint eszkdz felbukkan specifikicids, algoritmikus, implementacios
(nyelvi) eszkozként. Kezdjitk a specifikdcional, amellyel a matematikusok a
problémak megoldasat kezdik! A fliggvény egy igen hatékony abszirakcids esz-
k6z, ugvanis j61 kidolgozoit formalizmussal rendelkezik és sokrétli, ,bejaratott”
operacioval (fliggvénymiivelettel) lehet épitkezni. Mivel sok mindent (érts ezalatt
barmilyen tevékenységsort) tigy lehet tekinteni, mint valamiféle fliggvényt, ami a
kezdetben meglévs adatokhoz hozzarendeli a kivant valamit, ezért nem reményte-
len vallalkozis a fliggvény definidlast vélasztani ,,altaldnos” leird eszkdzként.
Ilyen ok miatt nincs mit csodalkozni azon, hogy példaink java része rekurziv
fliggvény lesz, és elinduldsként 1s az egyik legismertebbiket valasztottuk ki: a fak-
torialist. Szokasos definicidja:

g =D ha n>0 .
I ha n=0

Ez csak az egyik fliggvénytipus legegyszeriibb példdja. Erdemes kis kitérét
tenni a fliggvények ,,formalis” viladgaban, hogy megismerhessiik mifélék lehetnek
alakilag a fuggvények, milyen tipusokba sorclhatdk, vagy masként megfogalmaz-
va: hogyan néz ki a kiszamitando fiiggvényt definialé formula! Legyen a kiszami-
tandé fliggveény:

z= f(x)

Itt x a rendelkezésre all6 adatot (adatokat), z: az eredmeényt, azaz a fliggvény
szolgéaltatta informdaciét (adatokat), f: magat a formulét jelenti. T6bbnyire a fligg-
vényformula nem ilyen egyszeril szerkezet(i, hanem clemibbekbél épithets fol.
Erre a dekompoziciondlasra formailag az aldbbi harom lehetéség kinalkozik. Ru-
tinosabb Olvasoink nyilvan azonnal atlatnak a szitén, és kitaldljak, hogy miért épp
e harom —valdban teljes— tipusvéltozatot irtuk f6l. A magyardzat: épp e hirom
szerkezet feleltethetf meg a harom algorittnikus szerkezetnek: szekvencia=kom-
pozicid, alternativa=elagazés, rekurzio=ciklus.

a, f(x)=goh(x)

xX)h X
o r00- 312 %

X ha p(x
c, f(x)= {ﬁ(o} 0i(x) ha 21(9()1)



Rekurzid

Ez utobbi rekurziv formulat gyakran helyettesitik a 2, 1, V, 3 stb. jeleket tar-
talmaz6 (nem rekurziv) formuldkkal. Ezt példdzza a faktorialis masik, szokasos-
nak mondhatd definicidja:

n
w1 1i han>0
T i1

1 ha n=0
A nemrekurziv specifikiciéra vald attérésnél természetesen bizonyitani kell,
hogy ez ekvivalens az eredeti rekurziv specifikdcioval. A bizonyitds médszere
legtobb esetben a teljes mdukceio.

A Tuggveényt definialé formulak természetszertileg utalnak egyfajta lehetséges
megvaldsitisra, , kiszamitasi moédra”. Ezzel a rekurzié masik, fentebb emlitett as-
pektusbdl is felszinre keriilt: a rekurzid mint algoritmikus eszkéz. Az elsé het val-
tozat esetén rendkiviil magatol értet8d6 az algoritmusmegfeleld:
2y v = h{x)

z = g{y)

b, Ha p(xz) akkor s
ki1lonbhen z:=h (x)}

L

azaz a fliggvénykompozicidnak a megvaldsitdsban a szekvencia, a kapcsos za-
rojellel irt fliggvénynek pedig az elagazis felel meg. A rekurziv formulaval defi-
mialt fiiggvények kiszamitdsa azonban legtSbbszdr nem ebbd! kiindulva végezziik
el, hanem a megfelelden 4talakitott nemrekurziv formulabol. {gy faktorilis sza-
mitdsra az dsszegzés algoritrus variansaként (Id. [4]-ben) adédik a program (ez
annak a ,,mésik definiciénak megfeleld algoritmus):

Faktoxridalis(n):
f:=1 [ £=n! , ha n=0]
Ciklus i=1-tdél n-ig
Fo=F%1
Ciklus vége
Fakteoxrialis:=E
Fuggveny vege

8 A szolcasos ut tehat a kdvetkezo:

Rekurziv specifikacic — Nemrekurziv specifikkacid
Nemreliuziv algoritmus

Nemrek\tlrziv programnyelv

Szamitdégép

Ezutan feltehetjiik a kérdést: nem lenne-c¢ sok esetben jobb, ha a szamitdgépet a
relaurziv specifikicioBoél kiindulva més viton éménk el?



A Jényeg

Most tehat ne térjiink ki a rekurziv definicid kihivasa eidl, hanem vagjunk bele
batran a definicidhoz ,,hii” megoldés megta}élz’lséba,. lesz ami lesz! Ragaszkod-
junk az eredeti definicidhoz, arra épitsiik programunkat! A faktoridlis definicidja,
hasonldan az altalanos c.-beli definicidhoz, két részre bomlik. Az egyik épit a mar
meglévs, és mikddd definicidra, és azt eggyel csokkentett értélkkel (melynek
elailitisa az i(x) fiiggvény feladata) ,ijra meghivija”. A masik —bizva abban,
hogy valamikor ,.eljié az & ideje”— kijaratot biztosit a(z el8bbi) végtelenségig
valo Onhivogatasbdl (a p(x) logikai formula ez esetben 'x=0"). Vagyis valahogy
igy:

Faktoridlis (n) :

Ha n=0 akkor [a definicid nem rskurziv része]
1

kﬁiénben [ a definicid rekurziv része]
L= Faktorialis (n-—1)

Elégazas vége

Faktoridlis:=f
Fiaggvény vége. .

Ezzel megkaptuk a konkrét, faktorialis figgveény rekurziv formuldjanak megfe-
lel§ rekurziv algoritmust. (Rekurziv algoribmusokra szdmos példat adunk a ko-
vetkezb fejezetben.) Ez alapjan felirhatjuk a relaurziv algorittnusok altalanos szer-
kezetét is a z=f{(x) feladathoz:

c, Ha p({x) akkor =z:=g(x) [ nemrekurziv rész]
kiildnben y:=f(i(x)); z:=h(y) [ rekurzid]

Most tehét elindultunk egy maésik Gton a szamitogép felé:

Rekurziv specifikicié  — Nemrekurziv specifikacié
Relurziv algoritmus Nerm*ek}nziv algoritmus
’ h
Nemrekyrziv programnyelyv

1

Szamitégép

Ezzel elkésziilt a rekurziv algoritmus, de hogyan tovabb? Ciklusokhoz szokott
észjsrasunk azt sugallja, hogy a kédoléds ez alapjan nem mehet gond nélkiil. Epp
egy konkrét szampéldat, hogy pontosan érzékelhessitk magat a problémat, és hogy
ratalalhassunk a megoldas Gitjaral Legyen n=2 a faktoridlis fliggvényeljaras hiva-
sakor! Az algoritmus végrehajtdsat csak a ténylegesen végrehajtott utasitasainalk
feltintetésével kovetjiik nyomon. &

A konkrét értéket n helyére behelyettesitve, irjuk le a rekurziv algoritmus vég-
rehajtandoé részletét!



Rekurzid

Faktocrialis(2) :
Ha 2=0 akkor
kiil6nben f£:=2% ..
... PFaktoridlis(2-1)

A rekurzid 1. sginije

Elérkezve az f:=2* Faktori&lis (1) kifejezés kiériékeléséhez, akadunk

fenn az els& probléman.

1. prebléma:; bogy keriil ugyanazzal a kdéddal megvaldsitott eljarashoz most az 1
bemend érték? (4 bemend paraméter problematikdja.y A program algoritmusa

szerint az n valtozd kapja értékiil. Igen, de a hivo programban mar kapott értéket
(n=2). Nem lesz baj, ha azt elrontjuk? Folytassuk a hivott rutin megfeleld (azaz
végrehajtott) részének ,behelyettesitésével”! A behelyettesités tényét azzal jelez-
ziik, bogy zardjelek kozé tessziik. E zirdjelbeli rész kell, hogy végs8 soron egyet-
len szamma (a fiiggvény értékéve) redukaldédjék. Tehat folytatddjék az fi=2% .
Faktorialis(1) ki fejezés még hatrozatian részének kiértékelése a rekurziv algo-

ritmus végrehajtandé része 1 értékkel vald behelyettesitésévell

* ( Faktorialis (1) : ' .
Ha 1=0 akkor
kiildénben v=1* ..
v :. Faktorialis(l-1) )

A rekursic 2. ssinje
Ujabb rekurzié kévetkezik, a probiéma itt is ugyanaz. A részkifejezés fijabb ki-
értckelendd részkifejezésbe torkolt. (Ezt jeleztiik az Gjabb zardjelpar beskatulyé-

zasaval.)

*( *( Paktorialis(0):
Ha 0=0 akkor f:=1
El&gazids vége
Faktorialis:=f
Flaggvény vége. ) )

A rekursio 3. Szintje

A rekurziénak végeszakadt, irany: az érték visszaadasa a hivé eljarasoknak!

=i = 1 ) )

A rekurzid 3. ssintjének Fakeoriilis(0) értéke

2. probléma: hogy keriil ez (ti. a fliggvényérték) a hivo eljarasban ,,felszinre”, an-
nak tudomasara. Egyaltalan mi tekinthetd a fiiggvény értékének? (Ezt nevezhet-
Jjik a fiiggvényeljdrasok értékvisszaaddas prob lémdjdnak.) Tegyiik f6l, a probléma



A lényeg

megoldhatd, hogy hogyan az most benniinket nem érdekel! A visszakeriilt fligg-

vényérték 1. Térjink vissza a fliggvényhivast tartalmazo Idtfejezéshez!

* ( f=1* (1)
Elagazas vége }

A végrehajids a 2. szinten folytatddik

3. probléma: az f-re vonatkozd értékadas valdjaban igy nézett ki: fi=n*(_..) Melyik
n-r8l van sz a sok k&zul? (4 lokadlis valtozok problémdja.y Majd megoldjuk!

% i Faktoridlis:==L
Figgvény vége. )

Visszatérés az 1. ssintre

Tehat a fiiggvény (visszaadandd) értéke:

T 1 )

2. sgint ériéke, ami az elson, mint a Fakiorialis(1)fiigguéy értéke Keril felszinre

Visszaérkeztiink a fliggvényeljaras elsGként hivott ,,verzidjdhoz”.

Foul® (1)
Eladgazés vége
Faktorialis:=%
Fiaggveny vege.

1. szint folytatdsa =a Kigriékelt Kifejesés éreéke felbukKant”

Ezzel a 2! értékét kiszamitottuk, mikdzben 3 megoldandé probléma f516tt kel-
lett —egvelbre— elsilkdanunk, amelyek a koévetkez6 pontokon jelentkeztek:

o bemendértékhez jutasnal,

e fliggvényérték visszaadédsanal,

e a valtozdk egyedi voltaban.

A problémadk ,tudatosodtak csupén”’, de jelen fejezetiinknek célja éppen csak
ennyi volt. Ezek megoldasat kiséreljiik meg maid a 3. fejezetben, ami elftt még
néhany példan keresztiil szoktatjuk magunkat a rekurzid algoritmikus eszkdzként

valo alkalmazasahoz.

Nézziink elbre, milyen utakat kdvethetiink! A rekurziv algoritinusbdél készithe-
tiink nemrekurziv algoritmust egyes esetekben (5. fejezet):

10




Rekurzio

Rekurziv specifikaciéo  —> Nemrekurziv specifikacio
Rekurziv algoritmus - Nemrekurziv algoritmus
e

Nemref{.‘jfrzz'v programnyelv

Szamitégép

A rekurziv algoritmust kédolhatjuk nemrekurziv programozasi nyelven is (3.
fejezet):

Rekurziv specifikdcic  —» Nemrekurziv specifikaciod
Rekurziv algoritmus — Nemrekurziv algoritmus
——
‘——“—‘——_—_‘;; i

Nemrekyrziv programnyelv
=]

N

Szamitégép

Végiil a nemrekurziv algoritmust olyan programozasi nyelven is kddothatjul,
amelyen lehetdség van a rekurzidra (4. fejezet):

Rekurziv specifikacié  — Nemrekurziv specifikicio
~ >
Rekurziv algoritmus -> Nemrekurziv algoritmus
Rekurziv programnyelv Nemrekurzfv programnyelv
TTT— gz
Szamitogép

Latjuk tehat, mennyi 0t a1l elSttiink. Mindig a megoldandé feladattél fiigg,
hogy melyik a jarhatobb, melyiken célszer{i haladnunlk.

Fejezetiinket egy fontos gondolat megismétlésével zarjuk, amelyet amolyan
k6zds alapnak szdnunk a rekurzié vitdban résztvevSk szamara. Ezen k&z0s alap-
rél szemlélve a rekurziét —azt hissziik— ha marad még egyaltalan vitatkozni valo,
az termékenyen tudja szolgéalni a feladatmegoldds konkrét problémait, illetSleg a
nyelvek implementacids kérdéseit. Tehat a rekurzidrol harom szempontbdl érde-
mes beszélni:

¢ a specifikiciéban rekurziv formuldval definidlhatjuk a kiszdmitandé fligg-
vényt (a fliggvényt a legaltalanosabban értve),

e amegoldas algoritmusa lehet rekurziv,

e a rekurziv algoritmust adott szamitogépen, adott programozasi eszkodzokicel
{(komyezetben) kell megvaldsitani.

A tovéabbiakban a specifikiciorél mar nem ejtiink tSbb szot; err6l az érdekld-
dé Olvasé a [2]-ben, [6]-ban olvashat.

11



2. Rekurziv algoritmusok megfogalmazasi
példai

Tételezziik {01, hogy a rekurzid program-megvaldsitasa koriil semmi gond nin-
csen. Ebben a hiszemben vizsgaljunk meg tovabbi példakat! Igy talan megbarat-
kozunk a nagyon sok esetben egyetlen megoldasi lehet8séggel: a rekumzidval,
illetve a rekurziv programmal. Els6ként a problémak feltarasadhoz hasznalt fakto-
ridlis fliggvényt emlitjiile, mint legelemibbet, legismertebbet. Pontosabban az €l6-
z8 fejezetben szerepld megoldast fogalmazzuk Gjra.

A lényegre vald Gsszpontositas érdekében minduntalan visszatérs szerkezetben
targvaljuk majd az elkOvetkezd fliggvénypélddkat. Nevezetesen: a formdlis
definicidval kezdjiik, majd a tényleges rekurzidt megfogalmazd figgvényeljaras-
sal folytatjuk. Lassuk tehat:

2.1. A faktorialis fiiggvény

Definicidja:
= n*-I) ha n>0
I ha n=0
Programija:
Fakt (N) : _
Ha N=0 akkor [ nem rekurziv rész]
Fakt:=1
kiildnben [ rekurziv rész]

Fakt :=N*Fakt (N-1)
Elagazas vége
Figgvény vége.

2.2. A Fibonacci-szamek

A rekurziv fliggvények matematikai elméletében éppligy ismert, mint a biold-
gidban a Fibonacci olasz matematikusrél elnevezett szdmsorozat. E hires mate-
matikus (aki egyébként a matematikdnak sok —mai szohasznalattal élve— dgédban
jeleskedett) Eurdpéban taldn elsGként nynlt egzakt “eszkozokhdz mindennapos
—mondhatnank ,,haztaji"— probléma megoldisdhoz. Ugyanis azt vizsgalta, hogy
egy nyllpar ,alapitotta” nyfilnemzetség adott id8 alatt mekkora létszamira



Rekurzié

- Faki{N):
Ha N= 8 akkor
Fakt: =1
kitionben

Fakh:=NsFakt (N-1}
Elagazds vege
Eljaras vege

1 dbra

novekszil,, figyelembe véve, hogy a leszdrmazottak is alaposan ,besegitenek” a
Iétszamnovelésbe.

Ha a szaporodas eléggé ,,szabalyosan” torténik, akkor az ij generédcid 1étszamat
az elzbek ismeretében kénnyen kiszdmithatjuk. Szerinte az 11 generacid ndve-
kedését az el6zd 2 generacid gyerekei teszik ki. E mogdtt az a feltételezeés
hfizédik meg, hogy minden nyulpar egyszemre éppen 2 utéddal jarul a
népességhez, és e ,szokasukat” sziiletésiiket kovetd 2 egymasutani idSpontban

»gyakoroljak™ (mert —mondjuk— miel&tt a harmadik szaporodasra sor keriilhetne,

fazélcba kertilnek).
Definicidja:
o ha n=0
Fib(n)=41 ha n=1
Fib(n— I+ Fib(n— 2) ha n> 1

Példa: (a Fibonacci-szam sorozat els6 néhany tagja)
Heleod 2.0 53 Bpl 2y 055 5 o5
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Rekurziv algoritmuscok megfogalmazisi példai

Programja:

Fib (N) -
El&dgazas
N=0 esetén Fib:=0
N=1 esetén Fib:=
egyéb esetben Fib:=Fib(N-1)+Fib(N-2)
Elagazas vége
Faggvény vége.

2.3. Az Ackermann fliggvény

Egy masik nevezetes fliggvény Ackermann nevéhez fiiz8dik, aki a fliggvé-
nyek kiszamithatdsagaval, bonyolultsagaval kapcsolatosan vizsgalédott. A réla el-
nevezett kétviltozds fluggvény killonds érdekessége, ho@ minden ,,normalis”
fiiggvénynél gyorsabban né, és csak els6 néhany ,tagjdra’” talaltak eddig analiti-
kus (nemrekurziv) leirdst (zdrt formulét). PL. az A(0,m)=m+1, az A(l,m)=m+2, az
AQ.m)=2*m+3, az AB.m)=2T"3)_3 &5 végiil az A(4,m) képlete nem is igazan
tekinthet8 zartnak, mindencsetre egyfajta analitikus megfelclGje: 2“——3, ahol az «
a 2-t m+2-szer tartalmazza kitevOlént. Novekedésénelk iitemét néhany szam-
példaval illuszirdljuk: A(0,0)=1, A(1,0)=2, A2,0)=3, A(3,0)=5, A(4,0)=13,
Al D=2163

Definicicja:
m+ 1 ha n=0
A(n,m) =< A(n — 1,1) han>0 ésm=20
A(n—LA(mm—D)yha n>0 ésm>0
Programja:
Ack (N, M) :
El&gazés

N=0 esetén Ack:=M+1
N>0 és M=0 esetén Ack:=Ack(N-1,1)
egyeéb esetben Ack:=Ack (N-1l,2Ack (N,M-1))
, El&dgazas vége
Fiiggvény vége.

2.4. Az . n alatt a kK

S végiil a rekurziv fiiggvények talan legegyszer{ibbikét, a kdzépiskolai tanul-
ményainkbél is jol ismert ,,n alatt a K’ (vagy binomidlis egyiitthatok) rekurziv
el6allitasat emlitjiik. MeglepSnek tinhet, de ez az additiv kiszamitasi mod is
meglehetdsen 6si. Egy Dzsamsid al-Kasi nevii arab tudds foglalta irasba (nem
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Rekurzid

sajat felfedezéseként beallitva) a XVI. szdzadban. Nagyon valészinlinek latszik,
hogy mar joval korabban is szamoltak e szabaly felhasznélasaval. (A binomialis
egyiitthaték haromszogszerfi elrendezését hivjuk Pascal-haromszdgnek.)

Definicioja:
ha k= O
B(n,k)= B(n—- & k)+B(n Lk-~1)ha O<k<n
ha k=n

Megjegyzes: Itt nem a szokasos (faktoridlissal torténd) definicidt hasznaljuk, ha-
nem annak egy kdvetkezmeényét. Szamitastechnikai érdekessége az, hogy nincs
benne szorzas, csak Osszeadas, igy példaul nagyon kénnyd a gépi kodia megvald-
sitasat ellcésziteni.

Progranija:

B(N,K):
Ha K=0 vagy K=N akkor B:=1l
kiilSnben B:=B{(N-1,.K)+B (i~1,K—1)
Elagazas vége

Fliiggvény vége.

A binomialis egyiitthatdék egy masik rekurziv képlet segitségével is kiszamol-
hatok. Ebben a formuldban a Pascal hdromszog egyes soraiban szerepls értékeket
a kozvetleniil ket megeldzo értekekboi szamitjuk ki.

Definicioja:
I e, ha k=0
B(’Lk) B(n ko— Iy -"-——+-*— ha O<k=<n
Programja:
BN, K) :

Ha K=0 akkor B:=1
kiildnben B:=B (N,K~1)* (N-K+1) /K
"Elagazias vége
Faggvény vége.

2.5. A Quicksort rendezés

A kovetkezd feladatban a rekurzid nem fliggveny, hanem eljaras alakban buk-
kan £6l. Ez persze nem jelent semmi nehézséget. Egyszeriien azt fejezi ki, hogy a
szokésos algoritmusleird nyelviinkben nem tudunk olyan ,,bonyclult” fliggvényt
figgvényként kezelni, mint a rendezés, amelynek vektor az értéke. A Hoare-féle
rendezési modszer, amelyrdl most sz6 lesz, igen hatékonyan t6lt be feladatat.
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Rekurziv aigoritmusok megfogalmazaisi példaii

Lényege: Valogassuk szét gy az A vektort, hogy az alctudlis elsO elemnél ki-
sebbek az elem ecl¢€ keriiljenek, a nagyobbak pedig mdgé. S mind az elGtte, mind a
mogdtte levl részre végezziik el a fenti eljarast! Az 1, illetve 0 elemszami in-

tervallum mar rendezett.

dbrac
-
=
- £ £
= =
o —J
I
— —
T < s
i L —
=22
—— =
T E S
A~ TA A
1 f] =
= B B
=
o 8 8 w
—_ = = =N
: T eyl
—— e - H
—_— —_—s =
= =S 22E
o = p=t
e # == =
2. dbra
Prograrmija:

Quick(a,E,V): [ A ,,rendezendd” rész Eleje, Vége]
Szétvalogat (A, E,V,K)
Ha K-E>1 akkor Quick(A,E,K-1)
Ha V-EK>1 akkeor Quick(A,K+1,V)
Eljaras vége. >
A szétvalogatod eljaras az A vektor E. és V. elemei kdzotti részét valogatja két
részre olyan atrendezéssel, hogy a kezdeti E. elemét a K. helyre teszi, a nala ki-
sebb elemeket a K. elé, a nagyobbakat pedig a K. mdgé.
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Szétvaleogat (A, E,V,K):
K:=E; L:=V; X:=4(K)
Ciklus amig K<L
Ciklus amig K<L és A (L)}=¥X
:=L-1
Ciklus vége
Ha K<L akkor A(K):=A(L); K:=K+1
Ciklus amig K<L és A(K)<X
K:=K+1
Ciklus wvége
’ Ha K<I. akkor A(L) :=A2A(K); L:=L-1
Elédgazé&s vége
Ciklus vége
A(K) :=
Eljaras vége.

2.6. Hanei tornyal

A Kklasszikus példak sordban egy a klasszikusok kozétt is klasszikusnak szami-
t6 kovetkezik. A ,,Hanoi tornyai” nevet viseld jaték -Ggy gondoljuk- mindenki
elétt ismert. Nézzilkk gyermeklkorunk kedvenc intelligencia-fokmérgje m1kunt
vonult be a szamitdstechnika ,,t6rténclmébe”! Hogyan valt egy keleti kulturjatek
képzetet keltd jaték a szamitégépes kultira részévé, egy gondolkodasi séma isko-
lapeldajava? A jatek ténylegesen eurdpai: E. Lucas francia matematilcas taldlma-
nya. Legfelje‘r"ab kultikus tSrténeti alapja (ihlete) kotddik kelethez. Hagyomany
szerint ehhez hasonld szertartas zajlott Benares egyik Brahma-temaplomaban.

Lényege: Adott 3 rudacska. Egyikén (mondjuk az elsén) egyre csdkkend su-
gar(i komncok vannak. Az a feladat, hogy tegyiik at a harmadik rudacskara a ko-
rongokat egyenként igy, hogy az atpakolds kézben és termeszetesen a végén is
minden egyes korongon csak néla kisebb lehet. Az atpakolashoz lehet scgitségiil
felhasznalni a kdzéps6 rudacskat.

Bar az algoritimust igen réviden elintéztiik (tehettiik a rekurzid jovoltabdl), nem
art egy mondatban megmagyarizni az algoritmus mdgdtti gondolatot. ime a ma-
gyarazat: Ugy tegyiik 4t az N db korongot az A-réi a C paleikéara (B lcézvetft_é—
sével), hogy el8szor a felsé N—1 darabot a B-re tessziik (C segitségével), majd az
igy ..felszabadult” legalsét a végleges helyére (C-re). Ezutdn nincs is mar madsra
sziikség, csak arra, hogy a B-n levé N—1 db-ot a C-re emelgessiik. (Persze ezt
ugyanazzal a ézisztémé.val, mint amivel korabban az ,,1. 1épést” megtettiik.)
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Rekurziv aigoritmusck megfogalmazasi példai
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3. dbra

rogramja:

Hanoi (N, HONNAN, HOVA, MIVEL) :
Ha N>{0 akkor Hanoi (N-1,EONNAN,MIVEL, HOVA)
' Ki: N, HONNAN, HOVA )
Hanoi (N-1,MIVEL, HOVA, HONNAN)
Eligazds vége '
Eljéras vége.

-
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3. A rekurzié megvalésitasa nemrekurziv
nyelveken

A korabban latott problémadkra keressiink olyan megoldisokat, amelyek a re-
kurziot nem témogaté, de eljarashivassal rendelkez8 nyelveken is hasznalhatdak!
Ez nemcsak dnmagéban érdekes ismereteket szolgéltat, hanem némi bepillantast is
enged sok mas programnyelv forditdsdnak mechanizmusaba is. Itt érkeztiink el a
rekurzio implementdlasinak kérdéséhez. Ennek kapesan azt is megismerjiik, hogy
pl. az ALGOL-szer(i nyelvek milyen médon valositjiak meg a fiiggvénysljarasok
hivasat, illetve hogyan teszik ,.zarlatmentessé” (paraméteratadassal, lokélis val-
tozék segitségével) az cljarashivasckat. Idézzik fol a korabban felvet6datt keér-
déseket! Megint a faktoridlist kiszamito rekurziv fliggvény példajat hivjuk segit-
segiil.

Fakt (N) :
Ha N=0 akkor sE=]
kiilonben f:=N*Fakt (N-1)
Fakt:=f

Fiaggvény vége.
A figgvényeljdrds szempontjabdl ,tanulsagos” 21 (Faki(2)) kiszémitdsat k-
vettitk nyomon az elsS fejezetben.

1. problémea: hogyan keriil a bemeng érick ugyanazzal a kéddal megvalodsitott el-
jardashoz, azaz a rekurzivan 1ibol hivott hoz? (A bemend paraméter problema-
tikdja.) A program algoritmusa szermt az N valtozd kapja értélail. Igen, de a hivo

programban ugyanez mdar kapott értéket (IN=2). Nem lesz baj, ha azt elrontjuk?

2. prab!é}tzaf: hogyan keriil a rekurzivan hivott fiiggvény értéke a hivo eljarasban
felszinre”, %iunak tudomaséara. Egyaltalan mi tekinthet§ a fliggvény értékének? S

ez nemcsak rekurziv esetben probléma. (A fiiggvényeljarasok értélvisszaadasa.)

3. probiéma: az f-re vonatkozo ¢értékadas valdjaban igy nézett ki: £=N*_. . Melyik

N-1r8] van sz0 a sok kozil? (A lokalis valtozdk problémaja.)

Az 1. és 3. megoldasa —mint érezhetS— szorosan dsszefligg. MindkettSben arra
a kérdésre kell valaszt taldlnunk, hogy az eljaras egy valtozéja —jelen esetben az N
bemend paraméter— hogyan tehet egyedivé, csak az eljarashoz (s6t éppen
annyiadik hivasahoz) tartozéva. Tegyiink a kdvetkez6képpen:

o Miel6it egy 1ijabb eljaras (fliggvényeljarasihivast hajianank végre, jegyez-
ziik meg a hivé rutin bemend paramétereit. Gondolva arra, hogy rekurziv

hivas esetén a hivé rutinhoz t6bb izben is meg kell jegyezniink paramétereit,
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A relourzié megvaldsitisa nemrelinrziv nyelvelen

ezért e mentésre egy vermef hasznilunk fol.

= Visszatérés utan, de még azelStt, hogy az algoritimus szerint barmi maést csi-
nalnank, a rutinhoz tartozd paraméterek értékeit a verembdl kivéve, vissza-
allitjulk azok hivast meg €l6z6 allapotat.

A 2. probléma megoldésara is ugyanezt a vermet hasznaljuk f6l! Pontosabban,
ha egy kifeiezésben egy fliggvényeljarast hasznalunk, alklkor annak érrékér maga a
figgvényt kiszamitd rutin a visszatérése eldit verembe helyezi. igy a kifejezést
valgjidban elemeire bontva, részeredmeényenként —esetleg vermet hasznalva— sza-
mitjuk ki. Ezt a ,,filozofiat” kell tiitkr6zze pl. a BASIC-beli atiras algoritmusa is!

Példaul: ha a kifejezés az N*¥Fakt(N-1), akkor a Fakt(IN-1) fiiggvény kifejezé-
sen beliili kiszamitasa jelenti a problémat. A Fakt() fiiggvény eredménye, mint
részeredmény a verembe keriil: verembe(IN-1 faktoridlisa) —ezt maga a Fakt()
fliggvény teszi oda—, majd az eredeti f:=N*Fakt(N-1) kifejezés értékét —bonyolult
fiiggvényhivas helyett— a verembdi(f); f:=IN*{ utasitaspar adja.

Meég egy probléma mertlhet 6l a figgvényértékkel kapesolatosan. Hogyan is-
merhetd ol ,,mechanikusan” a fliggvényértéket képviseid valtozd, vagyis mely
véaltozd értékét kell, mint fliggvényértéket a verembe tenni? Ez kulcskérdése az
értek verembe helyezhetGségének. A szokasos megoldas szerint —igy jartunk el
eddig is—az eljarasnak van egy a filiggvény nevével megegyezd nevii vdliozdja
—mint az értéket reprezentald ,,objektuma’™—, s ez kell, hogy a verembe keriiljon a
visszatérés elbtt! Az elSbbi példara gondolva: a faktoridlis ,,végeredményét” egy
Fakt nevi valtozo tartalmazza.

Nézziik meg az ismertetett rekurziv feladatok ilyen értelmi{i atirasait! A
tovéabbiakban tehét nem ,,valddi fliggvényes”, hanem annak ,utdnziséat végz8
elj a’résos”'megvalésitésait nézziik meg a korabbi példakkal kapcsolatban. Két, ve-
remre vonatkozé ,.elemi” (tehat altalunk most nem részletezett) tevékenységet
hasznalunk {61 az algoritmusokban:

= Verembe utasitas: a verembe teszi az értéke(ke)t,

o VerembdSl utasitis: értéke a verem tetején levs adat (adatok), s ezeket kive-

sz1 a verembdl.
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Rekurzié

3.1. A faktorialis fligovény

Fakt (N) :
Ha N=0 akkor
Fakt:=1
kiilOnbken
Verembe (IN)
Fakt {(N-1)

Verembdl ()
Verembdl {N)
Fakt:=N* I
Elagazas vége
. Verembe (Fakt)
Eljaras vége.

lggvényhivas]

rtéke=1f]

araméter a verembdl]
fliggvenvérték]

araméter a verembe]

[ p
[ £
[ &
[p
[ 2

[ flggvényérték a verembe]

4. dfra

Ezzel a megoldassal még nem biztos, hogy végeztink. Egyes nyelvekben

ugyanis nincs paraméterdraddas. BEzért ezt is magunknak kell megszervezniink. Ezt
ugy tessziik, hogy a formalis paraméterként szerepld valtozonak értékiil adjuk az
aldudlis paraméterként szereplS kifejezést. Az algoritmusban ezutdn meg kell
kilonboztetniink a Fakt eljarasnevet és a Fakt valtozot, az elbbit kereszteljiik at



A rekurzié megvalositasa nemsrekinrgiv nyelveken

Faltorialisral

Faktorialis:
Hz N=0 akkoxr

Fakt:=1

kildnben
Verembe (N) [ paraméter a verembe]
N:=N-1 ) [ paraméteratadas]
Fakteoriglis { fGggvénvhivéas]
Verembdl (£) [ értéke=1I]
Verembd&l (N) [ paraméter a verembdl]
Fakt:=N* £ [ a figgvényérték]

EBElagazéds vége
Verembe (Fakt) [ figgvényérték a verembe]
Eljaras vége.
Megjegyzds: A tovéibbiakban a paraméteratadassal nem foglalkozunk, hiszen az
nemcsak a rekurzié problémaéja, hanem mindenfajta eljarashasznalaté is.

3.2. A Fibonacci-szamok .

Ebben az esetben az okoz tovabbi nehézséget, hogy a Fib:=Fib(N-1)+Fib(N-2)
kifejezésben a fiiggvényhivatkozas kétszer is szerepel. A maésodik hivasnal tehat
maér nemcsak a bemend paramétert, hanem egy lokalis valtozot is, amely az elsd
hivés részeredményét tarolja, veremnbe kell tenni, majd a hivas utédn kivenni. A
verembe tett paraméterre is szitkség van a masodik hivas helycs paraméterezésé-
hez, ezért azt is vissza kell hozai a két hivas kozott. Uj (Osszetett) veremkezeld
utasitasokat vezetiink be a rovidebb leirhatdsag érdekében:

Verembe {A,R) jelentése: Verembe(R); Verembe (B)

A

Verembd&1(B,A) jelentése: Verembdl(B); Verembdl (A)

azaz a lcésdbb betett B-t kell elobb kivenni.

FibH (1T} 3
Elagazas
N=0 esetén Fib:=0
N=1 esetén Fib:=1
egyéb esetben

Verembe (W) [ paraméter az verembe]
Fib(N-1); Verembdl(fl) [ 1. részeredmény—=fl]
Verembdl (W) [ paraméter a verembdl]
Verembe (N, £1) [ lokdlis valtozdk a verembe]
Fib(N-2); Verembdl(f2) [ 2. részeredmény—=£f2]
Verembdl (£1,N) [ lokélis v&ltozdk a verembdl]

Fib:=fi1+£f2 { a fuggvénvérték kiszadmitasal]

- BElagazas vége -

Verembe (Fib) = [ fliggvényérték a wverembe]

Eljaras vége.
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3.3. Az Ackermann fiigovény

Itt a fliggvényérték a rekurziv hivasban (Ack:=Ack(N-1,Ack(IN,M-1)) paramé-
terként szerepel, ami ha els6 rénézésre riasztonak is tlinik, azonban az eddigick
szem el6tt tartdsaval —aprolékosan ugyan, de— megvaldsithato.

Ack (N, M) :
Ela&gazds
N=0 esetén Ack:=M+41
M=0 és N>0 esetén Versmbe (N,M)
Ack(N-1,1)
Verembdl (Ack); Verembdl (M, N)
egyéb esetben Verembe (N, M)
Ack (N, M-1); Veremodl (A)
Verembdl (M, N) ; Verembe (N, M)
Ack (N-1,23)
Verembdl (Ack); Verembdl (M, N)
Eldgazas vége
Verembe (Ack)
Eljaras vége.

Az eldgazas masodik 4gat egyszertibben is felirhattult volna:
Verembe (N) . .
Ack (N-1,1) .
Verembdl (Ack); Verembdl (N) '

hiszen ezt az agat csak M=0 esetén hajtjuk végre és M szamszerien nem érdekes
a tovabbiakban.

3.4. Az ..in alatt a k”

‘Ez az eljaras a Fibonacci-szamokhoz hasonld, ijdonsagot 1ényegében nem tar-
talmaz.

B{(N,K}:
Ha K=0 wvagy K=N akkor B:=1
kiilOnben Verembe (N, K)
B{N-1,K); Verembdl (bl)
Verembdl (K, N); Verembe (N,X,bl)
B(N-1,¥-1)
Verembdl (b2); Verembdsl (bi,K,N)
‘ B:=bl+bZ '
Elagazéas vége
Verembe (B) [ figgvényértéek a verembe]
Eljaras vége.

A tovabbi példaink eredetileg sem rekurziv fiiggvény-, hanem eljardshivasokat
tartalmaztak, igy ez némileg egyszertisiti az atirds metodusat. Felhasznaljuk isme-
reteinket arra is, hogy a lokdlis valtozok mentésére vonatkozo ,,szabdlyt’ nem

mechanikusan alkalmazzuk, hanem csak ott épitjik be a megfeleld kiegészitést,



A relurzié megvaldsitasa nemrekursiv nyelvelien

ahol arra valéban szitkség van.

3.5. A Quicksort rendezés

Itt a rendezendd A vektort gy kezeljiik, mint egy ,.globalis” adatszerkezetet.
Ezt a vektort mindenki egyforman hasznalhatja (pontosabban a vekior paraméte-
rek altal meghatirozott részét). Igy a rekurziv hivasok esetén ezt nem kell tjra iét-
rehozni, ezért hivas el6tt nem kell menteni (s utdna nerm kell visszaallitani).

Quick (A,E,V): [ A ,rendezendd” rész Eleje, Vége]
Szétvalogat (A, E,V,K) ’
Ha K-E>1 akkor Verembe (E,V,K)
Quick{(a,E,K-1)
VerembSlL (X, V,E)
Ha V-K>1 akkor Verembe (E,V,K)
Quick (A, K+1,V)
Verembdl (K, V,E)
Eljaras vége. )

A szétvilogatds eljarast most nem ismételjiilk meg. Ahhoz az 4tiras fenti | sza-
bélyai” nem tesznek semmit hozza.

3.6. Hanoi tornyai

A rekurzié megvaldsitasa ez esetben is teljesen mechanikusan torténhet. Min-
den rekurziv hivast megel8zi a teljes lokalis valtozdgamitara elmentése, illetve a
hivas utan ugyanazok visszaallitasa.

Eanoi (N, HONNAN, HOVA, MIVEL) :
Ha -N>0 akkor Verembe (N, HONNAN, MIVEL, HOVA)
Hanoi (N—1, HONNAN, MIVEL, HOVA)
Verembd&l (HOVA, MIVEL, HONNAN, N)
Ki: N, HONNAN, HOVA
Verembe (N, HONNAN, MIVEL, HOVA)
Hanoi (N-1,MIVEL, HOVA, HONNAN)
Verembdl (HOVA, MIVEL, HONNAN, N)
Elagazdas vége
Eljaras vége.
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Hanoi (3,1,3,2)
Hanoi {(2;1,2.3)

Hanoi{(1l,1,3,2)
Hanoi(0,1,2,3)
Eljaras vége
Kizg L 4 3
Hanoi(C,2,3,1)
Eljaras vége

Eljarads vége

Kiy 2 4. 2

Hanoi(l,3,2,1)
Hanoi (0,3,1, 2)
Eljaras vége
Kitz 1 3 2
Hanoi (0,1,2, 3)
Eljarés vége

Eljdras vége
Eljaraés vége
i 231 3
Hanoi (2.2, 3; 13}
Hanoi{(l,2,1,3)

Hanoi (0,2,3,1)
Eljaras vége
Riz 1 2 i
Hanoi (0,3,1,2)
Eljé&ras vége

Eljéras vége

Ki: 2 2 3

Hanoi{l,1,3,2)
Hanod (0, 1., 2,3)
Eldarés vége
Ris: A 4L B
Hanoi(0,2,3,1)
Eljaréas vége

: Eljaras vége
Eljaras vége
Eljaras vége

5, dbra

Vegyiik észre, hogy a veremben mindig az aktualis szintet megeldz0 szintil
eljardsok paraméterei taldlhaték! Egy tijabb szint (ijabb bekezdésként jelenik meg

az abran.

Megjegyzés: az 1. fliggelékben kitériink a rekurzid egy masik immplementaciés le-

het8ségének ismertetésére, amely kozelebb &ll a ténylegesen alkalmazott techni-

kdhoz, bar szemlélete nem ilyen egydntetii.
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4. A rekurzio rekurziv nyelveken

Ezutan vizsgaljunk meg néhany rekurziv eljarasok, fliggvények irasit lehetévé
tevd nyelvet a rekurzié megvaldsithatdésiaga szempontjabdl! Vizsgilatainkhoz
amatdr programozasi nyelveket valasziottunk ki.

WNyelvi megvaldsitasok esetén egy technikai probléma meriil fel. A relcurziv hi-
vés ugyanis tobbféleképpen torténhet. Ennek illusztrdlasara ismételjilk meg a ko-
rébbroél ismert Quicksort rendezés algoritmusat!

Quick (A,E,V): [A ,rendezendd” rész Eleje, V&ge]

Szétvalogat (A,E,V,K)
Ha X~E>1 akkor Quick(d,B,K-1)
Ha V-K>1 akkor Quick{a,K+1,V)

Eljards vége.

Tit a rekurziv eljarasban szerepel sajat maganak a hivasa. Ezt nevezzik kézvet-
len rekurzionak. A fenti eljarast azonban masképpen is eikészithetjiik:

Quick(A,E,V): [A ,rendezendd” rész Eleje, Végel]

Szétvalogat (A, E,V,K)
Részrendezés (A,E,K1)
Részrendezés (A, K+1,V)

Eljaras vége.

Részrendezés (E,V) :

Ha V-E>0 akkexr Quick(Ad,EB,V)

Eljards vége.

Most tehat a Quick eljaras dnmagat nem hivia, hanem egy masik eljarast, s az
hivja Gjra 8t. Bzt nevezzik kdzvefett rekurzionak. Az egyes programozasi nyelvek
a rekurzié e kétféle hasznalatat kiilonbéz8képpen itélik meg, s engedélyezik vagy
tiltjak. Az egyes nyelvekrdl ift nem adunk részletes leirdst, magyarazatot,
mindegyik példénk az adott nyelvet ismerfknekszo6l.

4.1. Pascal

A Pascal rendelkezik a rekurziv eljarasok ,,1étéhez’” elengedhetetlen lokdlis vdl-
tozo fogalommal, s nem tiltja meg azt sem, hogy egy eljards Onmagét hivja.
Neézziik meg, hogy a fenti eljards hogyan kodolhatd Pascal nyelven! Az eljaraso-
kon annyit médositunk, hogy a ,.globalis” valtozd szerepét jatszé A vektort nem
paiaméterként adjuk at, hanem ténylegesen globalis valtozoként hasznaljuk. A
megoldo Pascal programreészlet:
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vay A:array [(1..100] of integer;

procedure Szé&tvalogat (E,V: integer; wvar K: integer);

end H

procedure Quick (E,V: integer) ;
var K:integer;
begin
Szétvalogat (E,V,K) ;
if K-E>1 then Quick(®,K-1) ;
if V-K>1 then Quick (K+1,V)
end;

A Quick cljarasban értékszerinti paraméteratadast hasznditunk, a hivott eijaras
a paraméterként adott kifejezés értékét kapja meg.

Ha k&zvetett rekurzidval megvalésitott megoldasra gondolunk, azt tapasztaljuk,
hogy annak Pascal-beli megvaldsitasa nem megy ugyanolyan akadalymentesen,
mint a kézvetlen esetben ment. Ennek oka, hogy a nyelv szabélyai r6gzitik, hogy
eljarast hivni (s6t altaldban barmit hasznélni) csak aldkor lehet, ha a hivott eljarést
mar definidltuk (pontosabban, ha a fordité méar a paraméterdtadashoz, illetve -
atvételhez sziikséges Osszes informécid birtokdban van: ismeri a paraﬂxéterek
szamat és tipusukat). Ez nagy nehézséget jelent, hiszen ha az A eljaras hivia a B
eljarast, akkor el6bb a B eljaréast kell megadnunk. Ha viszont a B is hivja az A-t,
akkor pedig az A-t kell elébb megadni. MindkettSt egyszerre nyilvan nem lehet
megoldani. A Pascal nyelv készitél azonban kitaldltak erre is egy megoldast,
amellyel az ecljaras kiils6 szemlél6 szamdara vald definidlasat és az eljaras
kifejtését (azaz utasitisai megaddsit) egymastdl el lehet valasztani. Ezt teszi
lehetévé a ferward alapszd. (A Szétvdlogat eljardst most nem ifjuk meg, a helye
a Quick eljiras el§tt van.)

wvar A:airay [1..100] of integer;

procedure Szétvalogat (E,V: integer; var K: integer);

end;
procedure Quick(E,V: integer) ; forward;

procedu&e Részrendezés (E,V: integer) ;
begin

if V-E>0 then Quick(E,V);
end ;
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A rekurzid relkurziv nyelveken

procedure Quick;
var X: integer;
begin
Szétvalogat (E,V,K) ;
Részrendezés({E,K-1) ;
Részrendezés (K+1,V)
aend;

4.2. L.oge

A TLogo nyvelv kindlja a legegyszer(ibb lehetSséget a rekurzido megvaldsitisara.
Nézziik meg példaul a Fibonacci-szamokat meghatarozo eljarist a Logo nyelv
LCN Logo verzidjaban!

MARE fib

FUNC WITH n
IF equal? n

0 .
THEN O
ELSE IF equal? n
1
THEN 1
ELSE sum £ib wminus n
8
fib minus n
2

Ha egy fiiggvény egy mdsik fiiggvény paramétereként szerepel, azt is kdnnyen
megvaldsithatjuk a Logo nyelvben, ugyanis a fiiggvény kiszadmitdsa mindig a
parameéterei kiszamitdsaval kezdddik, s ha az fliggvény, aldkor el6bb a paraméter-
ként szerepl6 fliggvény ertékét kell kiszamitani. Nézzilk meg az Adckermann
Jiiggveny értékét kiszamitd Logo fiiggvényt!
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MaAKE ack
FUNC WITH =n
m
IF equal? n
0
THEN sum n
1
ELSE IF equal? m
0
THEN ack minus n

ELSE ack minus n
1
ack n

minus m
.

Erdekes lehet Logo-ban a rekurziv eljardsok megvaldsitdsa, a Logo ugyanis
mindent figgvényszerfien definial. Emiatt az eljarasokat i1s figgvényekké kell
alaldtani.

&

Nézziik meg példaul a Hanoi tomyait figgvényszeriien! Ehhez elészor defini-
alni kell az eredmény szerkezetét. Legyen az eredmény egy sorozat, amely a ko-
rongrakodasokat frja le. A sorozat egyes elemei szdmparok, amelyek azt tartal-
mazzak, hogy melyik palcikdrol melyikre kell dtteni a kdvetkezd korongot.

A Logo nyelv felhasznélt miveletei:

makelist eleml
elem?2 [a ket elembdl egy kételemi sorozatot készit]
sentencé scorozatl
. sorozat2 [akétsorozatbdl egy sorozatot készit, konkatenal]
fput elem
sorozat [az elemet berakja a sorozat elejére]
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MAKE hanoi
FUNC WITH n

honnan
hova
mivel
IF¥ greatexr? n
o
THEN sentence hanoi minus n
1
honnan
mivel
hova
fput makelist honnan
hova
hanoi minus n
i
mivel
hova
honnan
ELSE * []
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5. Rekurzid és iteracid

(Rekurziv programok atirdsa nemrekurzivva)

Az eldzbekben megbaratkoztunk a rekurzidval, mint egy problémamegoldasi
stratégiaval, s6t megvizsgaltunk néhany programozdisi nyelvet a rekurzié szeni-
pontjabdl (mennyire ,termdtalaja” az adott nyelv a rekurziv programoknak). Ugy
gondeljuk sokan elvégezték azt a kisérletet, amely a legegyszeriibb rekurziv fiigg-
vénynek, aifaktoriélisnak kétféle (iterativ és rekurziv) megvaldsitasat hasonlitja
ossze. Az 6 tapasztalataik is —minden bizonnyal— lestijtéak voltak: méar ami a vég-
rehajtasi 1d6 1ényeges meghosszabbodasat illeti. (A mi tapasztalatainkat az 1. tab-
lazat tartalmazza. Mellckeltiik a kétféle nézSpont néhany jellemz8 futasi idejét.
Mar ranézeésre is érezhetd a kiilonbseg.

N Iterativ Rekurziv
10 04 0.2 masedperc
20 .08 0.42 masodpere |
50 .20 1.05 masodperc
76 28 1.5 masodperc
1. tdblizat

Lesujto ve}emenyunk csak erosadne ‘ha akéarmelyik bonyoclultabb feladatot
végrehajto 1tcmt1v lletve rekurzzv megoidast vetnénk dssze. Bzzel azt is elérul-
tuk, hogy nsmelyﬁ{ korabban emlitett _feladajtra van egyszerd nemrekurziv megol-
das. Mieléi‘ét azonban a rekurzié f’éﬁoldésémak lehetGségeirdl, az atirds modjardl
esnék szo crdemes elgondoil\odm a futas1 1d86 meghosszabbodéasanak okairol.

Az N‘—t kiszamﬂo relmr?w program (N—E-l) -szer aktivizalja” Snmagat, ami
2¥(N+1) Veremmuve}etet Jclcn’c Meo haa prooram Sérdemi magja’ és a rekurzid
‘admuusztrdiasara szolgalo sogedtevekenvscgek aranya nem is volna ilyen kedve-
z6tlen, akkor is jelent8s tobbletid&t vinne a programfutasba. (Ugyanez a helyzet
-tmmesmtesen—- mas progra.mnyclvek alkalmazasa esetén is fennall, legfeljebb ki-
sebb 1doszmten.) Még elszomoritobb a kép a Fibonacci-szdmok rekurziv genera-
lasa esctén?; Emlékezziink: az N. Fibonacci-szam kiszamitasdhoz a megel8z8 két
Fibonacci- szamhoz kell nyfilnunk! Nem viratlan, hogy a rekurziv hivasok széma
meredekcbben névekszik, mint tette a faktorilis esetén. Hiszen, ha r(N) jeldli az
N. szonacpl—szam kiszamitdsahoz sziikséges hivasok szamat, akkor az algoritmus
alapjan 1négétél értetddBen adddik r(N)-re a képlet: r(N)=r(N-1)}+r(N-2)+1. (A
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+1 a kezdeti hivas miatt sziikseges.) Ugyanezt kifejezhetjik a Fibonacci-szamok
ismeretében is: r(IN)=F(N+1)}*+F(IN)+F(N-1)-1. (It F(i) az i. Fibonacci-szamot
jeldli.) Az idGigény novekedését teszi kézzelfoghatova a 2. tdblazat, vaiamint a 3.

tablazat.
N F(N) r {N)
2 3 3
3 2 5
4 3 8 Fibonacci-szamok:
5 5 15 F(0)=0 , F(1)=1
6 8 25 F()=F(i-1)+F(i-2)
T g[8 41 Rekurziv hivasok szama:
8 21 67 r(0)=1 ., r(1)=1
° 34 109 r()=r(i-1)+r(i-2)+1=
10 55 s =F+1+FE+FGE-1)-1
1.1 8% 287
12 144 465
2. tdbldzat
N F_ () rekurziv | iterativ
0 0 0.003 0.607
2§ a3 0.004 0. 007
2 1 .01 0.011
S 5 0.04¢6 0.024
8 21 0.2 0.035
10 55 - 0.54 0.046
13 233 2.3 0.058
15 510 6.0 0.066
20 6765 67.0 0.088
21 10¢%4e6 108.0 0.092
3. tdblizat
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Az 1d8- (s mélyebben belegondolva az adminisziracidval jard hely-) gondokon
til jelentkezd implementaciés nehézségek komolyan vetik 6l a kérdést, nem le-
het-e a rekurzidot feloldani, iteracidval helyettesiteni. Reményt ébreszthet benniink
az, hogy pl. az F(N) kiszdmitésakor esetleg sporoini Iehet a mdar egyszer kiszami-
tott részeredmények 1ijra felhasznalasdval: az F(N-1)-hez generalt F(IN-2)-t ismé-

telt szamolas nélkiil hasznaljuk 61 az F(N)-hez is.

5.1. Rekurziv formuldval definidlt fiiggvények

Ha egy rekurziv fliggveny a kovetkez6 formula felhasznaldsaval szamolhato
Ia: :

_ FG—DfG—2),.s fG—K)) ha i= K
f(l):{g%)( i) ( 2 ha 0<i<K

azaz minden értéke valamely korabban kiszamolhaté értékbdl szamolhato, ak-
kor némi meméoriafelhasznalassal elkészithetd a rekurzidémentes véaltozat, amely-
ben az egyes figgvényértékeknek megfeleltetiink egy F(N) vektort. A rekurziv
figgvényt kiszamitd eljaras:
£ (W) :

Ha N<K akkor £f£:=h({(N)

kiildnben f:=g{(£(N-1),...,£ (N-K))

Fliggvény vége. :

Az ennek megfeleld vektoros valtozat:
£ (N) : :
Ciklus I=0-t&1 K-1-ig
F(I):=h(I)
Ciklus vége
Ciklus I=K-t&61 N-ig

UL angil B (B0 4 o s pBELT=E)
Ciklus vége
£:=F (M)

Figgvény vége.

ﬁfegfegyzési: Megallapithatd az is, hogy ilyen esetekben ninecs szitkség N elemii
vektorra, 11511131n csak az utolsé K db értéket kell megjegyezni. (Vegyiik észre,
hogy ez egy K méretd sor, amelynek hatékony kezelésére ismert megoldasok le-
teznek!) V. égyis igy nemcsak id6ben lesz optimalisabb a megoldas, hanem a hely-
igénye is lényegesen cstkken. A tovabbiakban sem iigyeliink erre az optimaliza-

lasra, az 4tiras mechanizmuséra fektetjiik a hangstilyt!
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Alkalmazzuk a méddszert néhény korabban vizsgalt fliggvényrel

1. NI LKiszamitasa

Ebben az esetben K=1, h(0)=1, g(F(I-1)y=I*F({-1). Tehat a kapott algoritius:
Fakt (N) :

F(Q) :=1

Ciklus I=1-t31 N-ig

F{Il}:=IT*F{I-1}

Ciklus vége

Fakt :=F (N)
Fliggvény vége.

2. Fibonacci-szamok

Most K=2, h(0)=0, h(1)=1, g(F(I-1).F(I-2)=F(I-1)+F(1-2). Tehit a nemre-
kurziv algorittnus:

Fib (N) :
F(O) :=0; F{l) :=1
Ciklus I=2-t81 N-ig
F(I):=F(I-1)+F(I-2)
Ciklus vége
Fib:=F (N)

Eijardas vége.

3. Naglatta K

A feladat azért érdekes, mert most nem vektort, hanem maftrixot kell hasznalni
a megoldashoz. BIN,K) kiszédmitasdhoz B(N-1,K), illetve B(N—1,K—1) értékére
van sziikség. Ez azt jelenti, hogy minden olyan B(I,J)-re sziikségiink lesz; amelyre
I<N és J=0 és JZI-N+K és J<K és J<I. Ebbd] kezddértékként kell megadnunk

B(1,0) értékeit 1 és N—K_ kozott, valamint B(1,I) értékeit 1 és K kozott.

Pelde (B(4,3) kiszamitasa):

Binom (N, K) : ) :
Ciklus I=1-tdl N-KR-ig [a Pascal A egyik ,széle”]
B{I:0) =1
Ciklus vége
Ciklus I=1-t8l1 XK-ig [a Pascal A masik ,széle”]
B(I,I):=1
Ciklus vége

e
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Ciklus I=2-t81 N-ig
Ciklus J=max(1l,I-N+K)-tdl min(I-1,K)-ig
B(I,J):=B(I-1,J-1)+B(I-1,J)
Ciklus vége
Ciklus wvége
Binom: =R (N, K)
Eljaras vége.

5.2. Jobbrekurzio

Gyakran specidlis szerkezetd a relkauziv program, s ez megkdnnyiti az atirasat
nemrekurzivva. A rekuorzid nemrekurziv atirasat a rekurziv eljaras lokalis véltozdi
teszik nehézzé. Ha maga az algoritmus olyan szerkezeti, hogy a rekurziv hivas
utdan nincs sziikség mar az eljards lokdlis valtozéira, akkor a rekurziv hivéds min-
den egyéb valtoztatds nélkiil ciklussa alakithatd. Ez a jobbrekurzié (farok-) esete,
azaz amikor a rekurziv hivés az eljaras végén talathatd. A paraméterek egyike (X)
csak a rekurzid szervezésében jatszik szerepet, mig a masik (Y) az eredményt
tartalmazza. Az ilyen programok aitalanos szerkezete:

RekE1lj (X,Y) :

S (X)

Ha p(X,Y) akkor RekE1j(E£(X),¥)
BEljaras vége.

vagy :
RekElj (X,Y) :
Ha p(X,Y) akkor S(X,Y)
RekElj (£ (X) ,¥)
Eljaras veége.

Mindkettének egyszerii a nemrekurziv valtozata is:

vagy

RekElj (X,Y) : RekE1ld (X,Y):

S(X,Y)jf _ Ciklius amig p(X,Y)
Ciklus amig p(X,Y) S4X, ¥

X:=£(X) : Xs=f (X)

S(X,Y)

. Ciklus vége
Ciklus vége Eljdrds vége.

Eljaras vége.

A két alapeset 6sszevont véltozata:
RekELJ (X, Y) :

OfX. Y.

Ha p(X,¥) akkor S(X,¥); RekEl] (£(X),Y)
Eljaras vége.
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Az iterativva irasa:
RekElj (X, Y) :
ALK ¥)
Ciklus amig p({X,Y)
)
X:=£(X)
Y
Ciklus vége
Eljards vége.
Nézziink néhany példét az atirdsral
1. Egy szobveg betldinek kiirasa
Betiik (X) : .
Ha X nem Ures akkor Ki: Elsd(X)
Betiik (Elsdutaniak (X))
Eljardas vége.
A ciklust tartalmazd6 (iterativ) megoldas:
Betik (X) :
Ciklus amig X nem ires
Ki: Elsd(X)
X:=Elsdutéaniak (X)
Ciklus vége
Eljaras vége.
Megjegyzés: Az Elsé és az Elséutaniak figgvények a nevitk alapjan érte-
lemszerd funkciéra szolgéinak.

2. Adott egy rendezett szamsorozat és egy X értek; X megtaldlhatd a sorozatban.
Hatarozzuk meg X sorszamat!

Az E. és a V. elem k&zott keresiink az A vektorban. Ha a kézépsd kisebb a ke-
resettnél, akkor a kézéps6 mogott kell folytatni a keresést, ha nagyobb, akkor a
kdzépsh elbtt, egyébként pedig megtalaltuk a keresett elemet.
Keresés (A, X,K,E, V) :
K:=(E+V) div 2
Eladgazéas
A{K) <X esetén E:=K+1
A(K)>X esetén V:=K-1
Rlagazds vége
Ha A{(R)#X akkor Keresés(A,X,K,E,V)
Bljaras vége. N

Itt most nem célszeri teljesen mechanikusan bontani ki a ,,rekurziv csomét”,
hanem némi lényeglatassal a ,,szabéalyszeriien” atirtnal rovidebb iterativ meg-
oldéast is kaphatunk. Az &tlet: valasszuk ketté az S eljarast az ériékadésra és az
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clagazasra, s ebbdl az utdbbit a ciklusmag elejére beirva megceseréljik az S
eljarasbeli eredeti sorrendjiiket.
Reresés (A, X, K,B,V) :
K:=(BE+V) diwv 2
Ciklus amig A(K)=#X
El&gazas
A(K) <X esetén E:=K+1
A {(K)>¥X eseté&n V:=K-1
Elagazas vége
Ki=(E+V) div 2
Ciklus vége
Eljaras wvége.

5.3. Balrekurzio

Bonyolultabb a helyzet akkor, ha a rekurziv hivas az eljaras elején talalhatd.
ElGszor nézziik meg az altalanos szerkezetét! (A paramétereket két részre bontot-
tuk, X-et csak a rekurzio befejez8dése érdekében valtoztatjuk, Y pedig ettdl fiig-
getlen.)

RekELlj (X,Y) :
Ha p(X,Y) akkor RekE1lj(E£(X),Y)
1 SiX,¥)
kﬁlénben X, Y)
Elagazas vége
Eljédras vége.
Az eljarasok hivasanak sorrendjét, paramétereik valtozasat mutatja a 7. ébra.
Ez a szerkezet —célszerfien— mindig olyan feladatra utal, amelynél egy soroza-
tot forditott sorrendben kell feldolgozni, de a forditott sorrend(i bejards valami-
lyen okmal fogva nem végezhet6 el kozvetleniil. Ekkor az f fliggvény az X soro-
zatnak az els§ elem nélkiili részét adja, s igy a rekurziv eljards eggyel kisebb
elemszamu sorozattal hivja meg 6nmagat.
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R{x)

L’ R{f(x))

L

= R{f(f(x)))

L————’* Iil(f(f(f(?i))))
¥

TECECE(x))))

I
S(£(f(x)}) —

S(£(x)) *“-""-—J

S(X)*“'!

————

7. dbra (R=Re{EL)

Milyen sorozatok rendelkeznek ezzel a tulajdonsaggal? Felsorolunk néhanyat:

e a sorozat elemei egy soros allomany rekordjai,

L)

a sorozat elemeit lancolt abrazoldssal taroljuk és az aktualis elemt8l csak a
kovetkez6t lehet elémi, az el6z6t nem,

a sorozat elemeit egy sor- vagy veremstrukitiraban taroljuk,

a sorozat elemeit mindig az el6z6 elembd] szamitjuk, s a sorozat elfre
meg nem allapithaté tagjatol visszafelé kell kifrni az elemeket,

a programozasi nyelviink csak olyan sz&vegkezel6 fliggvényeket ismer,
amelyek a szdveg elsé karakterét tudjak megadni, illetve az els§ elhagya-
saval keletkezett részt.

Az aktuélis részsorozat elStti elemet kell valahogyan visszakapni. Az atirds
feltétele az, hogy az S és a T eljaras nem valtoztatia meg X értékér. Az S ésa T
eljarasnak lokélis valtozoi egyébként lehetnek, de ezek kezdbeértékadasarol nekik
maguknak kell gondoskodni! A lényeg tehat, hogy csak a paramétervisszaallita-

sar6l kell gondoskodni, hiszen a lokélis valtozodkat a rekurziv hivasig még nem
hasznaltuk.

A sorozat megforditdsa azt igényli, hogy az elemeket sorra taroljuk valami

olyan adatszerkezetben, amelynél a beirassal ellentétes sorrendben is elérhetjiik az

adatokat. A legegyszer(ibb ilyen szerkezet a verem (de egy tOmb is hasznilhato
erre a célra).
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Ekicor a nemrekurziv valtozat a kovetkezd lesz (N valtozd szamolja a végre-
hajtasok szamat): -
RekElj (X, Y) :

N:=0

Ciklus amig p(X,Y) [pleszdllé” szakasz]

Verembe (X}
Ke=f (X)) ; N:=N+1

Ciklus vége

X, )

Ciklus I=1-tdl N-ig [,felsza11lo6" szakasz]

Verembdl (X); S(X,Y)

Ciklus vége

Eljdaras vége.

Gyakran egy valodi sorozat feldolgozasardl van sz6. Specidlis esetben az S
eljaras csak e sorozat aktudlisan elsS elemével dolgozik, az f pedig clhagyja az
elss elemét, s igy a mésodik ciklus magja egyszeriibb lehet:

RekEl3 (X, Y) :
N:=
Ciklus amig p(X,¥)
Verembe (E1lsd (X))
X:=Elsdutaniak (X)
N:=N+1

Ciklus vége

Ao e

Ciklus I=1-td1 N-ig

Verembdl (A) Ciklus I=1-t31l N-ig -
X:=Elejére (A, X) Verembdl (A) ; S(A,Y)

S(X,Y)" ' = Ciklus vége
Ciklus vége

Elj&aras vége.

Ha a sorozat elemszamat elére meg tudjuk hatdrozni, akkor az eljaras elsd két
sora igy médosul:

N:=elemszam (X)

Cikius I=1-t&l1 N-ig

és a ciklusmagban (természetesen) nem kell gondoskodni N ndvelésérdl.

Akkor van lehetdség veremnélkiili ciklus alkalmazasira, ha az f(X) figg-
vénynek van inverze, azaz az X:=f(X) helyettesitést a rekurziv hivis helye utin
vissza lehet alakitani. Hla a sorozat elemeit szdmitani tudjuk az el6zd, illetve a
kovetkezd elfémbéil, alkkkor még erre sincs sziikség (f(X) adja az X uténmi,
f-inverz(X) az X eldtti elemet):

39



Rekurzio és itericio

RaelkRl] (X,X) -

N:=0

Ciklus amig p(X,7Y)
Xe=FfF(X}); N:=N+1

Ciklus wvége

T{X,T)

Ciklus I=1-tdl N-ig
X:=f-inverz (X)
S5(X,Y)

Ciklus vége

Eljaras vége.

N

Nézziink példakat erre az atirasra is!

. Egy szdveg kiirasa betiinként, de forditva (azaz hatulrdl eldre).

Forditva (X} :
Ha X nem lires akkor Forditva{BElsdutéaniak (X))
Ki: Blso(X)
Elagazas vége
Eljaras wvége.

Most a szdveg tipust valtozokra csak a fent hasznalt kétféle miiveletet enged-

jiik meg, valamint az elemszam meghatarozast.

Az atirasi elv szerint a sorozat elemeit példaul egy veremben kell tarolni, majd
forditott sorrendben kifrni. -

Forditva (X) :
N:=elemszam (X)
Ciklus I=1-tdl N-ig
Verembe (Elsd (X)) ; X:=Elsdutaniak(X)
Ciklus vége
Ciklus JI=1-t8l N-ig
Verempbdl(A); Ki: A
Ciklus vége
Eljdaras vége.

. Irjuk ki egy adott természetes szdmnal kisebb 2-hatvanyokat csokkend sor-

rendben!

A vizsgalandé sorozat elemei a 2-hatvanyok, a sorozat kovetkez6 tagjat az ak-
tuédlis elembdl 2-vel szorzassal allithatjuk el6. A rekurziv megoldas (hivasa,
ha M-t61 visszafelé akarjuk kiirni a 2-hatvanyokat: Hatvanyok(1l,M)):
Hatvanyok (K, M) : "

Ha K=<M akkor Hatvanyok (2*K,M); Ki: K
Eljaras vége.
A nemrekurziv valtozatban a sorozat aktualist megel6z8 elemét 2-vel osztas-
sal kapjuk:
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Hatvanyok (K, M) :
N:=0
Ciklus amig KM
K:=2+*K; N:=N+1
Ciklus vége
Ciklus I=1-tél N-ig
K:=K/2; Ki: K
Ciklus vége
Eljarss vége.

Végezetiil felhivjuk a figyelmet a 2. fiiggelékTe, amely a fenti feladatokat meg-
o0ldé programpérok futasi idGit adtuk meg; ezel bizonyitjdk az iterativ megoldas
gyorsabb, hatékonyabb voltat.

Mit tehetiink, ha X egy soros 4llomanyban talathat6? Ekkor a rekurziv eljaras is
egy kicsit méasképpen néz ka: |
Forditva (X) : -

Ha nem vége (X) akkor Olvas(¥X,A); Forditva(X); Ki: A
Eljaréas vége. :

Itt egy A puffervaltozéra van sziikségiink a sorozat feldolgozisahoz, amely a
rekurziv eljardsban mindig Wjra és ijra megjelersik. Az Olvas utasitas végzi el az f
fiigevény feladatat és 8rzi meg X els§ elemét a puffervaltozdban. Atirasa:
Forditva (X) : '

N:=0

Ciklus amig nem vége (X) ‘
Olvas (X,A) ; Verembe (A); N:=N+1
Ciklus vége
Ciklus J=1-t81 N-ig
Verembdl(A); Ki: A

Ciklus wvége

Eljards vége.
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{Nemrekurziv programok dtirdasa rekurzivva)

Erdekes probléma, amikor egy rekurziémentes programot rekurzivva kell atir-
ni. Lehet erre egvéltalan sziikség vagy egy csupan Onmagédban érdekes gondolati
jatéle? Sietiink az Olvasét megnyugtatni: nem 6ncélii agytornardl van szo, hanem
a programozas gyakorlata vetette fol e problémat. Ugyanis t6bb olyan fprogramo-
zasi nyvelv van, amelyben vagy nem [éfezilk ciklus utasitds, vagy csak nagyon pri-
mitiv ciklus van. Ilyenek tdbbek kozétt az Gn. funkciondlis nvelvek, példaul a
Logo nyelv szovegkezeld része. Eldkor Osszetett feladatok esetén egyes részalgo-

ritmusok megismétlésére nincs mas eszkoziink, csak a rekurzio.

6.1. Ciklusok atirasa

A ciklust tartalmazé programok szerencsére mindig kénnyen atirhatok rekur-
zivva, s igy nincs nehéz dolgunk. Lassuk a kétféle ciklus atirasat!

RekEl4g (X) : vagy RekE1lj (X) :

Ciklus amig p(X) Ciklus
S {X) S (X)

Ciklus vége amig p (X)

Eljaras vége. Ciklus vége

Eljaras vége.

Atirasuk:

R eljaras (¥X): illetve RekElj (X) :

Ha p(X) akkor
S (X}
RekElj (X)
Elagazéas vége
Eljaras vége.

S(X) -
Ha p(X) akkor RekElj (X)
Eljaras vége.

Itt most —mint lathaté— az eldl-, illetve a hdtulteszteld ciklusokra gondoltunk,

de mivel a szdmldlasos ciklus mindig visszavezethets ezek valamelyikére, ezért

arra js vonatkozik mondanivalonk.

Ciklus I=kezdet-t&1l vég-ig

ciklusmag
Ciklus vége

I:=kezdet

Ciklus amig I<vég
cikdiusmag; I:=I+1

Ciklus wvége

Azonnal kideriil, hogy ez utdbbi ciklus dtirasa —épp amiatt, hogy a szamlalonak
kezd6értéket kell adni— a fentihez képest kicsit modosult alakban all el8.
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“Ha a ciklus elétt vagy mogodtt valamilyen algoritmusrészlet talalhato, akkor
—mivel ezen ,keret ' —tevékenységeket garantiltan csak egyszer kell elvégezni—
kiiln kell valasztani Sket a rekurzivan megadhatd ciklusrésztol.

‘RekElj(X);
C Yi=g(X)

Ciklus amig p(X¥,Y)

S(X,Y)

Ciklus veége

X:=h{X,Y)
Eljaras vége.
A kiilonvalasztist az eredeti eljaras két szint(ire bontaséval érjiik el. A | felsd”
szint az eredeti szelovenciat 6rzi meg. Azaz:
RekElj (X) :

Y:=g (X) !
RekOEL] (X, ¥)
Rz=h(X,Y)

Eljaras vége.

A mésodik szintje maga a ciklus (az Rek0Fl; eljards), amit mar a megismert
moédon alakithatjuk at.
RekOELj (X, ¥Y)

Ciklus amig p(X,Y}

S(X,Y)

Ciklus wvége

Eljaras vége.

@

Az RekOEI eljaras ,,szabvanyos~ rekurziv paria:
RekOELY (X, Y) :

Ha p(X,Y) akkoxr SﬁX,Y); Rek0ELlj (X, Y)
Eljaras veége. ' :

Ennyi az ,,clmélet”. Az alabbi példik segitségével nézzitk meg, a gyalcorlatban
hogyan valésithaté meg mindez!

1.- Adott egy rendezett szamsorozat és egy X érték, X megtaldlhat6 a sorozatban.
Haté4rozzuk meg X sorszamat!

A ciklust tartalmaz6 megoldas (az E. és a V. elem kozdtt keresiink):

Keresés (A, X, K, E, V) :
Ciklus
K:={E+V) div 2
BElagazas
A(R)<X esetén E:=K+1
A(K)>X esetén V:=K-1
Elagazas vége
amig A (K)=#X
Ciklus vége
Eljaras vége.
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A rekurziv megoldds a 2. ,,szabaly” mechanikus alkalmazasaval szarmaztatha-

Keresés (A, X, K,E,V):
K:=(E+V) div 2
Elagazéas
A(K)<X aesetén E:=K+1
A(K)>X esetén V:=K-1
Elagazas vége
A (K)#X akkor Keresés(A,X,K,E,V)
Eljaras vége.

2. Adott egy szamsorozat és cgy X értek. Dontsiik el, hogy X megtalélhato-e a

szamsocrozatban!

A ciklust alkalmazdé megoldéas egyszerii. Vesszik sorra a scrozat elemeit, s ha
valamelyik egyenld a keresettel, akkor a vélasz igenlé (IGAZ), ha egyik sem,

akkor pedig tagadd (HAMIS).
Eldéntés (A, N, X, VAN)} :
I:=1 *
Ciklus amig IsSN és A(I)=X
L=kl
Ciklus vége
VAN := (I<N)

Eljaras vége.
Ebben az eljarasban a ciklus el8tt és utdn is van tennivalo, ezért a rekurziv val-
tozat két eljarasbaol all:
Bldéntés (A, N, X, VAN) :
I:=1
El1d(A,N,X,I)
VAN := (I<N)
Eljaras vége.
Eld(A,N,X,I):
Ha I<N és A(I)=X akkor I:=I+1l; Eld(A,N,X,I)
Eljaras vége.

6.2. Ciklusban szamolt fiiggvények atirasa

Ciklusban szamolt fliggvény esetén (legjobb a szumma példajara gondolni) a
rekurzivra atiras némileg modosul. Az emlitett példat vizsgalva probaljunk eljutni
az ilyen tipustiak &ltaldnos sémdjahoz! A Szumma-fliggvény szokésos megoldésa a
kovetkezé: ’
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Szumma {N) :
Szumma : =0
Ciklus I=1-~-tdél N-ig
Szumma :=Szumma+A (I)
Ciklus vége
Faggvény vége.

A neki megfelel§ rekurziv valtozat megadasdt az neheziti, hogy a rekurzié
most egy ﬁiggvény »képében” 1ép 61, ami az eljarasban raadasul két helyen is
szerepel (a Szumma:=0, illetve a Szumma:=Szumma+A(I} értékadasokban). A
fenti megoldas azt sugallja, hogy a szumma két dolog Gsszegébél jon Gssze: az
elsd elemnek és a t6bbi szummdéjanak Gsszegébdl. A tobbi szumumaja ugyanezen
definicié alapjan szamolandé ki. E gondolatot fogalmazzuk meg rekurzivan!

Szumma (I, N) :

Ha I=N akkor Szumma:=A(I)+Szumma (I+1,N)

kiildnben Szumma:=0
Fiaggvény vége.

A Szumma figgveny plusz 1 paraméterére a tovabblépés érdekében van sziik-
ség. Valgjaban az (I,N) paraméterketiGs jeldli ki az A vektor még hatralévs
szeletét. Ezt a zavard tobbletparamétert sziintethetjilk meg az eredeti Szumma
fiiggvény egy masik értelmezésli megvalositisival:

Szumma (N) :

Szumma : =0
Ciklus amig N>O0

Szumma : =S zumma-+Aa {(N); N:=N-1
Ciklus vége

Faggvény vége.

Ez —szemléletesen szélva— azt mondja, hogy a szumma az utolséelemnek és az
6t megel6zdk [szunnnéjénak Osszegebdl jon ki. Ennek rekurziv megfelelGje mar
nem hagy semmi , kivannivalét” maga utén.

Szumma(m): )

Ha N>0 akkor Szumma:=Szumma (N-1)+2A (N)
kiilénben Szumma:=0

Figgvény vége.

Ekkor persze az N paramétert csOkkentjiik, de ennek nem lehet hatasa az eljaras
hivasanak kornyezetére, ahol az eredeti N-re még sziikség lehet. EbbSl mar
kérvonalazddik a ciklikusan kiszamolhatd fiiggvények ,altaldnos” szerkezete.
Kell, hogy legyen egy, a fiiggvényre vonatkozo kezdeti értékadas, a ciklus bel-
sejében pedig a fiiggvény értékét a kordbbibdl a bemend paraméter egy ,,részével”
médosité transzformdcid, valamint e ,,bemend részt” tovabbléptetd értékadas. (A
transzformacié a Szumma példdiban az &sszeadds volt, a tovabbléptetés annak
els6 valtozatiban az I eggyel vald novelése, a masodikban pedig az N csOk-
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kentése. Vegylk észre, mindkét vdéltozatban a ciklus tovabbi végrehajtasa
szempontjabol érdekes részt jeldltiik ki az (I,N)-nel, illetSleg a (0,N)-nel.)

TGV (X) :
FGV:=kezdbérték
Ciklus amig p (X)
FGV:=FGV miivelet h(X)
X:=g (X)
Ciklus vége
Flaggvény vége.

A rekurziv véltozatban a kezd6értékadast —mint lattule— killondgon kell megol-
dani. Ott, ahol a figgvényérick—kiszamitas legel6sz0r megtorténik, azaz a rekur-
ziv hivas ,]Jegbelsejében™.

FGV (X) :
Ha p(X) akkor FGV:=h(x) mivelet FGV (g(X))
kiilénben FGV:=kezddérték
Faggvény vége.

Vizsgaljuk azt a programot, amelyben el kell donteni, hogy.egy széveg csupa
maganhangzobal all-e!

Mindmagan? (X) :
Mindmagan? :=IGAZ
Ciklus amig X nem tilires
Mindmagdn? :=Mindmagan? és Maganhangzd? (elsd (X))
X:=elsdutaniak (X)
Ciklus vége
Fliggvény vége.

A Maganhangzo? fliggvény IGAZ értéket ad, ha a paramétere maganhangzo,
egyébként HAMISat.

Mindmagan®? (¥X) :
Ha ¥ nem iires akkor
Mindmagan? := (Maganhangzd? (elsé (X)) és
Mindmagan? (elsduténiak(X)))
kiildnben
Mindmagén? :=IGAZ
El&gazas vége
Fiiggvény vége.
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7. Programozasi tételek rekuizivan

Programozési tételek rekurzivra irasakor kétféleképpen jarhatunk el. Egyik le-
het6ség az eddig megismert nemrekurziv specifikdcio difrdsa rekurzivra, majd eb-
bél a rekurziv megoldéas elkészitése. A masik Gt az el6zd fejezet alapjdn a rnem-
rekurziv algoritimus dtirdsa rekurziv algoritmussa.

Az utébbi esetben garantilt lesz az is, hogy a megoldé program nemecsak a
feladat-, hanem a programspecifikacié szintjén is azonos, mig az eldbbi esetben
elképzelhetd, hogy a rekurziv algoritmus a tébb lehetséges megoldasbol mast ad
meg, mint a nemrekurziv.

Megdllapodis:

1, A rovidség kedvéért csak a tételbeli specifikdcid urdfelrérelét fogjuk leirni, és

természetesen a kiszamitast végzo fiiggvény algoritmusdt. (A teljes speci-

- fikdcié a uLdgia 19 kotetében megtalathatd.) Emlékeztet6iil egy mondattal
utalunk a tételben megfogalmazott feladatra.

2, Az utéfeliételnek megfeleld algoritmusok hasznalni fognak egy globdlis X
t6mbdt, amely a feldolgozandé sorozatot tartalmazza. A tisztességes” meg-
olddsban az X is paraméter lenne, méghozza érték szerinti parameéter, hiszen
a rekwrziv fiiggvény nem véltoztathatja meg az argumeniuma értékét. Ez
azonban felvet egy stilyos memoériagazdalkodasi problémat: az érték szerinti
paramétereket az (fiiggvény)eljaras hivasakor mindig egy Gjabb tertiletre (ti.
a verembe) kell lemésolni. Ha egy tomb érték szerinti paramétere egy re-
Kurziv (fiiggvény)eljarasnak, akkor pillanatok alatt elérhetjiik, hogy betelik a
meméria (pontosabban a verem).

7.1. Sorozathoz érték rendelése

Talals Soi'ozatszémités

Egy n e._liem-ﬁ sorozathoz (X) adjuk meg az F(X{.X5....X,)) értéket!

U - & E; ha n=0
Sfeltétel: Szdmit(n) = -
TR () fASzamit(n—1),X,) ha n>0
Szamit (N) : '
Ha N=0 akkor Széamit:=FO0
- kiildnben Szémit:=f(Szémit (N-1),X(N))
Figgvény vége.
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7.1.2. Eiddntés

Egy »n elemii sorozathoz (X) adjuk meg, hogy létezik-e benne adott (T) tulaj-
donsagt elem!

hamis ha n=0
Utdfeltétel: Eldonin) = igaz ha n>0és T(X,)
Eldonf(n—1) egyébként

Azaz az Eldont figgvény egy 0 clemfii sorozatra hamis értéket ad, ha egy nem
tires sorozat utolsé eleme T tulajdonsagn, akkor igazat, egyébként pedig azt, amit
az Eldont fiiggvény az els6d n-7 elemre ad.

El1ddSnt (M)

Elagazés
N=0 esetén Elddnt:=hamis
T(X (N) ) esetén Elddnt:=igaz
egyeb esetben Eldont:=Elddnt (N-1)
El&gazas vége
Faggvény vége. .

7.1.3. Kivalasztas

Egy n elemii sorozatnak (X) adjuk meg egy adott (T) tulajdonsagt eleme sor-
szamat, ha feltételezhetjik, hogy ilyen elem biztosan van!

i . o, 7/ ha T )f,,)
Utéfeltétel: Kivdlaszt(n) = ) -
Kivdalaszt{(n —1) egyébként
Tehat 2 elemb6l tgy kell kivalasztani egy T tulajdonsagit, hogy ha az utolsd T
tulajdonsagn, akkor 6 a keresett elem. ha nem, akkor pedig az, amit az els6é n—/
elembdl tudunk kivalasztani.

Kivalaszt (N) :
. Ha T(X(N)) akkor Kivalaszt:=N
kiilonben Kivalaszit:=Kivalaszt (N-1)
Faggveény vége. '

7.1.4. Keresés
Egy n elemii sorozatnak (X) adjuk meg egy adott (T) tulajdonsigi eleme sor-
szamat, ha van ilyen elem!

{hamis,?) ha n=0
tofeltétel: Keres(n) =1 (igaz.n) ha T(X,)-
Keres(n—1) egyébként
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A Keres fiiggvény két értekkomponenst ad eredményiil. Az elsé azt tartalmaz-
za, hogy van-e a keressett tulajdonsiggal rendelkezd elem, a masodik pedig azt,
hogy melyik ez.

Keres (N) :

Elagazéas
N=0 esetén Keres:=(hamis,0 [bdrmil])
T(X(N)) esetén Keres:={(igaz,N)
egyéb esetben Keres:=Keres (N-1)
Elagazas vége

Fﬁggvény vége.

A programozam nyelvek széles korében nem hasznéalhatd ez a megoldas. A
nyelvek ugyams sokszor korlatozzédk a Riggvényérték tipusat, azaz csak elemi ti-
pust cngednek meg fiiggvénydértékként. Ekkor nincs mas lehetdségiinl, mint a re-

kurzw fiiggvény helyettesitése rekurziv eljardssal.

Keresés (N, Van, Sorszam) :
Elagazés :
N=0 esetén Van:=hamis
T(X(N)) esetén Van:=igaz; Sorszam:=N
egyéb esetben Keresés (N-1,Van,Sorszam)
Elédgazdas vége
Eljaras vége.

7.1.5. Megszamolas
Egyvn elemii sorozathoz (X) adjuk meg egy adott (T) tulajdonsaggal rendelkezd

elemei szém'ét!
' J 0 ha n=0
Utofeltétel: Szdmol(n) = { Szamol(n—1)+1 ha T(X,)
]\S_.afrol(n -1) egyébként

A megolaés alapelve: n elem kézotti T tulajdonsdgl elemek szamahoz el&szor
hatarozzuk meg az elsé n—1 elem kozotti T tulajdonsdgiak szamat, majd ezt
noveljulc meg 1-gyel, ha az utolsé elem t tula}donsacru

Szamol(N
’ Elagazas
N=0 esetén Szamol:=0
T(X(N)) esetén Szamol:=Szimol (N-1)+1
_ egyéb esetben Szamol:=Szamol (N-1)
Elagazas vege
Faggvény vége.

7.1.6. Maximumkivz’tlasztés

Egy r elemii sorozatnak (X) adjuk meg legnagyobb elemének sorszamét!
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N S # ha X, = Maxinum(n —1)
Utofeltétel: Maximum(n) = _ L
Maximum{n—1} egyébként
A megoldéas alapelve: n elem maximuma az utolsd elem, bha az nagyobb vagy
egyenld, mint az elsé n—1 elem maximuma, egyébként pedig az elsé n—1 clem
maximuma.

Mascimum (N) ¢
Ha X (N)=2Maximum(N-1) akkor Maximum: =N
kiilonben Maximum:=Maximum{N-—-1)

Flaggvény vége.

Béar a megoldas helyes, a végrehajtasi 1d6 szempontjabdl ,,borzasztd™. Ha a so-
rozat kezdetben ndvekvéen rendezett, akkor a = reldciéo mindig hamis lesz, s igy a
Maximum fliggvényt a feltétel kiéridkelése kdzben is meghivia és a kiilonben-
dgon is. Ebben az esetben a Maximum fiiggvény hivasainak szdma 20-1. A j6
megolddas lényege: a Maximum fiiggvényt a feltétel kiértékelése el6tt hivjuk meg,
értékét egy valtozdba elhelyezzitk, majd azt hasznaliuk az eidgazasban.

Masximum (N) :

M:=Maximum (N—1)
Ha X{N)=M akkor Maximum:=N kiildnben Maximum:=M

Fiaggvény veége.

7.2. Sorozathoz sorozat rendelése

7.2.1. Masoilas

Egy 1 elemi sorozatot (X) masoljunk le, mikdzben minden elemére alkalmaz-
zuk az f fliggvényt!

Utofeltétel: Mdsol(n) = Végére (f(X,), Mdsol(n—1))

A megoldasban meggondolandd, hogy a bemendé t6mbhéz hasonléan az ered-
mény is globalis valtozo legyen-e, vagy pedig fiiggvényérték. A programozasi
nyelvek széles korében sajnos a t6mbokhoz nem definidlnak konstrukeids fliggvé-
nyeket (mint pl. a specifikicioban szerepld 7égére nevil figgveény), igy minden-
képpen mas megoldas utdn kell nézniink. Egy olyan eljdrdst hasznalunk, amely
minden hivasra n elem{ tdmbot ad vissza eredményiil:

Masol (N,Y) :

Ha N>0 akkor Masol {(N-1,Y); Y[NL:=£(X(N))
Eljaras vége.
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Természetesen elképzelhetd az is, hogy az Y tdmb globdlis valtoz6. Eklor a
megoldas miniméalis mértékben valtozik: nem jelenik meg az eljdras paraméter-
listdjdn az Y tdmb.

7.2.2. Kivalogatas

Egy n elemii sorozatnak (X) adjuk meg egy adott tulajdonsaggal (T) rendelkezd
elemeit!

_ _ . { } ha n=20
Utéfeltétel: Kivdalogat(n) = 4 Végére (X,.Kivdlogar{(r —1)} ha T(X,)
' Kivdlogat{n —1) egyébként

Ha a specifikaciét tombokre akarjuk atfogalmazni, akkor az egyetlen sorozat
tipusi eredmény helyett egy t6mbét €s egy aktudlis elemszamot kell hasznalnunk:

: (O{ }) ha n=0
Utéfeltétel: Kivdlogat(n) = | Kivdlogar(n—1)® (L,X,) ha T(X,),
Kivdlogat{n—1) egyéblint

ahol (Db,Y)® (LX) = (Db+1,Végére (¥,X))

A megoldast eljarasként irjuk meg, melynck paramétere a darabszam és az
eredménysqrozatot tartalmazd 1omb:

Kivalogat (N,Db,Y) :
El&gazas
N=0 esetén Db:=0
T(X(N)) esetén Kivalogat(N-1,Db,Y)
Db:=Db+1; Y ({(Db) :=X(N)
egyéb eseben Kivédlogat (N-1,Db,Y)
Elégazas vége
Eljé&aras vége.
A megoldést rovidebbre irhatjuk, ha a bels6 elagazas agairdl kiemeljitk a kozos
részt: :
Kivalogat (N, Db, Y) :
Ha N=0 akkor Db:=0
kulonbﬂn Kivalogat (N-1,Db,Y)
Ha T(X(N)) akkor Db:=Db+1l; Y (Db) :=3(N)
Elégazés vége
Eljaras vége.

7.2.3. Rendezés maximumkivalasztassal

Egyn 61 emti sorozatot (X) rendezziink maximumkivilasztdsos rendezéssel!
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X hon wn=1
Utételtétel: Re}?dez{n, ‘X) = {RBF‘ZCZ@Z (f?, Csere (JY(:umimmn (n)® "X;r )) Ggyéb ként

ahol a Csere fiiggvény az X tomb két elemét cseréli fel.

A megoldas alapvetd problémaéja, hogy rendezések legtobbje helyben rendezést
definiél, amit igen nehéz fiiggvényként felirni. Igy az eddigiekhez hasonidan egy
eljdrdst irunk, amely a globdlis X témb elemeit rendezi.

Rende=z (N) -
Ha N>1 akkor Csere (X (Maximum(N)),X(N)); Rendez (N-1)
Eljaras vége.

7.2.4. Beillesztéses rendezés

Egy n elemii sorozatot (X) rendezziink beillesztéses rendezéssel!

X ha n=1

Uttofelestel: Reuds(nX)= {Bei!leszf(}&’;,Rendez(n -—1)) egyébként

{¥} ha n=20
ahol Beilleszt(Y,X,n) = { Végére (Y,X) ha Y =X,
Végére (X, Beilleszt(Y,X,n— I)) egyébként

A specifikacionak megfelelen az algoritmus is két rekurziv eljarasbol all:

Rendez {(N) : _
Ha N>1 azkkor Rendez (N~1l); Beilleszt {X(N),N-1)
Eljaras vége.
‘Beilleszt(Y,N):
El&dgazéas
N=0 esetén X (1) :=Y
Y2X (N) esetén X (N+1) :=Y
egyéb esetben X({(N+1):=X(N); Beilleszt (Y,N-1}
Eladgazéas vége
Eljaras vége.

7.3. Sorozathoz sorozatok rendelése

7.3.1. Szétvalogatas

Egy » elemit sorozatot (X) valogassuk szét egy adolt tulajdonsaggal (T) ren-

delkezd, valamint azzal nem rendelkez6 elemekre!

{({ LD  ha n=0
Utéfeltétel: Szérvdlogar(n)=14 Szétvdlogat(n—1)® (X ,,{ }) kha T(X,), ahol
Szétvdlogat(n—-1)® ({ L, X,) egvébként

L]
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 (4.B)® (x,{ P=(végere(x, 4). B), (4. B)® ({ }, X)= (4, Végére(x, B))

s m_é%goldaist eljarasként frjuk meg, melynek paramétere két darabszam és az
: érédméﬁysorozatokat tartalmaz6 t6mbék:
- Szétwvalogat(N,DbY,¥,DbZ,%Z):
y Ha N=0 akkor DbY¥Y:=0; DbZz:=0
- kiildnben Szétvalogat (N-1,DbY,Y,DbZ,2)
Ha T(X(N}} akkor DbY:=Db¥Y+1l

Y {DbY) :=X (N)
kiilonben DbZ:=DbZ+

Z({Dbz) :=X(N)

- B Elagazéas vége
Elagazéds vége
Eljaras vége.

A Szétvélogatést megoldhatjuk helyben is, melynek eredményeképpen az X
t5mb ,eléj ére keriilnek a T tulajdonsdgtl elemek, a végére pedig a nem T tulajdon-
sagtak.

-‘_Siéévélogat(E,U):
Yi=X (1)

“Ha E<U akkor Hatulrdl eldre (E,U)
X(U)

'M:Eljaras vége.

. ;,.A hatulrol elore, illetve az ellrdl hatulra mozgatas két egymast hivd eijaras
aza.z egymason keresztiil kézvetetten relaurzivalk.

Hatulrol . elére(E,U)
Hatulrolkeres(E o)

_ w_Ha E<U akkor X(E):=X(U); El6lrél_hatra(E+1,U)
fﬂ_Eljérés vége.
if~Elolrol hatra(E,U) :

' Eldlrbélkeres (E,U)
- ~Ha E<U akkor X({U) :=X(E); Hatulxrdl eldre (E,U-1)
.ﬁ*Eljaras vége. :
;ngatulrolkares(E U}

'THa E<U és nem T{X(U)) akkor Hatulrdélkeres (E, U-1)
IEljaras vege.

i _'_Elolrolkeres (E,U) :
'fﬁ?Ha E<U: és T (X (U))
o Eljaras vége.

akkor Eldolrdlkeres (E+1l,U)

74 _S?{)rbzatokhaz sorozat rendelése

7 4 1 Metszet

Ad]uk meg egy 7, illetve egy m elemil sorozat (X,Y) k6zés elemeit!
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Utofeltétel:
ha n=0vagy m=0

i}

Metszet(X,n, ¥, m)={Végére(X,, Metszet(X,n—1,Y,m)) ha Eleme(X,,Y,m) ,
Meiszet(){ ,n—17Y, m) egyébként

hamis ha m=20
ahol Eleme(A4,Y,m) = {igaz ha A=7Y,
Eleme(A,Y,m—1) egyébként

A két rekurziv képletnek megfelelden két rekurziv eljdrdst készitiink a metszet

meghatérozésara:
Metszet (X,N,Y,M,Z, Db} :

Ha N=0 akkoxr Db:=0
kKildnben Metszet (X,N-1,Y,M,Z,Db)
Ha Eleme (X (N),Y,M) akkor Db:=Db+1
Z {Db) :=xX {N)

Eladgazas vége
Eljaras vége.
Eleme (A,Y,M) :
Elagazés vége
M=0 esetén Eleme:=hamis
A=Y (M) esetén Eleme:=igaz
egyéb esetben Eleme:=Eleme(A,Y,M-1)

Fiaggvény vége.

7.4.2. Egyesités
Adjuk meg egy n, illetve egy m elemil sorozat (X,Y) egyesitését!

Utofeltétel:
X ha m=0 :
Unié(X T5Y, m) = Végére(}’m i Um’é(X LY, m— 1)) ha nem Efeme(Ym , X, n),
Um’é(X Y, m— 1) egyébként
hamis ha n=0
ha A=X,

ahol Eleine(A4,X.n) = {igaz
Eleme(A4,X,n—1) egyébként

A két rekurziv képletnek megfelelden két rekurziv eljdrdst készitiink a metszet

meghatarozasara:
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O [ N;; Y2 2, D) ¢
Ha M=0 akkor Db:=N; Z:=X
L kil 8nben Unio(X, 0, Y.,m—1,.2.Db)
Ha nem Eleme (Y (M) ,X,N) akkor
Db:=Db+1; Z{(Db) :=X (N}
; El&agazéas vége
N Eladgazas vége
- Eljarias vége.
" Eleme (A,X,N):
o Elédgazas vége
-~ N=0 akkor Eleme:=hamis
A=X (N) akkor Eleme:=igaz
 egyéb esetben Eleme:=Eleme (A,X,N-1)
:: -Blagazas vége
Faggvény vege.

7.4.3. Visszalépéses keresés

A visszalépéses keresés egy specilis esetének feladata r db n elemit sorozatbél
:egy-egy clem kivalasztasa Ggy, hogy az elemek Gnmagukban kivélaszthatdk
legyenek (f# fiiggvény), valamint egymastél fiiggden is vaiaszﬂlassuk Sket (fk
fuggveény). .

- Az alabbi algoritmus a feladat kivalogatasos valtozatat oldja meg, részben cik-
Iussal, részben rekurzivan.'

Visszalépéses keresés (N,Db,Y):
... Db:=0; Backtrack(l,N,X,Db,Y)
Eljaras vége.
‘Backtrack(I,N,X,Db,Y):
Ha I=N+1 akkor Db:=Db+l; Y (Db):=X
kulonben Ciklus J=1-t6l N-ig
2 Ha ft({(I,J) és nem Rossz(I,J,1})
akkor X (I):=J; Backtrack(i+1,N,X,Db,Y)
i Ciklus vége
Elagazas vége
'Eljaras vége.

':Rosszkl o L)

Elaqazas
I=K esetén Rossz:=hamis
nem fk(I,J,K,X(K)}) esetén Rossz:=igaz
' egyéb esetben Rossz:=Rossz (I,J,K+1)

Elagazas vége
Fuggvgny vége.

Haa vz’élamﬂyen szempontbol legjobb megoldast keressiik, akkor egy kicsit at
kell a]akl’tam az algoritmust. Legyen az f az a fliggvény, ami egy megoldashoz

U Azért kﬁi{iljﬁk ezt a félig rekurziv valtozatot, mert bizonyos szempontbél ez a legegyszeriibb
megfogalmazasa a visszalépéses keresésnek.
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megadja az értékét. Tegyiik fel, hogy az f figgvény minden megoldasra nagyobb
0-ndl, s azt a megoldast keressiik, amelyvre az f fliggvény maximalis értek(.

Visszalépéses keresés (N,Erték,Y):
Exrték:=0; Backtrack(l,N,X,Erték,Y)
Eljaras vége.
Backtrack (I,N,X,Erték,Y) :
Ha I=N+1 akkor Ha Erték<f(X) akkor Y:=X
kiildénben Ciklus J=1-tdl N-ig
Ha ft(I,J) és nem Rossz(I,J,1))
akkor X (I):=J; Backtrack(I+1,N,X,Db,Y)
Ciklus vége
El&dgazas vége
Eljaras veége.
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8. Gyorsrendezeés — Quicksort

A Quicksort algoritmussal mar foglalkoztunk az el6z6 fejezetckben, most
megvizsgaljuk a rekurziv, a félig rekurziv és a nemrekurziv valtozatat,

Az N elein‘ii A vektort sorbarendezd eredeti rekurziv valtozat igy nézett ki:
Quick {;Ta, E,V): [ A ,rendezendd” rész Eleje, Vége]
Szétvalogat (A, E,V,K)
Ha K-E>1 akkor Quick{(A,E,RK-1)
Ha V~K>1 akkor Quick(A,X+1,V)

Eljaras vége.

A m.egoldést kétféle szempontbol elemezziik ebben a fejezetben. Az egyik a re-
kurziv és az egyre kevesebb rekurziv hivast tartalinazd valtozatok hatékonysagi
elemzése. A masik szempontbd! pedig a szétvalogatas kiilonboz8 valtozatai alap-
jan vizsgéaljuk a futasi idot.

Az credeti eljaras atlagos futdsi ideje néhdny elemszamra:

N=1000 N=2000 N=4000 N=8000 N=16000

0.14 0.27 0.65 1.38 - 3.02

A futasi idSket grafikusan abrazolva szinte lineéris fliggvényt latunk:

1000
2000 .
4000
8000
16000

A megoldadsban szerepl8 két rekurziv hivasbél az egyik jobbrekurzié, amire
van egyszerii atirasi szabaly:
Quick (A, E,V) :
Ciklus
Szétvalogat (A,E,V, K)
Ha :K-E>1 akkor Quick(d,E,K-1)
B:=K+1
amig V-E>O0
Ciklus vége
Eljaras vége.
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Ez a megoldas a rekurziv hivasok szdmaét dtlagosan a felére csdkkenti, igy el-

vileg hatékonyabb. A mért idSk:
N=1000 N=2000 N=4000 N=8000 N=16000
0.16 0.28 0.62 1.35 2:91

Tapasztalatunlk szerint a mért idSk szinte ugyanazok, az elemszam noveiésével

kicsit jobb, mint a teljesen rekurziv valtozat.

A masik rekurziv hivas azonban nem fejthetd ki egyszerlien ciklussad, mert
sem a bal-, sem a jobbrekurzié atirasi szabilya nem alkalmazhatd r4. Ebben az
esetben nincs mas megoldas, mint a verem alkalmazdasa a még rendezendS részek

hatarainak meglrzésére.

Az iterativ megoldas alapelve: minden szétvalogatds utan valasszuk a baloldali
részt, a jobboldali hatérait pedig tegyiik verembe, ha még foglalkozni kell vele. Ha
a baloldali részt mar nem kell tovabb rendezni, akkor vegyiik ki a verembél az
utoljdra meglrzott intervallum hatarait, s folytassuk vele a fenti tevékenységet. A
rendezés akikor fejez8dik be, ha mar nem kell tovébbi részekkel foglalkoznunk.

Cuick (A,E,V) :
Verembhe (0,0) [ tetszdleges értékek!]
Cikluas
Ciklus
Szétvalogat (A, E,V,K) _
Ha V-E>1 akkor Verembe (K-+1,V)
Vi=K—1
amig V-E>0
Ciklus vége
Verembdl (B, V)
amig E>0
Ciklus vége
Bljaras vége.

A nemrekurziv valtozat futasi 1deje:
N=1000 N=2000 N=4000 N=8000 N=16000
0.14 0.34 0.77 ) 323

A futasi idSk kicsit rosszabbak, mint az eldz6 két viltozatnal, pedig igy gon-
dolhattuk, hogy a rekurzid megsziintetése gyorsitja a progi'amof. A magyarazat ott
van, hogy a verem megvaldsitas viszont lassit (eljarasokat kell hivni, tombot in-
dexelni sib.)

A gyorsrendezés masodik problémajat a szétvélogatas okozza. Mivel optimalis
esetben a szétvalogatas két egyenls részre osztja az N clemti vektort, ezért a ren-
dezend§ szakaszolk hossza felére cstkken. Pontosan tudunk szédmolni, ha N értéke
2K_1 alalc1. Ekkor el8szér 2 db 2X-1-1, majd 4 db 2K-2-1, a K~1. Iépésben pedig
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2K-1 db 1 elemszami résszel kell foglalkozni. gy a rendezés 1épésszama kb. K*N,
'if'_ azaz. N*loo—}N Ez azonban csak a fenti feltételezés esetén igaz. Ha példaul a
'i‘;‘j‘sorozat eleve rendezett, akkor a rendezés [épésszama N*(N-1)-re nd, ekkor
u gyanis"a S}.étvélo gatas egy iires és egy N-1 elemszami részt eredmeényez.

= R mcgcldas tobbféle lehet, de rindegyiikben a szétvalogatas alapvaltozatat
;f;"_ll’lOdOS]tj uk. Ebben a sorozatot mindig az aktudlis els6 elem szerint valogattuk két
- részre. A sze_tvalogatas elétt alkalimazzuk az alabbiak valamelyikét:

e akdzépsd elemet cseréljiik fel az elsével;
e egy véletlenszerfien valasztoit elemet cseréljiink fel az elsével;

e az elsiéi; a k6zépsS és az utolso koziil a nagysagrend szerinti kézépsot cse-
G _'réljiik? fel az elsGvel (ez egy becslése az igazi kozéps6 clemnek).
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8. Rekurziv adatszerkezetek ¢és algoritmusok

E fejezetben a rekurzié és az adatszerkezetek kapcsolatardl szeretnénk elmél-
kedni. Talan megbocsatja nekiink a kedves Olvasd, ha egy kicsit messzebbri!
kezdilik vizsgdlédasunkat: az algoritmusok ¢s adatszerkezetek viszonyard! altalé-
ban.

A Jlegelemibb” utasitastipus kétségkivill az értékadas, amely egy adatobjektum
méasolatat mozgatja egy(ség)ként, globalisan a célvaltozéba. Igy —mintegy su-
gallva— a megfeleltetést: az utasitds és az ,arctalan”, ,,szerkezetnélkiili” adatok ti-
pusa kdzdtt. (Ez a hozzarendelés a késSbbiek soran még nyilvanvalobba valik.)
Megjegyvezziik, hogy ennek nem mond ellent az a gyakran alkalmazott értékadss-
fajtank, amelynek segitségével egy vektornak, matrixnak, ... stb. egyetlen utasitas-
sal adtunk értéket. (Pl A:=0.) Ennek az utasitasnak a szintjén nem figyeliink az A
szerkezetére, s mint egy ,,strukturdlatlan egységet” hasznaljuk.

e elemi

elemi / _ adat
tevekenyseg |

pl:értekadas <
eliarashivas

Az adott szinten eleminek tekinteit adatot elemi teve-

kenyseggel kell feldolgozni.

8. dbra

Amikor a program irdsa soran (a program finomitasa Gtjan) eljutunk egy ilyen

. rap

kor méar Iényeges szerephez jut annak szerkezete.

Az adatobjektum azonos valamikre valé bontdsa révén kapiuk a vektorokat,
matrixokat: altaldban mindazon struktarakat, amelyek azonos tipust elemek soka-
sagabdl allnak. Ilyen adatok feldolgozasat ciklussal végezhetjiik el (ezt éppen az
elemeinek azonos tipust volta teszi lehetdve).
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- Tokius 19181 T fomb At
| |elem feldo} n-ig A7)
o elefn feldoll o tem feldolgo-
pamekl zds (i)
Sk Ieiklus Vege ] _
: .plemfekjo!gﬂzﬁs{n}]l, niA(n) >
Az adott szinten tdmbnek tekinfett adat feldolgozdsa

cikiussal torfénik.

9. dbra

A lculonbo:'r'o tipusti részekre, elemibb adatokra ,,szétesd” szerkezetek a rekor-
dok (olyan Val [ozok amelyek értékhalmazukat valahdny halmaz direktszorzatabél
vcszﬂc i‘ci) Ebhez a szerkezethez az egyes részck feldolgozisit elvégzd tevé-

_ Zcenyseg_e}__ ;gymasutan_}a rendelhetd.

' ——— rekord A=
o etemfeldcl? A Ae} 8 B
| [gozas(B) goZasit C
e C : D
Sgil;zzg?{ e rekord vege
i _:‘"""‘-'::f:'e(emfeldoi 0 T
S gozas{D} !
Az adott szinten rekordnak tekintett adat feldolgozasa

mezoinek szekvencidlis feldelgozasdval torténik.

10. dbra

Ha az adattlpusra egyfajta , kétarctusag” jcllemzo azaz vagylagossagot tartal-
_-‘?’maz Pl rl'egy s7emely~nyzivantanasban a holgyeket a néven til a lednykori neviik
‘LJZZIEIZOIIOSlt] 7 ay urakat pedig katonai igazolvanyuk szama), akkor a feldolgcvas

szrﬂ(scgszemcn valamilyen elagazasra vezet.
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//‘/'—\ atternativ A=
T

elagazés N i

_;) e B
clemfelield &S€7€N % ~ c
dolgo-ido|  , ES€7EN .
- ol .elagazas alternativa
zas{3}jza vége

vege !
1

e e

Az dadett szinfen alfernafiv szerkezefiinek tekintett adatot

elagazdassal kell feldolgozni.

11, dbra

Ahogy a feladat megolddsa soran egyre ,,nélyebbre” jutuni, tigy kérvonalazo-
dik egyre tisztébban az adataink szerkezete is. Vagyis amint az algoritmus-megfo-
galmazasban a finomitds legfontosabb eszkéze az algorifimus elemibbekre valo
lebontdsa, igy az adatok finomitdsénak a strukturdlas, vagyis a szerkezethozza-
rendelés. Semmi csodalkozni vald nincs ezek ntan azon, hogy oly fontosnak érez-
tilk annak meggondoldsat, hogy az egyik legbonyolultabb adatszerkezet —a rekur-
ziv adatszerkezet— miként hatdrozza meg a ,hozzatartozé” programok tipusat (re-

kurziv, nem rekuziv), szerkezetét.

Mik is azok a rekurziv adatszerkezetek? Kezdjiik megint 0igy, ahogy a rekurziv
algoritmusok megkdzelitésénél tettiik: induljunk ki a definmialasuk jellegzetességé-
bél! Hogy ti. a 1ényeg itt is ugyanaz: az adatszerkezet leirdsanal hivatkozunk sajat
magdara, mint egy méar jél definialt szerkezetre.

Példdi:
) iires lista
Lista= :
elem + lista
Bindris f iires binaris fa
inaris ja =
binaris fa -+ elem + bindris fa
A kétarclisag miatt példaul a lista feldolgozasa ilyeténképpen sejthets:
Lista feldolgozasa:

Ha lUres akkor kész
kiildnben ?

Eljaras vége.
Sejtésiink a kérdéses (?) részre vonatkozdan (rekordra gondolva):
AL

Elem feldolgozéasa

Lista feldolgozasa
Eljaras vége.
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fgy “mint latjuk— nagyon egyszerfien, —mondhatnank— mddon lehet definiaini

az adatszerkezeteket (pontosan erre ad lehetSséget az ELAN nyelv). Kddolasi le-
_'_"hctosegek azonban egyes nvelveken (pl. a Pascalban) Iényegesen szerényebbek e
;.;'teren, mint varhatnank az algoritmikus struktirakkal vont analGgiak alapjan. A
i"nehezseget az okozza, hogy az igy felirt szerkezet a szolkasos eszkézikkel nehezen
.‘_kczelheto,:ugyams a tarolasahoz sziikséges hely forditaskor, sGt futaskor sem
_':.hatéromaté meg fixen. Ezért a nyelvek tGbbsége nem engedi meg az adatszerke-
:I-'.Zete}{rse"a ]{ifejezett (kinyilvanitott) rekurziot. Ennek megkeriilésére t6bb megoldas
is 1étezik. A legkézenfekvebb az tn. mutatéval vals ébrazolas. {gy példaul a lista
'i;ebrez"entélésa egy mutatéval és az elemek felsoroldsaval térténik. Az elem persze
_a{ rékc‘ivcﬂ{czés kapcsolatat is kell, hogy tartalmazza (megint csak egy mutatd
_'_-Segltscgevel‘ Az elem ilyen ,kib8vitett” szerkezetér8l nekiink kell persze ren-
ﬂ;delkezm (a ,kifejezett rekurzié™ hidnya miat).

A muta?o tipusi valtozo tulajdoniéppen kétféle informaciot tartalmaz: egyrészt
azt a memarzac:mct ahol az a valtozd talalhatbé, amire mutat; masrészt pedig
ennek i valto::onak a tipusat, amibdl meghatarozhaté a téroldsahoz sziikséges
_;:)mcmona merete Ebbdl két dolog kovetkezik:

i mlvel amutaté tipusi valtozd memdriacimet reprezental, ezért hasznalataval
nagyon gycrs memoériakezelést érhetiink el,

; -___ﬁjﬁna]taianos ~mutatd tipusu valtozé nincs, hanem csak valamire {valamilyen

_[frongccﬂ 11pusura) mutato, pl.: listaelemre mutatd, binaris fara mutato stb.

:Pe‘?dak (mumz‘o hasznalatara)

L -~ Lista: elso elemre mutaié + elemek sorozata

.' Ele_n_z }-cf;rtek + kévetkezd elemre mutato

1 1oN=10: M=20 20 DIMTALM) | .. | [990 END

12. dbra: fista
A BASIC forrdsprogramot tobbuiyire listaszerfezettel dbrazoldk,

e Bmarz fa.' g;yo!;erre mutat‘o + elemek sorozata

i -Elem ‘ baIaI 'Izzlz f ira mutaz‘0+ értéltjobboldali fara mutaté
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Kronosz Rheia Akrisziosz
N /

Ny, 7 \
Zeusz Danaé Képhensz Kassziopeia.
i P S — +

\\\ i s .\‘h o LT

Perszeusz Androméda
"‘—-—____‘_‘__h_—_ ’_F-——__-__'____——‘—‘_
— e
Perszésy

13. dbra: bindris fa
Perszéss csalddfdja, akitol a perzsa Kirdljok szirmiaztak.

Egy olyan nyelven, ahol a kifejezett rekurziora is van lehetdség (pl. Logo), a
13. abranak megfeleld szerkezet:

{{((Kronosz) Zeusz (Rheia)} Perszeusz ((Akriszicsz) Danaé )) Perszész
{({Xéphcusz) Androméda (Kasszicpeia)))

Ha nincs kifejezett rekurzié, aklor minden elemhez hozzarendeliink egy (vagy
tobb) értéket, amely csupén a szerkezetet (,,vézat”) hatdrozza meg, azaz megadja
az egyes elemek kapcsolatat a tSbbivel. Most azt vizsgé.ljuk‘meg, hogy alista és a
binéaris fa hogyan kapcsolédhat rekwrziv algoritmusckhoz. Hogyan befolyasoljék
az algoritmus szerkezetét, milyensegét?

A listat is, a binaris fat is gyakran rendezési feladat megoldasira hasznaljuk.
Most nézzitk meg —egy valahogyan felépitett adatszerkezet alapjan— a rendezett
adatok kiirdséanak rekurziémentes_ és rekurziv valtozatat, valamint a nem rekurziv
adatszerkezetet hasznalé valtozatokat is! Az algoritmusck megfogalmazdsidhoz
kolesénvessziik a Pascal nyelv néhiny fogalmat, jel6lését, mint pl. a mutatd,
illetve a rekord tipust.

8.1. Rekurziv adatszerkezet, rekurziv algoritmus

A. Lista

Legyen LISTA egy muraté tipusi valtozd, ami a LISTA egy elemére mutat!
Ekkor LISTAN jelentse azt, amire LISTA mutat. Legyen LISTANERTEK az adott
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elcm em‘eﬂe LISTANMUTATO pedig a kévetkezd elemre mutasson! Vagyis az
elcrnet, mint két mezd (érték + mutatd) rekordjat képzeljiik el

 LISTA:—> | LISTANERTEK | LISTANMUTATO

14. dbra:
A fista elemeinei reKordsseriesete.

. Igy alistaszerkezet ,bejarasat” —a relurziv definiciéval 8sszhangban— az aldbbi

':Erckm‘zw algoritmussal irhatjuk le. A Bejdr eljards meghivasakor paraméterként a
: g} oker mmatomt kell megadni.
Bejér(LISTA) )
HaELEISTA nem Ures akkor XKi: LISTAC. ERTEK
Eetan e Bejar (LISTA~ .MUTATO)

__Eligazas vége
‘Bljaras vége.

FA:.Iegyen -hasonloan az elébbihez— egy mutaté tipust valtozd, amely egy
_:fabeh csamopontra mutat! FANERTEK lesz az adott elem értéke, FANBAL a
"':baloldall, FANJOBB pedig a jobboldali részfara mutat. A fa szerkezet bejarasi
;;gmodszercl kbziil mi most a bal—kézép—jobb médszert valdsitjuk meg rekurzivan.
fBKJebéja;as(FA)-

Ha FA nem iires akkor BKJ be:[ar‘as (FA™.BAL)

Ki: FA"~.ERTEK
BKJ_bejaras (FA".JCBB)

Flagazas vége
~Eljaras wvége.

8.2. Rekurziv adatszerkezet, nemrekurziv algoritmus

, mcgoldés ebben az esetben egyszerd lesz, hiszen jobbrekurziérél van szo.

';_": Ammt korabban lattuk, ilyenkor meglehetGsen mechanikusan végezhets el a re-
_":1:&112.10 klbomasa iteracidva alakitasa.




Rekurziv adatszerkezetek és algoritmusok

Bejar (LISTA) :

Ciklus amig LISTA nem Ures
Ki: LISTA"~.ERTEK
LISTA:=LISTA”.MUTATO

Ciklus wvége

Eljaras vége.

B. Binaris fa

Itt egyszert atirds nem létezik (mivel legaldbb egyszer minden nemterminalis?
elemhez vissza kell témi a még be nem jart részfihoz vezetd it megtalalasa érde-
leében), igy csak verem segitségével adhat6é meg a nemrekurziv valtozat. A verem
jatsza Ariadné fonaldnak szerepét. Minden egyes 1épés mellett, amelyet a fa agan
tesziink eldre, gombolyitunk egyet a fonalon: megjegyezziik a visszatérés legu-
tolsé allomasanak helyét. A visszalépésnél a felgombolyitas e hely cimének els-
vételét jelenti. Ezen kiviil szitkség lesz egy véaltozora (VEGE), amelynek segitsé-
gével megallapithatjuk, hogy bejartuk-e mar a teljes fat. (Az algoritmusban: az
tires fa azt jelenti, hogy terminalisrdl , leléptiink a semmibe™.)
BKJ_bejaras (FA) :

VEGE :=Hamis; Verembe (ires fa)

Ciklus amig nem VEGE

Ciklus amig FA nem iires
Verembe (FA) [ eldre a legbaloldalibb]
FPA:=FA"~.BAL [ &gon a erminélishoz]

Ciklus vége

Verembdl (FA) )

Ha FA nem Ures akkor Ki: FA" .ERTEK [ kdzépsd elem]

FA:=FA"~.JOBB [ irany Jjobbral]
kiilénben VEGE:=IGAZ

El&agazas veége

Ciklus vége
Eljaras wvége.

8.3. Nemrekurziv adatszerkezet, rekurziv algoritmus

Ebben az esetben az adatokat €s a hozzajuk tartozd mutatd értékeket egymastol
elszakitva killon-kiilén egy-egy vektorban (vagyis nemrekurziv szerkezetben)
helyezziik el. Az egyes eljardsokat a lista logikailag els@ elemének, illetve a fa
csticsanak vektorbeli indexével kell hivni.

! Nemterminalisnak hivjzk a fa azon csomopontjait, amelyekbdl vezet ki &L
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A Lista

Veoyun.k fel két vektort! ERTEK tartalmazza a kifrandd elemeket, MUTATO
"pcd_ig a hozzajuk tartozd mutatékat! MUTATO(D=0 4lljon az utolsé elemnél! Eh-
‘hez a nemrekurzivan ,tarolt” listdhoz is megadhatunk rekurziv bejardsi algorit-
mus’rA iinegadés az elsd rekurziv algoritmusbo6l igy szarmazik, hogy az ott sze-
repld mutatSk értékei (= cimek) helyett, most vektorbeli indexek szerepelnek.

Be JAT(I) :
“Ha I¢O akkor Ki: ERTEK(I)
Bejar(MUTATO(I))

 fw@lagazas vége
LEljéxés;vége.

' 'B Bmarzs fa

i Most ha:rom veltort kell felvenniink (a kordbbi hiarom mez6s rekord mintaja-
ra).;i:RTEK. tartalmazza a kiirandé elemeket, BAL, JOBB pedig a t8liik baira,
111ctve 10bbra levd clem sorszamat! Ha értékiik 0, az jelentse —most is— azt, hogy
a fanak abbau az iranyban vége van! A megfeleld rekurziv bejaras most is nagy
: hasonlatossagol..at mutat a korabbi rekurziv algoritmussal.
BKJ_ - bejaras (I):
i rIa 3:=co akkor BKJ_bejaras (BAL(I))
_ Ki: ERTEK(I)

BKJ bejaras (JOBB (1))

: Elagazas vége
'r_i;fEljaras veg'e.._

84.N é’tﬁire}curziv adatszerkezet, nemrekurziv algoritmus

Eb en :a letozatban meg kell adni, hogy hol taldlhaté az adott adatszerkezet

loglkaﬂacr lcgclso adata. Tébb (ijjdonsdgot mar nem tartalmaznak az algoritmusok,
:‘_}konnycn iiegkaphatjuk a 7.2. vészben taglaltakbdl, a rekord mezSk—vektorok,
: 1lletve mutatocrtuk—vektormde}\ megfeleltetéssel.

FEJ mutasson a Sorreudbt,n elst elemre!

Bejar(FEJ)
S TIERERT
Clklus amlg I=0
K:L' ERTEK(I)
LETR=MUTATO (1)
Clklus vege
'Eljaras vege o
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B. Binaris fa
CSUCS mutasson a fa csticsaral
BKJ _bejaras (CSUCS) :
I:=CSUCS; VEGE:=Hamis; Verembe (0)
Ciklus amig nem VEGE
Ciklus amig I=0
Verembe {I) ; :=BAL(I)
Ciklus vége
Verembdl (1)
Ha Iz0 akkor Ki: ERTEK(I)

kiildnben VEGE:=IGAZ
Elagazas veége

Ciklus vége
Eljaras vége.

Mit tehetiink akkor, ha nem az elemek kiirasa a feladat, hanem valamilyen mas
tevékenységet kell veliik elvégezniink? J6 lenne, ha nem kellene ebben az esetben
tjra megirni valamelyik fenti eljarast (figyelembe véve az 0 transzformacidt el-
végzl algoritimusrészt).

Sok programozasi nyelv lehet8séget biztosit aira, hogy egy eljardsnak eljdrds-
paramétert adjunk, s igy példaul a listabejaré eljarast paraméterezhetjiik egy fel-
dolgoz¢ eljarassal:

Bejar (LISTA,Feldolgoz):

Ha LISTA nem lUres akkor Feldolgoz (LISTA". Elf\’I’EK}

Bejar (LISTA" .MUTATO, Feldolgoz)

Eladgazas vége
Rljaras wvége.

Srdemes dsszevetni a megoldasokat bonyolultsagi szempontbdl. Tapasztalhato,
hogy minél tGbbet engediink a rekurziv megoldasbol, annal bonyolultabba valnak
az algoritmusok. Ez a bonyolédas a jobbrekurzidt tartalmazd listabejarasnél kicsi
volt, a fabejarasnal viszont lényeges! Az egyszerliség oka —mint mér tudjuk— az,
hogy az adott programnyelvi kérnyezet maga gondoskodik a rekurzié adminiszt-
ralasardl, ara programunknak néha meglepd méretre taguldsa mind ,térben”
(=tarban), mind id6ben.

Végezetiil egy nagyon tavolrdl idekapcsolodod témaval foglalkozunk, amely
listakhoz, binaris fakhoz (&ltaldban dinamikus adatszerkezetckhez) kapcesolhato.

X

8.5. Dinamikus memoriakezelés

Dinamikus adatstruktiirék esetén az optimalis memoriafelhasznalas nigy érhet-
jiik el, ha mindig csak annyi helyet foglalunk, amennyi az adatszerkezet pillanat-
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nyi tarolasdhoz sziikséges. Ez azt jelenti, hogy ha az adatszerkezetben egy 0j érté-
ket akarunk elhelyezni, aklcor nekiink kell gondoskodni a sziikséges memoria le-
Joglalasardl (amelyet ,,normal” esetben az értelmezd- vagy forditdprogram meg-
old). Ha pedig egy clemre mar nincs sziikség, akkor a mi dolgunk a szamara kije-
161t meméoriatartomany felszabaditdsa. Erre a célra a kdvetkez6 két utasitas all
rendelkezésiinkre:

Lefoglal (mutatd)

Felszabadit {mutatd)

Ezen eljarasok paramétere egy-egy mutaté tipusu vialtozd, amelyek meghata-

rozzak az adott memoriatertilet cimeét és milyenségét (=méreteét).

Ezeket az eljarasokat hasznalva készitjiik el a rendezési feladat megoldasara
szelgald bindris fat, majd pedig a fa lebontasat.

Beépit (FA,ELEM) :

Ha FA {ires akkor Lefoglal(FA); FA".ERTEK:=ELEM

FA® .BAL:=lUres ; FA"™.JOBB:=iires
kiilénben Ha FA".ERTEKSELEM
akkor Beépit (FA™.BAL,ELEM)
kiilénben Beépit (FA™.JOBB, ELEM)

Elagazasok vége
Eljaras vege.

A fa lebontasdhoz a fa bal—jobb—kézép stratégidaji bejardsara van szikség.
Mivel a fa elemei csak a gySkérelemen keresztiil érhetdk el, ezért a gyokér meg-
' sziintetése utdan sem a bal- sem a jobboldal nem lenne clérhetd, ami lehetetlenné
tenné ezek azonositasat, kapcsolat hijan pusztin a helyet foglaina a tarban.

Lebont (F2) :
Ha FA nem Ures akkor Lebont (FA".BAL)
Lebont (FA" .JOBB)
Felszabadit (FA)
Eladgazas vége
Eljaras vége.

A fenti eljardsokat hasznalhatjuk példaul a kdvetkez6 programban, ahol a fat
felépitjiik, a rendezett adatokat kiirjuk, majd a fat lebontjuk.

Rendezés binaédris faval:
Be: N; FA:=iires
Ciklus I=1-tdl N-ig

Be: X
Beépit (FA,X)
Ciklus wvége
BKJ bejaras (FA)
Lebont (FA)
Program vége.

-
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irodalomjegyzck

A rekurzidéval kbézvetleniil nagyon kevés magyar nyelvii kényv foglalkozik.
Legtdbbszor valamilyen maés téma kapcsan mertil fel szitkségessege. gy az iroda-
lomjegyzékben is olyan kdnyveket sorolunk fel, amelyek csak nagyon kis résziik-
ben foglalkoznak ezzel a temaval.
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